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ÉTIDE   GÉ\ÉRALE  DES  LEXTILLES   ÉPAISSES 
Al  1I0VE\  DE  L'HOMOGRAPHIE; 

Par    m.    Andrk    VICAIRE    (i). 


La  plupart  des  piopiiëlés  et  des  formules  qu'on  ren- 
contre dans  la  théorie  élémentaire  des  lentilles  se 
déduisent  immédiatement  et  avec  une  grande  généralité 
de  ce  seul  fait  :  un  point  lumineux  a  pour  image,  dans 
un  dioptre,  un  seul  point  situé  sur  le  même  diamètre 
que  lui;  et  deux  points  distincts  ont  pour  images  des 
points  distincts. 

J'établis  directement  cette  proposition,  comme  dans 
tous  les  cours,  en  supposant,  bien  entendu,  l'ouverture 
du  dioptre  très  faible.  D'après  cela,  si  l'on  considère  un 
système  de  dioptres  ayant  leurs  centres  sur  un  même 
axe,  un  point  lumineux  P  situé  sur  l'axe  aura  pour 
limite  un  point  P'  situé  sur  le  même  axe  et  lui  cor- 
respondant liomograpliiquement. 

Soient  A,  A'  deux  points  de  l'axe;  posons 

AP  =  ,r,         A'P'=.r'. 

(')  Admis  le  |ircmicr  à  I'l->cole  l'olylccliiuiiiic  en  i>i[)f). 


(  6) 
X  et  x'  soiU  liés  par  une  rclalioii  d'homographie 

-J.  TX'  -h-  '^  X  -^  '[  x'  -^  Z  =^  0\ 

faisant  x'  infini,  on  en  lire 


Le  point  F  correspondant  à  cette  valeur  de  x  est 
appelé ybj^e/'.  C'est  le  point  lumineux  dont  1  image  est 
à  l'infini . 

De  même,  poui'  x  inlini, 


Le  point  F'  correspondant  est  le  second  foyer  :  c'est 
limage  du  point  situé  à  l'infini. 

D'après  le  principe  du  retour  inverse,  si  les  rayons  se 
propageaient  en  sens  contraire,  F  serait  l'image  du  point 
à  l'infini  et  F'  aurait  ce  point  pour  image. 

La  formule  générale  prend  une  forme  plus  simple,  si 
l'on  choisit  des  origines  particulières.  Prenons  pour 
A  et  A'  un  point  et  son  image.  Dans  ce  cas, 


La  formule  a  la  loime  l)ien  connue 


Prenons  pour  origines  les  foyers  ^  =  o,  y  =  f^  1  ^^ 
formule  devient 

'J.XX   -^  0  =  o, 

forme  de  ÏNewton. 

J'établis  ensuite  l'existence  des  plans  principaux. 

Soit  PI  un  rayon  lumineux  issu  du  ])oint  P  de  1  axe. 
Après  réiraction  dans  les  dillérenls  dioplres  du  système, 
il  sort  suivant  PT,  Les  deux  rayons  se  coupent  en  M. 


(  7  ) 
Pi,  P'I'  se  conespondenL  lioiiiogra[)liiquenu'nl.  Donc 
quand  PI  tourne  autour  de  P,  en  restant  dans  le  plan 
de  la  ligure,  le  lieu  de  M  est  une  conique.  Cette  conique 
se  décompose,  c-ar.  lorsque  PI  se  confond  avec  Taxe, 
P'I'  se  confond  avec  lui.  L'axe  fait  donc  partie  du  lieu. 
Le  reste  du  lieu  est  une  droite  qui,  par  symétrie,  est 
perpendiculaire  à  l'axe.  Dans  l'espace,  c'est  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe.  Ce  plan  est  le  plan  piincipal 
relatif  au  point  P.  On  réserve  d'ordinaire  celte  dénomi- 


nation aux  plans  relatifs  au  foyei'  F  et  au  point  à 
l'infini. 

A  un  point  lumineux  correspond  un  seul  plan  prin- 
cipal. Pour  la  réciproque,  deux  cas  seulement  se  pré- 
sentent :  tous  les  points  lumineux  ont  même  plan 
principal  (lentilles  minces)^  ou  ils  ont  des  plans  prin- 
cipaux distincts  (lentilles  épaisses). 

Supposons,  eu  elfet,  que  deux  points  P  et  o  aient 
même  plan  principal.  Soit  M  un  point  de  ce  plan.  I^es 
ravons  PAI,  ■s'Sl  ressorteni  suivant  MP',  ^1-^'.  Donc, 
yi  est  à  lui-même  son  image.  Soit  Pv  un  troisième  point 
quelconque  pris  sur  l'axe.  Le  ravon  RM  sortira  suivant 
MR'-,  M  est  donc  un  point  du  plan  principal  deR:  cl  ce 
plan  se  confond  avec  celui  de  1^  et  de  s. 

i"    Cas  des  Iciilillcs  minces.  —  Jjc;  poinl  on  le  plan 


(  8) 
principal  unique  rencontre  l'axe  est  un  point  double  de 
riiomographie  des  points  et  de  leurs  images,  puisque, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  il  est  à  lui-même  son 
image.  Soit  C  l'autre  point  double;  c'est  un  centre 
optique.  En  effet,  soient  CM  un  rajon  incident,  M  le 
point  où  il  rencontre  le  plan  principal.  En  sortant,  il 
doit  passer  par  C  et  par  M  ;  donc,  il  passe  sans  déviation. 

2°  Cas  des  lentilles  épaisses.  —  Soit  ■::  le  point  où  le 
plan  principal  de  P  rencontre  l'axe.  P  et  7:  se  corres- 
pondent homograpliiquement.  Quand  71  s'en  va  à  l'in- 
fini, P  vient  en  un  point  N  qu'on  appelle  point  nodal. 

Tous  les  rajons  passant  par  N  ressortent  parallè- 
lement à  leur  direction  primitive,  en  passant  par 
l'image  ]\'  de  N.  N'  est  le  second  point  nodal.  Il  joue  le 
rôle  de  N  quand  la  lumière  se  propage  en  sens  inverse. 

Les  deux  points  doubles  del'liomograpliie  considérée 
en  dernier  lieu  sont  les  points  de  Bravais.  Il  est  clair 
qu'ils  sont  à  eux-mêmes  leurs  images. 

On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède  les  construc- 
tions usuelles. 


[E5] 

S[1R  mi  OUESTIOIV  DE  LICENCE  C); 

Par  m.  V.  JAMET. 


Etude  de  l  intégrale 


r- 


2aiz plbiz 

dz 


C)  Enonce  dans  le  numéro  de  mars  1896,  p.  137. 


(  9  ) 
prise  le  long  du  contour  formé  de  deux  demi-circonfé- 
rences de  raj  071S  R   et  r,  ayant  l'origine  pour  centre 
commun    et   reliées   par    les  portions   de   l'axe    réel 
qu'elles  interceptent  entre  elles. 

On  supposera  a  et  b  réels  et  positifs. 

En  faisant  tendre  R  i^ers  Vinfini  et  r  vers  zéro,  on 
déduira  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


i: 


sm-xx — sm  ^x    , 

' —  ax 

x^ 


(y.etfj  réels).  (Rennes,  session  de  novembre  iSgS.) 

1.  Evidemment,  on  doit  supposer  les  deux  demi-eir- 
couférences  tracées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  réel  ; 
sans  quoi  le  contour  d'intégration  ne  renfermerait  au- 
cun point  critique  de  la  fonction  sous  le  signe  /  .  et 
l'intégrale  proposée  serait  constamment  nulle. 

2.  Dans  le  cas  contraire,  l'intégrale  aura  la  même 
valeur  que  si  elle  était  calculée  tout  le  long  d'un  cercle 
ayant  pour  centre  l'origine.  Mais  alors  on  voit  qu'elle 
est  égale  à  la  valeur  que  prend,  pour  a  r=  o,  la  dérivée, 
par  rapport  à  a,  de  l'intégrale 


calculée  tout  le   long  d  un  cercle  avant  y.  poui'  contre. 
Or  cette  dernière  fonction  est  égale  à 

sa  déiivée,  jiar  ra|)port  à  a,  est 


(    'o) 
Pour  a  =  o,  elle  devient 

\-{b-a). 
Telle  est  donc  la  valeur  de  l'inlégiale  proposée. 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  la  demi-circon- 
férence de  rayon  R  est  tracée  du  côté  àes  j  positifs  \  je 
dis  que  si  R  croît  au  delà  de  toute  limite,  la  partie  de 
l'intégrale  proposée  qui  se  rapporte  à  cette  circonfé- 
rence tend  vers  zéro.  En  effet,  si  l'on  pose 

j  =  .r  -^ yi  =  R(cos  6  -f-  / sin  0  ). 
l'intégrale 


(A)  /  ^ 


dz. 


calculée   tout  le  long  de  cette  demi-circonférence,   est 
égale  à 

(On   suppose  la   demi-circonférence  parcourue  dans  le 
sens  positif.  ) 

La  somme  des  modules  de  ses  éléments  est 


(B 


et,  comme  a  et  y  sont  positifs,  le  facteur  <-'-''-'  ne  dé- 
passe jamais  l'unité.  Donc  rexpression  (13)  est  infé- 
rieure à 

R 

et  ^  est,  n  fortiori,  supérieure  au  module  de  l'inlé- 
grale(A).  De  même  l'intégrale 


r- 


dz 


(  ■>  ) 

calculée  louL  le  long  de  la  même  demi-circonférence,  a 
un  module  inférieur  à  ^>  et  enfin,  l'intégrale 


/ 


p'iaiz plbiz 


calculée  tout  le  long  du    même   contour,    a   un   module 
inférieur  à  -^'  c.    q.    f.    n. 

i.  Je  suppose  maintenant  la  demi-circonférence  de 
rayon  /■  parcourue  dans  le  sens  négatif  et  je  me  propose 
de  calculer  la  limite  veis  laquelle  tend  l'intégrale  pro- 
posée, calculée  tout  le  long  de  cette  demi-circonférence, 
(juand  r  tend    vers  zéro.    A   cet  effet,  j'observe  que  la 

fonction  sous  le  signe    /   est  égale  à 

■2  l  — : h    >    ' '- ^ : Zl>. 

La  série  écrite  sous  le  signe  \  est  uniformément  con- 
vergente, quand  le  module  de  z  varie  de  o  à  un  nombre  p, 
qu'on  peut  supposer  supérieur  à  r.  De  plus,  si  dans  h* 
terme  général  on  remplace  z  par  rc^',  et  qu'on  intègre 
terme  à  terme,  en  faisant  varier  0  de  —  à  2",  on  trouv(î 
une  série  convergente,  car  son  tei'me  général  est 


.   (  -i  i)''-^-  (  ai>~*--  —  bP 


(-(/M  l)Ol(/0, 


et  le  module  de  ce  terme  est  inféi-ieur  au  terme  général 
d'une  série  convergente,  savoir 

_  ■2'>+-(aP-^-  —  bP+^) 


I  .  2  .  î  .  .  .  /J  -4-  ■', 


/•/'*-'. 


Donc  la  série  écrite  sous  le  signe   7  donne  lieu  ;i  une 


(  I-^  ) 

iiilégrale  égale  à  la  somme  d'une  série  convergenle, 
s'annulant  avec  /•.  Seul,  le  terme  en  dehors  du  signe  \ 
donne  lieu  à  une   intégrale  difTérente  de  zéro,   savoir 

—  2  /       ia  —  b)di]  =  ■>. T.{b  —  a). 

5.   Il  en  résulte  que  l'intégrale  proposée,  calculée  le 
long  des  deux  segments  CD,  AB,  qui  relient  entre  elles 


les  deux  demi-circonférences  données,  tend  vers  une 
limite  égale  à  l'excès  de  l'intégrale  totale  4"^ (^^  — '^)- 
Donc,  en  faisant  varier  x  par  des  valeurs  réelles,  on 
trouvera 

I         r dx  =■:>.-(  h  —  a) 

et  par  conséquent 

r  '^'^  cos  ia.v  —  cos  ibx    ,  , ,  . 

(c)  /  j dx  —  iTzib —  a), 

(D)  f 


sin  2  (7.r  —  sin  -ibx    , 
r dx  =  f  ) . 


Oi-  la  formule  (c)  se  transforme  comme  il  suit 

r^'^s'in(b  —  a)x  ^\n(ù -i- a)x    ,  , 

/  ^^ — ^ — ^^ i^  dr  —  T.{b  —  a). 

Si  l'on  suppose  h  >>  <•<,  on  pourra  conclure  que  a  el  [j 


(  i3  ) 
étant  positifs  luii  et  l'autre,  mais  v.  étant  <<  j. 

f         sin  'XX  ?in  ir 

/ — '—  =-a. 

Si  Z»  est  inférieur  à  rz,  on  pourra  conclure  encore  que, 
si  y.  est  négatif  et  3  positif 


r 


sin  a.r  sin  J,r 

; — '■ —  dx  =  — : 


Si  7.  et  3  sont  négatifs,  on  posera  a  =  —  a',  3  =  —  3', 
et  i  on  trouvera 

/'"'^  sin  oa:  sin  3j"    ,  r~  "^  sin  a'xsin  3'j"    , 

/ — '- —  dx  =   / — * dx  =:  -a  =  —  -y.. 

a' étant  supposé  <<  3'. 

6.   La  formule  (D)  donne  lieu  à  des  considérations  du 
même  ordre.  Elle  se  transforme  comme  il  suit 


r 


sin  (a  —  b)x  cos(rt  -^  b)x 


Ix  =  o. 


X- 

^     —  X 

D'ailleurs,  dans  1  intégrale 

sin  a^cos  'ix 


l 


dx. 


OU  peut  toujours  regarder  |j  comme  positif,  et  l'on  en 
conclut  que  cette  intégrale  est  nulle  pour  tout  système 
de  valeurs  réelles  de  a  et  de  ^. 


[K2e]  [K16b] 

(JIELQIES  THEOREMES  DE  GÉOMÉTRIE  ; 

.     Par  m.  g.  GALLUGGI, 

Élève  de  rUniversilc  de  Naples. 


1 .  Si  G  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  n 
points  Ai,  A.2,  .-..  A«  d'un  cercle  O  {ou  d'une  s/thèreO), 


(  i4  ) 

pour  chaque  point  "Si  de  la  droite  (ou  du  plan)  qui  passe 
par  <)  perpendiculairement  à  (>A,(i  ==  i,  2,  .  .  .,  n), 
on  u 

(,)  MÂ;=^(MAf--MÂ'-r-...-->ïÂ,;). 

Si  X\  Ti,  x-2,  y -2,^  •  •  -  •,  Xn  Vil  sont  Jes  coordonnées  des 
points  A,,  Ao,  ...,  A„  raj)porlés  'a  un  système  d'axes 
rectangulaires,  pour  tous  Jes  points  M(x,j)  )  qui  véri- 
lient  la  relation  (i),  on  a 

Il  \y  X  —  Xi)-  -■-  (  y  —y,-  )-  ] 

=  (X  —  Xi  )2  -^  (y  —Ji  )2  -^  .  .  .  -r-  (.i-  —  Xn  ,)-  ^  (  J  —y,,  )-, 

et,  après  les  réductions 

ix(  nxi—xi~. . .  —  Xn)  ^  lyinyi  — Ji— J'i  — •  •  •— J«} 

—  {nx']  —  x\  —...—  xl-^nyj—y]  —■■■—yl)  =  0. 

Le  lieu  du  point  M  est  donc  une  droite.  Cette  droite 
passe  évidemment  par  O  et  elle  est  perpendiculaire  à  la 
droite  GA,  qui  joint  les  deux  points  liiixi^yi)  et 

Xx  —  x^_  —  ...-T-x„    yi-h  y.,^...-^  y„ 


Par  un  calcul  analogue  on  démontre  le  tliéorème  dans 
l'espace. 

Corollaire.  —  Le  cercle  décrit  sur  OG  comme  dia- 
mètre coupe  chaque  droite  G  A/  en  un  point  P,  dont  le 
catré  de  la  distance  à  A/  est  moyenne  withmétique 
entre  les  carrés  des  distances  aux  autres  n  —  1  points. 

On  [)eut  aussi  déduiie  ce  corollaire  d  un  tliéoième 
liés  connu  sur  le  cercle  OG,  qui  est  le  lieu  des  points  P 
dont  la  puissance,  par  rapport  au  cercle  O,  est 

-IPÂT,'-^  PÂ^'  — ...^  PÂ^' ).       (Laisant.) 
2.    En  particulier,  si,  dans  un  lètrahche  ABCD,  on 


(  '.^  ) 

conduit  par  le  centie  O  de  la  sphère  circonscrile  le 
plan  perpendiculaire  à  la  médiane  AG  correspondant 
à  Ui  face  BCD,  pour  chaque  point  M  de  ce  plan, 
on  a 


On  peut  démontrer  directement  ce  théorème  en  fai- 
sant usage  du  lemme  suivant  :  Si  G'  est  le  centre  de. 
gravité  de  la  face  BCD  d'un  tétraèdre  A  BCD  on  a 


{■?.)     AB"-i-  AC"-h  AD'=  3AG"-f-  |(BG'—  CI)'-+-  DB'  ). 

11  suflitd'appliquer  cette  formule  aux  tétraèdresOBCD, 
M  BCD. 

Pour  le  triangle  plan,  on  a  le  théorème  analogue  qui 
se  démontre  tiès  facilement. 

3.  De  la  formnie  (2)  on  peut  aussi  déduire  aisément 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

i"  Les  tétraèdres  qui  ont  un  sommet  fixe,  le  même 
h ary centre  et  la  somme  des  carrés  des  arêtes  qui  abou- 
tissent au  sommet  fixe  constante,  ont  les  centres  des 
sphères  circonscrites  sur  un  plan  fixe. 

2"  Les  tétraèdres  (jui  ont  un  sommet  fixe  \  et  les 
autres  sommets  BCD  sur  une  sphère  O ,  de  manière  que 

AB  -^  AC  —  AD  =  const.,  ont  leurs    harj  centres   sur 
un  plan  fixe. 

Pour  h'  triangK'  plan,  on  a 

1"  Les  triangles  qui  oui  même  bar^  centre,  un  som- 
met fixe  et  la  somme  des  cari  es  des  côtés  qui  j  con- 
courent constante  ont  les  centres  des  cercles  circonscrits 
sur  une  droite  fixe. 

2"  Ze.v  triangles  qui  ont  un  sommet  fixe  A  et  les 
autres  sommets    l>C    sur  un  cercle  O,  de  nid  mère  ipte 


(  '6  ) 

AB  -h  AC  soit  Constant,  ont  leurs  hcuycenlres  sur  une 
droite  Jixe. 

Ce  dernier  tliéorènic  csL  la  généralisation  d'un  théo- 
rème de  Janiet  (Question  137  du  Mathesis). 

4.  Les  théorèmes  donnés  précédemment  pour  le 
triangle  plan  peuvent  s'étendre  au  trianghi  sphérique, 
avec  les  modifications  convenables.  Je  me  limite  à  don- 
ner les  énoncés  : 

1°  Si  dans  un  triangle  sphérique  ABC  on  conduit 
par  le  centre  (sphérique)  O  du  cercle  circonscrit    le 

grand  cercle  perpendiculaire  à  la  médiane  AG  cor- 
respondant au  côté  lîC;  pour  chaque  point  INI  de  ce 
grand  cercle  on  a 

cosMA  =  2(cosMB  ^-  cosMC). 

1°  On  considère  tous  les  triangles  sphériques  ABC 
qui  ont  un  sommet  fixe  et  tels  que 

cos  AB  -f-  cos  AC  =  const  ; 

si  le  milieu  G  de  BC  est  Jixe,  le  lieu  du  centre  sphé- 
rique du  cercle  circonscrit  est  un  grand  cercle  perpen- 
diculaire P^Çi^  et  si  le  centre  sphérique  du  cercle  cir- 
conscrit O  est  fixe,  le  lieu  du  milieu  M  de  BC  est  un 
grand  cercle  perpendiculaire  AO. 

o.  Si  dans  un  tétraèdre  ABCD  on  conduit  les  plans  a, , 
7-2,  aa,  a-,  perpendiculaires  /espcctiuejnent  aux  milieux 
des  deux  couples  d'arêtes  opposées  AB,  CD 5  AC,  DB, 
les  droites  a,ao,  aga-,  sont  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  ^VS  qui  joint  les  milieux  des  deux 
autres  arêtes. 


(  ^7) 
En    eiTel,    pour  cliaque   point   P    Je  la   droite   a,  a,, 
on  a 

PÂ'=PC^       ]pb''=pd' 
ou  bien 

et,  par  conséquent, 

et  de  même  pour  chaque  [)oint  de  a^a,.  Donc  ces  deux 
droites  sont  dans  un  plan  qui  est  le  plan  antiradical 
(plan  symétii(pie  du  plan  radi(;al  par  rapport  au  milieu 
de  la  centrale)  des  deux  splières  décrites  sur  AD,  BC 
comme  diamètres.  Ce  plan  passe  par  O,  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdi-e,  et  si  Ton  observe  que 
l'oilliocentre  H  est  le  symétrique  de  O  par  rapport  au 
milieu  de  MA  (  barvcenlre),  ou  a  le  théorème  sui\ant  : 

Dans  tout  leLi  aèdre,  les  phi  us  jadicaux  des  trois 
couples  de  sphères  décrites  sur  les  trois  couples  d'arêtes 
opposées  comme  diamètres  se  coupent  en  un  point  H 
(juiest  i orlhocenlre  du  tétraèdre. 

En  appliquant  ce  théorème,  on  tiouve  que  si  un  té- 
traèdie  est  tel  qu  il  existe  un  point  d'égale  [)uissance  par 
rapport  aux  six  sphères  décrites  sur  les  arêtes  comme 
diamètres,  le  tétraèdre  est  orthologique  et  le  point  est 
son  orthocentre.  La  réciproipie  est  presque  évidente. 

(j.  Des  considérations  analogues  à  celles  du  numéro 
précédent  conduisent,  pour  le  quadrangle  plan,  au 
théorème  suivant  : 

Si  A',  B',  C,  D'  sont  les  centres  des  cercles  circoiiscrit.s 
aux  triangles  BCD,  CDA,  DAB,  AB(w/'u//  quadicingle 
ABCD,   les  côtés  du  triangle  diagojial  du  r/uad/ angle 

Ann.  de  Mal lienutt.,  3'  série,  l.  \\I.  (Janvier  iSg-.)  -^ 
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A'B'C'D'  sont  perpendiculaires  aux  médianes  du  qua- 
drangle  ABCD  [droites  qui  joignent  les  milieux  de 
deux  côtés  opposés). 

On   a  le  même  théorème  pour  le  quadrangle  sphé- 
rique. 
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Analyse.  —  I.    (Jn  considère  l' intégrale  curviligne 

({ab'  —  ba){x  dy  —  y  dx) 
^  ^  («a-  -h  by)--^  {a! X  -i-  b' yf  ' 

prise  dans  le  sens  positif  le  long  d'une  courbe  C,  e/i- 
tourant  l'origine  et  où.  a,  è,  a' ,  h'  désignent  des  con- 
stantes réelles. 

Montrer  que  la  x^aleur  de  cette  intégrale  ne  dépend 

pas  de  la  courbe  C,  et  trouver  cette  'valeur. 
• 

L'expression  à  intégrer  est  la  différentielle  totale  de 

la  fonction 

a' X  -+-  b'y 


arc  tan» 


by  ' 


qui  ne  dépend  visiblement  que  de  la  seule  variable  j  '.x. 
Si  donc  on  pose  x  =  rcos^,j'  =  /'sin6,  l'intégrale  cher- 
chée J  aura  pour  valeur  la  variation  qu'éprouve  la  fonc- 
tion 

«'cosô  -I-  ^'sin6" 


arc  lanç;  u 


«cos6  -T-  6sin6 


(  >9  ) 
quand  0  vaiie  de  zéro  à  2-.  Or,  cette  fonction  est  crois- 
sante si  ah'  —  Z>a'>>o,  décroissante  si  ab'~hal<^o\ 
et,  étant  donnée  une  valeur  quelconque  m,  la  fraction  a 
acquiert  cette  valeur  m  pour  deux  angles  9  compris 
entre  zéro  et  ir..  Par  suite,  la  variation  de  arc  tang/i 
est  égale  k  ir,.  Si  donc  ah' —  èa'  >>  o,  ou  a  J  =  9. 7:  ;  si 
ah'  —  Z»«'  <;  o,  on  a  J  :=  —  ir.. 

11.  Lne  surface  est  rapportée  à  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  et  les  coordonnées x^j.,  z  d'un 
point  ^variahle  de  cette  surface  sont  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  u  et  v.  (hi  suppose,  de  plus, 
(jue  V on  a  identiquement 


(!) 


(•/) 


i"  On  démontrera  que  les  lignes  de  courhu/e  de  cette 
surface  sont  données  par  les  équations 


r)x  àx 

dy  dy 

dz   dz 

du  dv 

du  d  V 

du  di- 

d.T 

du 

dz 
du 

d.T 
dv 

dy 
'(h- 

dz 
d^' 

d^-x 

dudv 

diz 

dudv 

dudv 

u  =  cou  st. 


V  =  consl. 


2"  Dans  le  cas  particulier  où  x  =  u,  trouver  les  ex- 
pressions généiales  des  fonctions  y  et  z  de  u  et  p»,  satis- 
faisant aux  équations  (i)  et  (2). 

L'équation  (i)  exprime  que  le  réseau  formé  pai-  les 
courbes  u  =  const.,  v  =^  const.  est  orthogonal  ;  l'équa- 
tion (2)  exprime  que  ce  réseau  est  conjugué.  Il  est  donc 
constitué  par  les  lignes  de  courbure. 

Quand  j"  =  </,  l'intégration  de  l'équation  (^-2)  donne 


(    20   ) 
d'abord 

(  3  »  _  ^  Vi  -^  =  o. 

Substituant  dans  (i),  simplifiant  et  intégrant,  on 
trouve 

(4)  j  =  \\z^Y,. 

Portant  V  dans  (3)  et  intégrant,  on  obtient 

Dans  ces  diverses  formules,  V,  et  Va  sont  des  fonc- 
tions arbitraires  de  P",  et  U  est  une  fonction  arbitraire 
de  u.  Si  1  on  pose 

Yi  =  tangcp,         VoCûsçi'cosc;  =  \'', 

on  donne  aisément  aux  expressions  de  :;  et  j,  tirées 
de  (5)  et  (4),  les  formes  suivantes 

-S  =  (u  -i-  V  )coscp  —  -—  sin-w. 

V  =  (  L  -T-  V  )  sin  o  H — j—  C0SC9, 
•^         ■  'do 

ce  qui  permet  de  prendre  pour  c;  le  paramètre  w  lui- 
même.  On  trouve  ainsi  les  surfaces  moulures,  (f^oir  le 
Problème  proposé  à  là  Licence  en  juillet  iSpa,  iXoucelles 
^lunules,  p.  29-80 -,  1896.) 

III.  (Elèves  de  l'Ecole  anormale).  —  i*^  Intégrer 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  dont  la 
normale  reste  tajigente  à  une  sphère  donnée. 

2°  Démontrer  que  V un  des  systèmes  de  lignes  de 
courbure  se  compose  de  développantes  de  cercle. 

3°  Démontrer  que  les  lignes  de  courbure  du  second 
système  sont  sphériques. 


(  2Ï  ) 

La  cjuesliou  est  empruntée  à  ?>Ionge  i^Applicalion  de 
V Analyse  à  la  Géométrie,  art.  XXIIl,  De  la  surface 
courbe  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  une 
même  sphère).  Nous  engageons  vivement  nos  lecteurs  à 
étudier  ]e  beau  Chapitre  où  elle  est  résolue. 

Mécajnique.  —  I.  Etudier  le  mouvement  d'un  disque 
circulaire  plan,  homogène,  infiniment  mince,  deux 
points  diamétralement  opposés  de  sa  circonférence 
étant  assujettis  à  décrire  respectivement  deux  droites 
rectangulaires  concourantes O x etOz.  On  admet  qu'il 
n'y  a  pas  d^  autres  forces  extérieures  que  les  réactions 
des  droites  Ox  et  Oz,  qui  sont  supposées  normales  à 
ces  droites. 

Si  l'on  appelle  cp  l'angle  du  plan  du  disque  avec  le 
plan  zOx-,  H  l'angle  de  Oz  avec  le  diamètre  dont  les 
extrémités  décrivent  Ox  et  O^,  R  le  rayon  du  disque, 
M  sa  masse,  T  la  force  vive,  on  trouve 


T  =   ^y^[(5  -r-  COS2o)e'2  4-  (p'2], 


en  désignant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rap- 
port au  temps. 

Le  travail  des  forces  étant  nul,  on  a  d'abord  l'inté- 
grale 

(5  4- cos2cp)e'2-f- o'2=  const.  =  A         (/i>o), 


et,  de  plus,  la  dérivée  de  T  par  rapport  à  h  étant  nulle, 

dis' 


1  une   des   équations   de   Lagrange    niontie   que  -ttjt  est 


constant  ;  d'où 

(5  -T-  cos=o)9'=  const.  =  \. 
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Des  inlégrales  ainsi  obtenues,  on  déduit 


dt  = 


v/5  -+-  cos^çp  do 
V^5  h  —  \^-T-  h  cos-  cp 


/5  -t-  cos^ç  y/5 /i  —  A ^ -+-  A cos^ CD 

Si  5A  —  A-  ^  o,  cp  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
ainsi  que  G. 

Si  5 A  —  A- =  o,  o  tend  vers  ±-  pour  ^  infini; 
6  prend  toutes  les  valeurs  possibles. 

Si  5 A  —  A-<;o,  le  plaji  du  discjiie  oscille  de  part  et 
d  autre  du  plan  zOx'^  ^  varie  toujours  dans  le  même 
sens. 

II.  On  donne  dcms  un  plan  deux  droites  OA,OA' 
auxquelles  sont  respectivement  tans;ents  deux  cercles 
égaux  Q  et  C.  Les  cercles  sont  prinntivenient  symé- 
triques l'un  de  V autre  par  rajiport  à  la  bissectrice  Oz 
de  l'angle  AO  A'.  On  fait  rouler  les  cercles  C  et  C  sur 
les  droites  OA,  OA'  «rec  la  même  vitesse  angulaire 
constante  to. 

Quelles  sont  les  courbes  liées  invariablement  aux 
cercles  C  et  C  qui,  dans  le  mouvement  relatif  de  ces 
cercles,  roulent  l  une  sur  l' autre  sans  glisser? 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  le  cas  oii  les  cercles  C  ef  C 
tournent  avec  des  sens  contraires  de  celui  oii  ils  tour- 
nent dans  le  même  sens.  Qu'arrive-t-il  dans  ce  der- 
nier cas?  Comment  peut-on  alors  définir  le  mouve- 
ment ? 

i"  Supposons  d'abordles  rotationsde  sens  contraire; 
les  deux  cercles  resteront  symétriques  par  rapport  à  O^. 
Le  mouvement  relatif  de  l'un  par  rapport  à  l'autre  sera 
une   rotation    de   vitesse   angulaire    ).<.<).    autour    de  I, 


(  ^3  ) 
milieu  de  A  A'.  Soient  R  Je  rayon  des  deux  cercles,  2  a 
l'angle  AOA'.  B  le  point  de  Oz  situé   à  la  dislance  R 


-des  deux  côtés  de  cet  angle,  On  a 

DI  =  OA  si  11  a  —  R  cosa 

=  (  CB  -H  R  oj  ta.)  sin  a  -h  R  ces  a  =  (]  B  siiia. 

Mais  si  l'on  compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  C 

est  en  B,  ou  aura 

CB  =  Rw^ 
d'où 

DI  =  R  sin  a.cu  ^. 

Colette  relation  définit  une  développante  du  cercle  de 
rayon  Rsina  =  CD.  La  hase  sur  laquelle  roule  le  lieu 
du  point  I  est  une  courbe  égale  à  celle-ci  ;  elles  restent 
symétriques  par  rapport  à  0". 

2"  Si  les  rotations  des  deux  cercles  sont  de  même 
sens,  elles  équivalent  pour  le  mouvement  relatif  à  une 
translation  perpendiculaire  à  AA'  et  de  vitesse  constam- 
ment croissante  co.  AA'. 


III.  (Élè;vks  de  l'Ecole  inokmale).  ll/i  cj  lindre  de 
révolution  homogène,  pesn/il ,  de  /nasse  ni  est.  couche 
sur  un  plan  Jiorizontal\Or^^  sur  lequel  il  peut  glisser 
sans  frottement;  suivant  l'axe  de  ce  cylindre  est  percé 
un  canal  de  section  infiniment  petite,  dans  lequel  se 
trouve   un  point  pesant   de  nic'nie   niasse  ni,   pouvant 
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glisser  sans  froUemeiiL  le  loiif^  du  canal.  Etudier  le 
mouvement  du  sjsième  e/i  supposant  le  cylindre  lancé 
sur  le  plan . 

i\  .  (Elèves  de  l'Ecole  ^onMALE).  Soient  .M  un  point 
d'unejigure  plane  invariable,  ]M'  le  centre  de  courbure 
de  sa  trajectoire,  1  le  centre  instantané  de  rotation. 
Rappeler  la  démonstration  de  ce  Théorème  classique  .\ 

L'axe  jadical du  cercle  de  centre  ]M  et  de  ra')  on  Ml 
et  du  cercle  décrit  sur  31  M'  comme  diamètre  passe  paf 
un  point  K'  qui  est  fixe,  c'est-à-dire  indépendant  du 
point  i\I  choisi  ;  de  plus,  ce  point  K  est  situé  sur  la  nor- 
male commuiie  aux  deux  roulettes  fixe  et  mobile. 

appliquer  cette  proposition  au  problème  suivant  : 

Une  tige  AB  s'articule  en  un  de  ses  points  C  à  l'ex- 
trémité d'une  manivelle  OC,  ijui  est  libre  de  tourner 
a  ut  ou?-  de  son    autre    extrémité  O.    On   assujettit    le 


point  \  à  décrire  une  courbe  a;  le  point  V>  en  décrit 
une  autre  ,S. 

1°  Connaissant  la.  normale  à  la  courbe  a.,  construire 
le  centre  instantané  1  de  la  tige  A 13,  la  normale  à  la 
courbe  |j  et  le  point  oii  la  tige  A  B  touche  son  enve- 
loppe. 

a"  Conncdssant  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  a. 
constiuire  la  normale  aux  deux  courbes  roulettes  ainsi 
que  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  [i  et  la  courbe 
de  la  droite  AB. 

Epreuves  pratiques.  —  E  On  donne  les  li  ois  an  s  les 
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(l  un  triangle  sphérique 

A  =  I  i6"2o'2".  ?.  ;         \>  =  75°o'5i",6;         C  =  7o"6'5g',9.. 

On  demande  :  i°  de  calcider  les  trois  côtés  ;  laquelle 
variation  ejilraineia  sur  le  côté  a  une  variation  de  i" 
sur  l' angle  A. 

JI.  (Elèves  de  l'Ecole  jnormale).  Par  deux  étoiles, 
dont  les  coordonnées  équatoriales  sont 

cl,  =  4''36'"23',  1 1  ;         (D  —  H- -22" 3' 5 1",  6; 
^o'  =  2"  33-"  36%  8 1  ;         CO'  =  —  1 5"  5'   4",  2, 

on  fait  passer  un  gicind  cercle. 

Déterminer  C  ascension  droite  des  nœuds  de  ce  cercle 
a\^ec  l'équateur,  et  l' inclinaison  de  son  plan  sur  celui 
de  l'équateur. 

Lille. 

Akalysf,.  —  1.  Désignant  par  z  une  variable  com- 
plexe, étudier  la  fonction  a  dé  finie  par  l'équation 

a-  =  i  -T-  z-, 

en  précisant  l'influence  du  chemin  décrit  par  la  va- 
riable sur  la  valeur  de  la  fonction. 

Indiquer  ensuite  quelles  sont  les  diverses  détermina- 
lions  de  l' intégrale 

lorsque  le  chemin  d  intégration  se  déforme  de  toutes 
les  manières  possibles,  en  supposant  seulement  que  pour 
la  limite  injérieure  z  =  o^  Von  ait  u  =1  -\-  \ . 

II.    On  donne  l  hélice  définie,   en   coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  équations 
(  I  )        a;  =  ae"'w  cosoj,        y  =  ae'""  sin  w,         z  --.  be""^, 

rt,  ///,  h  étant  trois  constantes, 


(  M  ) 

glisser  sans  froLteineiiL  le  long  du  canal.  Etudier  le 
mouvement  du  système  en  supposant  le  cylindre  lancé 
sur  le  plan. 

i\  .  (Elèves  de  l'Ecole  anormale).  Soient  .M  u/i  point 
d'unejii^ure  plane  invariable,  jM'  le  centre  de  courbure 
de  sa  trajectoire,  1  le  centre  instantané  de  rotation. 
Rappeler  la  démonstration  de  ce  Théorème  classique  .\ 

L'axe  radical  du  cercle  de  centre  M  et  de  ra^  on  Ml 
et  du  cercle  décrit  sur  31  M'  connue  diamètre  passe  par 
un  point  K'  gui  est  fixe,  c'est-à-dire  indépendant  /lu 
point  M  choisi  ;  de  plus,  ce  point  K  est  situé  sur  la  nor- 
male commune  aux  deux  roulettes  fixe  et  mobile. 

appliquer  cette  proposition  au  problème  suivant  : 

Une  tige  AB  s'articule  en  un  de  ses  points  C  à  l'ex- 
trémité d'une  manivelle  OC,  ijui  est  libre  de  tourner 
autour  de  son    auti-e    extrémité  O.    On   assujettit    le 


point  A  à  décrire  une  courbe  a;  le  point  B  en  décrit 
une  autre  ^. 

1°  Connaissant  la  normale  à  la  courbe  a.,  construire 
le  centre  instantané  1  de  la  tige  AB,  la  normale  à  la 
courbe  ,3  et  le  point  où  la  tige  AB  touche  son  enve- 
loppe. 

1°  Connaissant  le  centre  de  courbure  de  lacouibe  cf.. 
construire  la  normale  aux  deux  courbes  roulettes  ainsi 
que  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  ^3  et  la  courbe 
de  la  droite  A  B. 

EpRKrvEs  pnVTiQUEs.  — L  On  donne  les  trois  angles 


(  25  ) 
d  un  triangle  sphèriqiie 

A  =  I  i6"2o'2",  9.  ;         1>  =  yS^o'Si",  6  ;         ('.  =  jo'^ô'Sg",?.. 

On  demande  :  i°  de  calculer  les  trois  côtés;  laquelle 
variation  entraînera  sur  le  côté  a  une  vaiiation  de  i" 
sur  r angle  A. 

JI.  (Elèves  de  l'Ecole  jndr.viale).  Par  deux  étoiles, 
dont  les  coordonnées  éi/uatoriales  sont 

clo  =  4''36"'23',  1 1  ;         tD  — -4- •2'î"3'5i",6  ; 
cl/=  2"33"'36',8i  ;         CO'  =  -f-i5"5'    4",  2, 

on  fait  passer  un  gratid  cercle. 

Déterminer  l'ascension  droite  des  nœuds  de  ce  cercle 
avec  l'éc/uateur^  et  l'inclinaison  de  son  plan  sur  celui 
de  l  ét/iiateu/\ 

Lille. 

Akalysk.  — 1.  Désignant  par  z  une  variable  coth- 
plexe,  étudier  la  fonction  u  définie  par  V équation 

II-  =    I    -4-  S2, 

en  précisant  V  influence  du  chemin  décrit  par  la  va- 
riable sur  la  valeur  de  la  fonction. 

Indiquer  ensuite  quelles  sont  les  diverses  détermina- 
tions de  V  intégrale 


lorsque  le  cliemin  (T intégration  se  déforme  de  toutes 
les  manières  possibles,  en  supposant  seulement  que  pour 
la  linùte  inférieure  z  =:z  o,  l'on  ait  u  =:=-+-  i . 

II.    On  donne  l' hélice  définie,   en   coordonnées  rec- 
tangulaires, par  les  équations 

(  I  )        a?  =  ae'«w  cosw,         y  =  ac'"^-^  sinoj,         :;  --  be'"^, 

rt,  m,  h  étant  Ijois  constantes, 


{    2S    )      ■ 

Eu  conservant  les  notations  habituelles,  on  trouve, 
pour  les  coordonnées  des  points  P  et  Q,  les  valeurs  sui- 
vantes : 


Coordonnées  de  P  .  . 
Coordonnées  de  Q  .  . 


y 


On  aura  donc 


aire  POQ  =  I  2  {  qx  — py), 
vol.  MOPQ  =\z'^{qx—py'). 

On  est  donc  ramené  aux  équations  linéaires 


(y) 
(2) 


z  irjT  —  py)=F(x^-  —  y^^z'-). 


qui  s  intègrent  l'acileinent.   La  deuxième  conduit  à  une 
intégrale  Linôme. 

Mécanique.  —  L  /le  plaque  /loniogène  pesante  a  la 
forme  d'un  rectangle  ABCD  dont  les  côtés  sont 
BC  =  2a,  AB  =  2Z»  [on  suppose  a^  h).  Le  centre  de 


0 


gravité  O  de  la  placpie  se  meut  sans  frottement  sur 
une  droite  fixe  h.  Trouver  le  mouvement  et  la  réaction 
au  point  O. 

Effectuer  complètement  les  calculs  avec  les  vitesses 
initiales  suivantes  : 

Vitesse  de  0  =^  zéro. 
La  vitesse  du  milieu  I  de  AB  a  pour  composajites  : 


(  ^9  ) 

Suivant   OJ.    w„  — -  ;   suis'cint   la   rwrmale  à  la 

\'a'-^-  h- 
plaque^  Uq. 

La  vitesse  initiale  du  milieu  J  de  AD  a  pouî-  com- 
posantes : 

Suivant    01,     — i'o  ;    suivant    la    normale. 


Le  mouvement  du  centre  de  £2;ravilé  est  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  une  droite. 

Le  mouvetnent  relatif  autour  du  centre  de  gravité  est 
un  mouvement  à  la  Poinsot. 

Les  données  initiales  sont  choisies  de  telle  sorte  que 
l'intégration  puisse  se  faire  sans  Jonctions  elliptiques. 

Astronomie.  —  Démonstratiort  succincte  des  Jor- 
îiiules  données  par  la  Connaissance  des  Temps  pour  le 
Calcul  des  Occultations,  application  à  V occultation 
de  r,  du  Taureau  le  ~  janvier  \^<^^),  au  Puy-de-Dôme. 
Premic^re  approximation  à  trois  décimales.  S'il  reste 
du  temps,  deuxième  approximation  ;  calcul  de  Vheure 
locale  de  lémersion,  suivi  des  calculs  à  i"  p/ès  de 
l'angle  au  pâle  P  et  de  l'angle  au  zénith  Z. 

Bordeaux. 

Analyse.  — ■  L  Déterndner  une  courbe  telle  <jue  le 
rayon  de  courbure,  en  un  point  quelconque  JNI  de  la 
courbe,  soit  dans  un  rapport  constant  avec  la  portion 
de  normale  comprise  entre  ce  point  et  une  droite 
donnée  Oj . 

Ramener  la  recherche  à  une  quadrature  et  indiquer 
dans  quel  cas  cette  quadrature  peut  être  effectuée  eti 
termes  Jînis. 


(    '\o    ) 

11.  Intégrer,  à  L  aide  des  dévelupjieinenls  en  séries, 
l'équation  différentielle 

,  d^  y      ^   „  d-^r  * 

lorsque  p  est  un  nombre  entier  positif,  égal  ou  supé- 
rieur à  3 . 

Quelles  sojit  les  particularités  qui  se  présentent 
lorsque  p  est  égal  à  9.^  à  \,  à  o. 

Mécamquk.  —  I.  Mouvement  d'un  point  pesant, 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  le  paraboloïde 
représenté  en  coordonnées  rectangulaires  (  axe  des  z 
verticalement  ascendant)  par  V équation 

(^^  et  B  étant  deux  constantes  quelconques). 

On  rapportera  la  surface  à  des  coordonnées  ellip- 
tiques, en  la  coupant  par  les  paraboloïdcs  Itomofocaux, 
dont  l'équation  générale  est 


x^ 


A  — X 


2  ^  -f-  A   =  o  . 


II.  Un  cylindre  circulaire  droit^  dont  le  rayon 
de  base  est^a  et  la  hauteur  //,  est  rempli  d' eau  et  posé 
sur  un  plan  horizontal.  On  fait  tourner  ce  plan  au- 
tour d'un  diamètre  de  la  base  du  cylindre  et  l'on 
suppose  que  le  vase  ne  glisse  pas. 

On  demande  :  i"  de  trouver  le  lieu  géométrique  du 
centre  de  gravité  du  liquide  qui  reste  dans  le  vase 
lorsque  le  plan  s'incline  graduellement  ;  o/'  de  déter- 
miner, en  négligeant  la  masse  du  vase,  l'angle  mini- 
mum que  doit  faire  le  plan  ai'ec  le  plan  horizontal, 
pour  que  le  vase  tombe. 


(  •■5.  ) 

Astronomie.  —  Calculei-,  pour  la  latitude  de  Bor- 
deaux (cp  =  44°5o'^",  2),  les  azimuts  du  coucher  du 
Soleil  les  11  juin,  21  juillet,  21  août,  21  septembre, 
Il  octobre,  21  novembre  et  21  décembre  1896. 


tOXCOURS  D'AGRÉGATIO\  DE  1896. 
PROBLÈME  DE  SPÉCIALES; 

Solution  par  un  «   Correspondant  »  des  Nouvelles  Annales. 


Etant  donnés,  en  coordonnées  rectangulaires,  Vel- 
lipsoïde 


-_   -^ ^  _  I 


et  la  sphère  concentrique 

jc-i  ^  y"-  -^  z"^  —  K"^  =  o, 

on  prend  les  plans  polaires  d'un  même  point  M  par 
rapport  à  ces  deux  surfaces.  Ces  plans  se  coupent  sui- 
vant une  droite  A. 

i"  On  demande  quel  lieu  S  ett^endre  la  droite  \ 
quand  le  point  jM  décrit  une  droite  quelconque  1)  de 
l'espace. 

2"  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  la 
droite  \  passe  par  un  point  fixe  PP  Quel  est  le  degré 
du.  cône  décrit  par  la  droite  A  P 

3"  On  demande  quelle  relation  géomét/ique  doit 
exister  entre- deux  points  M,  M'  />ou/-  que  les  droites 
correspondantes  A,  A'  se  coupent. 

4*^  Quel  lieu  F  doit  décrire  le  point  M  pour  (pie  la 
droite  A  demeure  dans  un  j)lan  fixe  II, 

ux  -\-  vy  -I-  wz  -\-  p  =z  o. 
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Les  coordonnées  du  point.  INI  s' expriment  alors 
raiionjiellement  en  fonction  d' un  paramètre. 

Trouver  V enveloppe  F  de  la  droite  A  dans  le  ])lan  Ff. 

5"  Quel  est  le  lieu  de  cette  enveloppe  tjuand  le  plan  W 
se  meut  parallelenienl  à  lui-même? 

6"  D'à j))  es  la  (juatrième  partie,  à  tout  plan  W  se 
trouve  attachée  une  ligne  F,  (pii  est  le  lieu,  des  points 
pour  lescpiels  la  droite  A  conespondanle  se  trouve  dans 
le  plan  IT  et-  dans  ce  plan,  ces  d/ cites  A  enveloppent 
une  certaine  courhe  E.  On  supposi^  maintenant  cpi  un 
point  IM  décrive  le  plan  IT  :  montrer  que  la.  droite  A 
correspondante  s  appuie  constannnent  en  deux,  points 
sur  la  ligne  F  et  (/ue,  réciprocpieinent,  toute  corde  deV 
correspond  à  un  point  INI  du  plan  IL 

~°  Quel  lieu  décrit  A  quand  le  point  M  se  déplace 
sur  une  tangente  de  la  ligne  E,  ou  bien  quand  le 
poi/it  M  se  meut  sur  la  ligne  E  elle-même? 

Considérât  ions  gèonii'^triques .  —  Elanl  données  deux 
quadriques,  soit  F  leur  tétraèdre  conjugué  coiniuun  de 
sommets  A,  B,  C,  D,  Jes  plans  polaires  d'un  point  M  se 
coupent  suivant  une  droile  A  qui  est  l'intersection  de 
deux  plans  se  correspondant  homograpliiquenient ;  par 
suite,  l'ensemhle  de  (u^s  droites  A  constitue  un  complexe 
tétraédral  ayant  [)our  plans  et  points  singuliers  les  faces 
et  les  sommets  du  tétraèdre  T. 

Remarquons  (pie  les  conjuguées  de  A,  par  rapport 
aux  deux  surfaces,  se  coupent  en  M,  et  récij)ro(piement 
toute  droite  dont  les  polaires  se  coupent  est  l'inteisec- 
tion  des  i)lans  polaires  du  point  de  rencontre  de  ces 
conjuguées.  De  plus,  la  droite  joignant  les  pôles  d'un 
plan  Q  par  rapport  aux  deux  surfaces  a  des  coiijuguées 
se  coupant  dans  ce  plan  Q  et  fciit  pai  ti(;  du  comj)lexe,  ei 
réciproqu(Mnent  toute  droite  A  de  ce  complexe  contient 
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les  pôles  (Ju  plan  délerniiné  par  ses  deux  conjuguées  ; 
on  peut  donc  dire  que  le  complexe  est  défini  de  l'une 
des  trois  manières  suivantes,  qui  sont  équivalentes  : 
c'est  l'ensemble  des  intersections  des  plans  polaires  d'un 
point  variable,  l'ensemble  des  droites  joignant  les  pôles 
d'un  plan  variable,  et  l'ensemble  des  droites  dont  les 
polaires  se  coupent.  {F^oir  Schrotter,  Journal  de 
d'elle,  t  77;  Reye,  Gréométrie  de  positioji,  IP  Vo- 
lume, p.  I 59. ) 

Quand  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  D  de 
l'espace,  A  engendre  nue  surface  léglée  du  second  ordre, 
car  elle  est  l'intersection  de  deux  faisceaux  liomogra- 
pliiques  de  plans  ayant  pour  axes  les  conjuguées  de  D; 
pour  que  cette  surface  soit  un  cône,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  conjuguées  se  coupeut,  par  conséquent  que  D 
fasse  partie  du  complexe;  le  cône  est  alors  du  second 
ordre.  Pour  que  les  droites  A,  A'  relatives  à  deux 
points  M  et  M'  se  cou|)ent,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
quatre  plans  polaires  de  ces  deux  points  passent  par  un 
même  point,  ou  que  les  conjuguées  de  M  et  M'  se  cou- 
pent, par  suite  que  MM'  fasse  partie  du  complexe. 

Les  droites  A,  situées  dans  un  plan  t,  enveloppent  la 
courbe  E  du  complexe  de  ce  plan,  courbe  qui  est  tan- 
gente aux  quatre  faces  du  tétraèdre  T;  on  sait  que  si  tt 
tourne  autour  d'une  droite  située  dans  le  plan  d'une 
face,  le  litni  de  ces  courbes  E  est  un  cône  avant  pour 
sommet  le  sommet  du  tétraèdre  opposé  à  la  face  consi- 
dérée. 

Pour  trouver  le  lieu  des  points  M  relatifs  aux  droites  A 
du  plan  77,  rémarquons  que  les  (conjuguées  de  toutes  les 
droites  de  ce  plan,  par  rapport  aux  deux  surfaces,  dé- 
crivent deux  gerbes  liomographiques  autour  des  pôles 
p  et // de  ce  plan-,  celles  (|ui  se  rencontrent  correspon- 
dent aux  droites  A  du  (îomplexe,  et   l'on  sait  que  le  lieu 
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de  leurs  points  de  rencoalre  est  une  culji(|ue  gauche 
passant  par  p  et//;  celle  cubique  est  identique  sfti  lieu 
des  pôles  du  plan  t:  par  rappoit  aux  surfaces  du  faisceau 
ponctuel  déterminé  par  les  deux  quadriques  données, 
et  passe  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  se  déplace 
dans  le  plan  -;  soient  A,  el  Ao  les  tangentes  issues  de 
ce  point  à  la  courbe  E  ;  d'après  la  propriété  des  pôles  et 
des  plans  polaires,  la  droite  A  relative  à  M  doit  contenir 
les  deux  points  M,  et  Mg  relatifs  à  A,  et  Ao  ;  c'est  donc 
une  droite  s'ap[)uyant  sur  la  cubique  en  ces  deux  points 
M,,  Mo,  et  réciproquement  à  une  corde  M,  M2  corres- 
pond l'intersection  M  de  A,  et  Ao.  Si  M  décrit  A) ,  A  dé- 
crit le  cône  s'appuyant  sur  la  cubique  et  ayant  pour 
sommet  M(.  Si  M  est  sur  la  courbe  E,  M,  et  Mo  sont 
confondus,  et  A  est  une  tangente  à  la  cubique;  lorsque 
M  décrit  la  courbe  E,  A  engendre  la  développable  de 
quatrième  ordre  formée  par  les  tangentes  à  la  cubique. 


SOLUTION    ANALYTIQUE. 

Soient  .r,  ) ',  z  les  coordonnées  du  point  M, 


rA^ 


X.T        Y  y        7.Z 

1 —  -^    _j 

ai  ■        b-^  c2 

1  X.r        Yr        Zz. 


les  é(pialions  de  la  droite  A  correspondante;  nous  dési- 
gnons le  rayon  de  la  sphère  par  /•  pour  éviter  les  con- 
Jusions  de  notation  dans  ce  qui  suit. 

Remarquons  immédiatement  que  si  la  droite  A  passe 
par  un  point  a,  |j,  y,  la  droite  relative  à  ce  dernier 
point  passe  [)ar  le  point  M. 


(  -^5  ) 
Les  coordonnées  radiales  de  A  sont 


/•-         a- 


-^(;^--p) 


c        '  ■        ' 


p 

fr- 

^> 

Q 

zx 

i^- 

■^)' 

R 

_xy 
/■2 

(i- 

■p/^ 

par  suite,  cette   droite    appartient  au  complexe  tétraé- 
dral 

Si  le  point  M  décrit  la  droite  D  définie  par  les  équa- 
tions 

'■^^     ^-      ,  +  À     '         ■>  -      ,_v-x     '         "-     ,+x    ' 
le  lieu  de  A  est  la  surface 


«2                   b'-        '         C2 

,-2            '            ;>2           '           ;-2 

«2         '         (5,2         ■         c2 

,.2                  ,.2          '         ,.2 

ou,  en  désignant  par  A^,  Bo,  Co,  Po,  Q05  Ro  les  coor- 
données de  D, 

elle  admet,  comme  second  système  de  génératrices,  les 
polaires  de  D  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau  ponc- 
tuel déti;rminé  par  l'ellijjsoïde  et  la  sphère. 

Les  droites  A  qui  passent  par  un  point  P  décrivent  le 
cône  du  complexe  relatif  à  ce  point;  les  points  M  cor- 
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i'esj)ondaiils  décrivent  la  droite   A  relative  à  P,  d'après 
la  remarque  f ai  t«i  précédemment. 

Pour    que    les  droites    AA',   relatives    à    deux   points 

M{x^y,  z)  et  M'(j:.',  j^',  ^'),  se  coupent,  il  faut  et  il  suf- 
fit que  le  déterminant 


y 
1?- 


soit  nul,  et  cette  condition  développée  exprime  que  la 
droite  MINF  fait  partie  du  complexe  T;  c'est  aussi  la 
condition  pour  que  la  surface  réglée  relative  à  la  droite 
MM'  soit  un  cône. 

Pour  que  la  droite  A  soit  située  dans  un  plan  it  de 
cooi'données  u,  v,  (V,  yy,  il  faut  et  il  suftîl  que  l'on  puisse 
mettie  l'équation  de  ce  plan  sous  la  forme 


nous  écrirons  pour  simplifier 


Mym-- 


ci- 


llons aurons  alors 


I 


_  ?2 


^  =  éc^f^n 


-j,  =  V^'  +  ^t)^ 


d'où 
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P  ' 


P  1 


a8-^ 


Ces  équations  définissent,  quand  jji.  varie,  le  lieu  du 
point  ]M  5  c'est  une  cubique  F  passant  par  l'origine  et 
par  les  points  à  l'infini  sur  les  axes;  réciproquement,  la 
droite  A  relative  à  un  point  de  cette  cubique  est  située 
dans  le  plan  tt. 

Le  plan  passant  par  A  et  par  l'origine  a  pour  équa- 
tion 

ou,  en  renqilaçant  x,  j  ,  z-  par  les  valeurs  précédentes, 
i^a^X  1^32  Y  «Y^z 


[jLa- 


I-^Y' 


0  ; 


les  coordonnées  U,  V,  W  de  ce  plan  sont  proportion- 
nelles aux  coefficients  de  X,  Y,  Z  et  satisfont,  ijuand  ;jl 
varie,  à  l'équation 


U 

Ua2 

U1?- 

V 

V  ^^2 

(;32 

^\ 

w-r- 

„,v2 

s  ?<v\> 

^a^p-^ 

Y 

•^)  =  o; 

c'est  l'équation  de  la  trace  sur  le  plan  de  l'infini  du  cône 
avant  jK)ni-  sominet  l'origine  et  pour  direclrice  la 
courbe  E  du  complexe  ;  on  voit  que  cette  courbe  est  une 
parabole  tangente  aux  trois  plans  de  coordonnées; 
comme  l'équation  est  indépendanie  de  /;,  on  voit  (pui 
le  cône  précédent  est  le  lieu  de  la  courbe  E  ipiand  le 
plan  -  se  déplace  parallèlement  à  lui-même. 

Supposons  maintenant  que  le  point  iM  soit  situé  dans 
le  plan?:;    en   éiiivant  qu'il  est   sur  une  droite  A  de  ce 
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plan,  on  forme  l'équation 

^  -,     .  uy.-x  <'3-r  wv'^z 

celte  équation  du  second  degré  a  deux  racines  que  nous 
appellerons  ij.,  et  jjlo  ;  elles  définissent  deux  droites  à, 
et  A2  passant  par  M  et  tangentes  à  E^  elles  déterminent 
aussi  deux  points  M,  et  INlo  relatifs  à  ces  tangentes  et 
situés  sur  la  cubique  F.  D'après  la  remarque  faite  au  dé- 
but, la  droite  A  relative  au  point  INI  commun  à  A|  et  Ao 
passe  parles  d^ux  points  M,  et  Mo  et  est  une  corde  de 
la  cubique-  réciproquement,  toute  droite  joignant  deux 
points  M<  et  Mo  de  cette  courbe  est  une  droite  A  relative 
au  point  commun  aux  deux  droites  A,  et  Ao,  relatives  à 
M,  et  Mo,  et  ce  point  appartient  au  plan  t:. 

En  identifiant  f{\J-)  avec  la  fraction  rationnelle 

(ux-r-  vy  -}-  IV z)  y.-  ^'Y'C  P-  —  !^i)(  H'-  —  [^2) 

décomposée  en  fractions  simples,  et  remarquant  que 
le  premier  facteur  du  numérateur  est  égal  à  — /?,  on 
obtient  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  de  [ji.,  et 
de  [jLo, 

^  ^  (^2_v2)(p2_a2)  ' 

_^   g"^  j3- ( I  -t-  [Jti Y- ) ( I  +  !-'-2 Y- ) . 

c'est  une  représentation  des  coordonnées  des  points  du 
plan  T.  dans  laquelle  les  droites  A,  et  Ao  sont  mises  en 
évidence;  si  l'on  suppose  u.o  ^  pi,,  on  obtient  les  coor- 
données des  points  de  la  courbe  E. 

Les  équations  de  la  droite  A  relative  à    \\n  point  M 
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peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

Xx  -i-  Yj^-i-  Zz-  —  /•-  =  o, 

ou  bien,  en  inlioduisant  les  paramètres  a,  et  [j.^, 
X  ^-7^(1  +  jj-ia-jd-!-  [J^^g-)  _^  ^  _ 

VX   (  I  -f-  -JL.  «2  )  f  I  -i-  ;j.,  a2  ) 

.^  ;i       \a-  —  jj-  )  (a-  —  -;-  ) 

Si  le  point  M  se  déplace  sur  la  tangente  A,  à  E,  li., 
seste  constant,  et  l'on  obtient  le  lieu  de  la  droite  A  en 
éliminant  [i.^  entre  les  équations  précédentes;  en  po- 
sant 

v^  X  1 

H  =  >   -  -; — - — ~ r -' 

A^  V    a-  (  a-  —  ;•!-;(  a-  —  y-  ) 


Âià.    Il    {1- 3-j( 

L  = 


^  -^  X  'j:^ 


M 


u  (7.-—  [i-n^-—  Y') 
X   ov 

''  (oc-  —  j-  j  1  /-  —  y-  ) 


on  peut  les  écrire 


r-  H  -f-  (  ^1  -^  •;.,)  K  -^  'Al  a.,  L  =  o, 

p  .  - 

K  -r-  (  ;-»-]  -^-  ;j.2)  L  -^  ;jii  jjlj  M  =  o, 
et  l'élimination  de  p-o  donne  l'équation 

(  K  -r-  H-i  L  )2  —  (  L  -   ;ai  M  )   (  ^   --  H  -r-   ;..!  iv")    =  O, 

<|ui  représente  un  cône  ayant  pour  sommet  iM,  et  pour 
directrice  la  cubique  F.  Si  M  est  sur  la  courbe  E.  on  a 
p-i  =  u-o,  et  le  lieu  de  A  s'obtient  en  éliminant  y.|  entre 
les  équations  précédentes  où  jjlo  a  été  remplacé  par  |ji.|  ; 

Ann.  de  Matliémat.,  3"  série,  l.  XVI.  (Janvier  '897.)  3. 
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son  équation  est 


KL  — MH  —  M  — V— 4(L2— KM)  (k^-  —  UL  —  L  -\  =o: 

ce  lieu  n'est  autre  que  la  développable  formée  par  les 
tangentes  successives  à  la  cubique  T. 


VARIETES. 


Le  nouveau  programme  d'admission  à  l'École 
Polytechnique. 

Il  y  a  deux  manières  de  concevoir  l'élaboration  d'un 
programme.  On  peut  le  développer  longuement,  donner 
en  détail  les  matières  qui  le  composent,  ou  bien,  au 
contraire,  se  borner  à  de  larges  indications.  Dans  les 
deux  cas,  une  très  grande  part  d'interprétation  reste  aux 
mains  des  examinateurs  (pii  auront  à  l'appliquer,  et  il 
n'en  peut  être  autrement. 

Ouoi  qu'il  en  soit,  malgié  le  soin  qu'on  y  apporte, 
un  programme  est  toujours  une  oeuvre  imparfaite  et 
ii!complète,*.'car  on  ne  peut  tout  prévoir.  La  seconde 
métbode  nous  semblerait  donc  préférable,  sauf  à  corriger 
le  trop  grand  laconisme  par  quelques  explications  sug- 
gérées par  la  mise  en  pratique;  il  faut  avoir  confiance 
dans  le  jugement  des  examinateurs  et  dans  celui  des 
professeurs  appelés  à  préparer  les  candidats.  Sinon, 
aucun  programme  n'apportera  d'amélioi'ation  aux  im- 
p)erfections  qu'on  aura  pu  constater. 

Mais,  lorsque  sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  le 
programme  d'admission,  pour  un  concours  tel  que  celui 
de  l'Ecole  Polytechnique,  a  été  arrêté  dans  ses  grandes 
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ligues,  on  devrait  le  respecter,  n'y  apporter  que  de  très 
légères  retouches  d'année  en  année,  en  le  faisant  béné- 
ficier seulement  des  progrès  scientifiques  acconijdis. 
C'est  un  édifice  à  entretenir,  à  réparer,  qu'on  peut 
agrandir  au  besoin,  mais  qu'il  faut  se  garder  de  démolir 
trop  souvent  pour  le  reconstruire  en  entier.  Il  ne  semble 
pas,  malheureusement,  (|u'on  se  soit  inspiré  de  cette 
méthode  progressive  depuis  une  vingtaine  d'années,  et 
notamment  dans  le  nouveau  programme  du  24  juil- 
let iHg6,  actuellement  en  vigueur,  et  que  nous  avons  à 
étudier  aujourd'hui. 

11  nous  sera  permis  de  le  faire,  en  y  apportant,  avec 
toute  la  réserve  possible  dans  la  forme,  la  plus  entière 
franchise  dans  l'expression  de  notre  pensée. 

Ce  programme,  sur  un  point,  a  été  inspiré  par  une 
intention  excellente.  Ou  avait  cru  reconnaître  que  les 
candidats  ne  possédaient  pas  toujours  suffisamment  les 
élémenls  des  Mathématiques,  et  l'on  a  voulu  h-ur  impo- 
ser un  peu  d'Arithmétique  et  de  Géométrie.  ]Nous  allons 
voir  tout  à  l'heure  comment  on  y  est  parvenu.  Pais,  eu 
vertu  de  ce  principe  de  compensation  qui  veut  que  toute 
adjonction  soit  accompagnée  de  suppression  pour  ne  pas 
trop  alourdir  la  charge,  il  a  été  pratiqué  dans  le  reste 
des  matières  de  véritables  coupes  sombres,  dont 
quelques-unes  nous  sembleraient  désastreuses  si  ce 
nouveau  système  était  appelé  à  durer,  ce  ([ue  nous  ne 
croyons  pas. 

Le  sujet  comporterait  d'assez  longs  développements  ; 
mais,  voulant  nous  restreindre,  nous  nous  contenterons 
de  rapides  observations  sur  quelques  points,  en  suivant 
l'ordre  des  matières. 

Arillimctlque.  —  Le  texte  est  fort  court,  mais  cepen- 
dant détaillé,  et  l'esprit  du  programme  paraît  être  limi- 
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latif.  On  commence  à  la  théorie  du  ])lii.s  giand  commun 
diviseur^  pas  un  mot  de  la  divisibilité.  Il  n'est  pas 
question  des  propriétés  les  plus  élémentaires  des 
nombres  premiers,  mais  la  décomposition  d'un  nombre 
en  facteurs  premiers  est  explicitement  énoncée,  de  même 
que  le  système  métrique.  11  s'ensuit  (|u\in  candidat 
pourrait  se  refuser  léyilimement  à  donner  les  caractères 
de  divisibilité  (i'un  nombre  par  g  ou  même  par  2,  mais 
qu'il  n'aurait  rien  à  objecter  s'il  se  voyait  repoussé  pour 
ne  pas  connaître  les  dimensions  précises  d'un  litre  en 
métal  ou  le  poids  d'une  pièce  de  20  francs. 

Les  progressions,  le  calcul  des  radicaux,  les  expo- 
sants fractionnaires  figurent  ici.  Est-ce  une  grande 
amélioration  de  ne  pas  avoir  laissé  ces  matières  dans 
l'Algèbre? 

Qéoinélrie.  —  Sur  le  rapport  an  harmonique,  l'invo- 
lution,  l'homographie,  le  programnu;  reste  muet.  11  ne 
parle  même  pas  de  la  division  harmonique,  tout  en 
portant  :  «  Pôle  et  polaire  par  ra[)port  a  un  cercle.  »  Il 
est  fàclienx  qu'on  n'ait  pas  profilé  de  cette  introduction 
de  la  Géométrie,  que  nous  sommes  loin  de  blâmer,  pour 
y  placer  franchement  les  notions  essentielles  de  Géomé- 
trie moderne  qui  peuvent  être  d'un  secours  si  puissant 
dans  l'étude  des  coni([ues. 

algèbre.  —  ?Vous  laissons  de  côté  toute  critique  de 
détail  pour  arriver  au  point  le  plus  grave  :  nous  voulons 
parler  de  la  suppression  de  toutes  notions  sur  les  infini- 
ment petits  et  sur  l'emploi  de  la  notation  différentielle. 
Après  bien  des  efforts  persévérants,  les  mathématiciens 
avaient  obtenu,  depuis  plusieurs  années,  l'introduction 
de  ces  notions,  indispensables  en  ce  qui  concerne  les 
applications.  C'est  un  recul  de  plus  de  vingt  ans  (ju'on 
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fait  subir  d'uri  coup  à  l'enseignement  des  Mathéma- 
li(|ues  spéciales.  La  suppression  de  la  déconiposilion 
des  fiaclions  lalionnelles  et  de  la  belle  formule  d'inter- 
polation de  Lagrange  auraient  dû  suffire  aux  personnes 
qui  croient  alléger  un  programme  d'Algèbre  en  en  extir- 
pant les  idées  les  plus  générales;  et  l'on  trouvera  peu  de 
matliématiciens  pour  se  consoler  du  mauvais  sort  que 
subit  la  notation  de  Leibnitz. 

Trigonouiétr'ie.  —  De  même  d'ailleurs  que  dans  l'an- 
cien programme,  on  trouve  ici  :  «  Théorème  des  pro- 
jections ».  ]Nous  avons  rherclié  vainement,  depuis  de 
longues  années,  ce  que  pouvait  être  ce  théorème.  Jadis 
on  disait  :  «  Théorie  des  projections  »  et  l'on  n'avait  pas 
tort,  car  c'est  V ensemble  des  propositions  sur  les  pro- 
jections qui  en  fait  l'intérêt.  Mentionnons  la  disparition 
des  notions,  bien  sommaires  pourtant,  de  Trigonométrie 
sphérique  qu'on  avait  laissé  subsister  jusqu'ici. 

Géométrie  analytique.  —  Le  texte  nouveau  est  sur- 
tout caractérisé  par  un  renversement  bien  significatif. 
On  exposait  antérieurement  les  diverses  théories  géné- 
rales relatives  aux  courbes  planes,  et  l'on  appliquait  ces 
théories  aux  courbes  du  second  degré.  Actuellement,  les 
courbes  du  second  degré  figurent  d'abord,  et  c'est  seule- 
ment après  que  vient  l'étude  des  théories  générahis.  Il 
est  juste  de  reconnaître  que  certains  candidats  avaient 
peut-être  une  tendance  exagérée  à  faire  usage  de  théories 
générales  compliquées  pour  résoudre  les  problèmes  les 
plus  simples.  Mais  tous  les  problèmes  ne  sont  pas 
sim])les,  même  dans  l'étude  des  coniques,  et  n'aurait-on 
pas  pu  remédier  à  ce  petit  int^onvénient,  autrement  (pi'en 
reléguant  après  les  couibes  du  second  degré  des  tliéoiies 
(pii  comprennent  à  p(!U  près  toute  la  (Téométrie  aualj- 
liciue  !* 
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Mécanique.  —  On  avait  inlroduit,  depuis  quelques 
années,  dans  le  |)tograinme,  la  Cinématique  et  la  Dyna- 
mique du  point,  et  la  Statique  d'un  solide  invariable. 
La  Statique  seule  subsiste,  avee  des  singularités  de  ré- 
daction sur  lesquelles  nous  n'insistons  pas.  On  y  a  joint 
des  notions  sur  l'équilibre  des  maeliines  sin)ples,  sans 
frottement;  singulière  préparation  pratique  pour  de 
futurs  ingénieurs,  quand  on  réfléchit  que  les  machines 
ne  sont  jamais  en  équilibi-e  et  que  le  frottement  y  inter- 
vient toujonis,  excepté  quand  elles  cessent  de  ti'availler. 
Par  contre,  le  professeur  de  Physique  devra  donner  aux 
candidats  des  notions  succinctes  de  Mécanique,  en 
grande  partie  chassées  du  programme  de  Mathéma- 
tiques; nous  cherchons  où  peut  être  l'avantage  de  cette 
classification  plaçant  les  notions  succinctes  dont  il  s'agit 
entre  le  vernier  et  le  principe  de  Pascal,  après  l'optique, 
mais  avant  la  chaleur. 

La  Mécanique  est  loin  d'être  une  science  facile  à  en- 
seigner. On  peut  se  demander  tiès  sérieusement  s'il 
convient  de  l'exiger  des  candidats  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, même  réduite  à  ses  éléments  les  plus  simples. 
Mais  une  fois  la  question  résolue,  il  conviendrait  d'ac- 
cepter nettement  la  solution  par  oui  ou  par  non,  et  de 
ne  pas  déchirer,  en  quelque  sorte,  en  landjeaux  ce  mal- 
heureux enseignement  qui  demanderait  de  l'unité.  Pie- 
marquons,  du  reste,  qu'en  dépit  du  mot  la  statique  du 
solide  invariable  n'est  pas  de  la  Mécanique;  c'est  une 
sorte  de  Géométrie  particulière.  Ce  qu'il  y  a  de  ])lus 
regrettable  dans  tout  ceci,  c'est  que  de  tels  bouleverse- 
ments réagissent  d'une  manière  grave  sur  l'enseignement 
de  la  Mécanique  à  l'École  Polytechnique  elle-même. 
Suivant  que  les  élèves  sont  ou  non  en  possession  des 
notions  générales  formant,  en  quelque  sorte,  une  intro- 
duction à  la  Mécanique  rationnelle,  le  rôle  des  profes- 
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seurs  est  tout  dirt'éreiit,  et  le  nombre  des   leçons  doit 
changer.    Un    peu   d'unité    et  de   continuité    serait    un 
bienfait  de  premier  ordre. 

En  iésumé,  la  lecture  de  ce  nouveau  programme  nous 
a  causé  une  profonde  tristesse,  car  il  consacre  un  recul 
considérable  et  montre  1  inutilité  finale  des  rares  progrès 
accomplis  par  des  générations  successives  de  profes- 
seuis,  de  travailleurs  et  de  savants. 

Notre  consolation,  et  elle  est  faible,  réside  dans  la 
conviction  où  nous  sommes  des  mécomptes  que  ce  ré- 
gime nouveau  donnera  dans  l'application.  Lorsqu'on 
aura  bien  constaté  qu'on  a  abaissé  le  niveau  des  études 
préparatoires  sans  faciliter  le  rôle  des  examinateurs; 
quand  l'aléa,  comme  consé([uence,  viendra  jouer,  dans 
les  examens,  un  rôle  plus  grand  que  celui  qu'il  tient  de 
la  fatalité  des  clioscs,  alors  lôrce  sera  bien  de  recon- 
naître le  mal  et  de  chercher  à  y  remédier. 

Ce  jour-là,  le  programme  de  1896  sera  déchiré  et 
anéanti;  moins  il  anra  fonctionné,  moins  il  aura  fait  de 
mal.  Mais  puisse  la  leçon  profitei!  Et  lorsque,  l'année 
prochaine  peut-être  (car  le  pins  tôt  sera  le  mieux),  on 
repiendra  la  question,  nous  su])plions  tous  ceux  qui 
auront  à  l'étudier  de  doter  l'Ecole  Polyteclini(jue  d'un 
programme  d'admission  mûri,  lélléchi,  ap[)elant  sans 
doute  des  perlectionnements  [)ossibles,  mais  destiné  à 
durer  dans  son  ensemble.  IN'ous  les  supplions  surtout  de 
l'établir  la  notation  tlilïérenliclle,  dont  on  ne  peut  se 
passer  et  (jni  noifre  réellement  pas  plus  de  difficultés 
dans  l'enseignement  que  la  théorie  des  dérivées,  qu'elle 
complète  et  qu'elle  éclaire. 

L\    l{itn  V(:tio\  . 
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AVIS. 

Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers. 

Parmi  les  cours  publics  et  graluils  de  Sciences  apnli 
quées   aux  Arts,  ouverts  depuis    le  coniniencetuent   de 
novembre,    pour    l'année    1896-1897,    nous    signalons 
spécialement   à   l'attention   de  nos   lecteurs   ceux    dont 
voici  l'énumcralion  : 

Géométrie  appliquée  aux  Arts.  — M.  LvussEDAT,  profes- 
seur, suppléé  par  M.  P.  Haag. 

Géométrie  descriptive.  —  .M.  Rolché,  professeur. 

Mécanique  appliquée  aux  Arts.  —  M.  Hirsch,  professeur. 

Constructions  civiles.  —  M.  Pillet,  professeur. 

Physique  appliquée  aux  Arts.  —  M.   Violu-:,  professeur. 

Electricité  industrielle.  —  ."SI.  Marcel  Deprez,  professeur. 


ÉCOLE  CEXTRALE  DES  ARTS  ET  MAMFVCTLRES. 
CO\COLRS  DE  1896  (DEUXIÈME  SESSIOV). 


Géométrie  analytiq ue. 

On  donne  l'anfrle  XOY  et  les  points  A,  sur  OX,  B  sur  OY, 
tels  que  OA  =  OB  =  a. 

Problème  I.  —  i"  Ecrire  l'équation  générale  des  co- 
niques S  circonscrites  au  triangle  AOB  et  tangentes  en  A 
à  la  parallèle  AY'  à  OY.  Trouver  le  lieu  de  leur  centre. 

2"  Par  chaque  point  du  plan  passe  une  conique  S  : 
Séparer  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  l'espèce  de 
cette   conique   reste    la   même.   Construire  graphiquement 
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les  points  communs  à  une  droite  arbitraire  OZ  et  à  la 
liî^ne  qui  sépare  ces  régions;  tangentes  en  ces  points. 

Pbobléme  II.  —  1°  Former  l'équation  générale  des  para- 
boles 'à' passant  par  les  points  A,  B  et  dont  l'axe  contient 
le  point  O. 

2°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  par  lesquels 
passent  deux  paraboles  S'  ayant  leurs  axes  rectangulaires. 
Prouver  que  la  droite  A'B',  symétrique  de  AB  par  rapport 
au  point  O,  doit  faire  partie  du  lieu. 

3°  Lieu  des  sommets  des  paraboles  S';  ce  lieu  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  courbe  qu'on  propose  de  tracer  {on 
pourra  s'aider  d'un  changement  de  direction  des  axes  de 
coordonnées).  Vérifier  que  cette  courbe  présente  une  in- 
flexion en  chacun  des  points  A,  B. 

Géométrie  descriptive. 

On  considère  :  i"  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical 
{oz,  o' z'),  et  dont  la  base  est  un  cercle  de  8o'"'"  de  rayon  situe 
dans  le  plan  horizontal;  la  cote  du  sommet  est  210""";    2"  un 


ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front  (ck,  c' k')  dirijré  per- 
pendiculairement à  la  génératrice  de  front  {sb,  s' b'),  et  ren- 
contrant l'axe  du  cône  en  A' (c7v'=  25'"'",  o7i'=8o"""). 

Le  centre  de  l'ellipse  méridienne  est  en  (c,  c').  Les  dcmi- 
a\cs  de  cette  ellipse  S(jnt  resi>eclivemcnl  c'a' =110"""  cl 
f'7'=  Go'""'.  On  demande  :   r  de  tracer  les  contours  apparent^ 
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des  deux  surfaces;  2"  de  déterminer  les  projections  de  l'inter- 
section de  ces  deux  surfaces  en  ayant  soin  d'indiquer  les  con- 
structions nécessaires  pour  obtenir  les  points  et  les  tangentes 
remarquables  de  ces  courbes;  3"  de  représenter  l'ensemble 
formé  par  le  cône  et  l'ellipsoïde,  en  supprimant  de  cette  der- 
nière surface  les  parties  extérieures  aux  deux  plans .  tangents 
au  cône  suivant  les  génératrices  de  front  {sa,  s' a')  et  {sb,  s' b'). 

Nota.  —  Les  portions  de  contours  apparents  extérieures  au 
solide  représenté  se  traceront  en  traits  bleus. 

Cadre  27'''"  sur  45"™.  xy  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre 
et  au  milieu,  o' s'  parallèle  aux  grands  côtés  et  au  milieu  de  la 
feuille. 


SOLUTIONS  DE  OUESTIOXS  PROPOSÉES. 


Question  1711. 

1  1896,  p.  102.  1 


U 


Quand  on.    déroule    une    épicycloïde  sur  la  tangente  a 
sommet,  le  lieu  des   extrémités  du  rayon  de  courbure  est 
une  conique.  ( Ricc.\Ti)  (' ). 

SOLUTION 
Par  M.  Aldibeht. 

Désignons  par  6  l'angle  variable  que  fait  avec  l'axe  des  Xle 
rayon  vecte«rr  allant  du  centre  du  cercle  fixe,  pris  pour  ori- 
gine, au  point  de  contact  des  deux  cercles,  par  p,  /■  et  nr  les 
ravons  de  courbure  du  cercle  roulant  et  du  cercle  fixe.  L'épi- 
cycloïde  sera  représentée,  à  l'aide  de  la  variable  auxiliaire  B, 
par  les  deux  équations 

y  =  nr  sinr)  —  ir  sin  —  cos t), 


.     /i  0    .     /i  ^  2 
X  =  nr  cost)  -î-  ir  sin  —  sin U. 


(')  Voir   t.    XV,  p.   245;    il    semble    que   c'est    par  erreur  que  la 
question  a  été  attribuée  à  Riccati. 
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On  en  déduit 

dy  =  1(11  -^  i)r  sin  —  sin^ cl%, 

1  2 

dx  =  ^{n  -i-  i)r  sin  —  cos c?0, 

2  2 

c/.r  '6^2  ^/  _  cly  cl^x  =  i{n^\y^{n-]-i)  r^  sin»  —  dd' 

2 


»^  0 


(iS  =  2(/i  +  i)/-sin  —  f/0, 

ab  =  .1 •  /•    I  —  cos  —     =  1 . 

n         \  2  /  ' 

— 3 

dS  ,  /t  -f- 1        .     /i  0 


P  =  -; t;: ; ; —  =  4  ''  ^i'^ 

dxd^y  —  dyd-x  n -\- -2  2 

,,    ,  ...     .  «6     „, 

cl  ou,  en  éliminant  —  1  1  équation 


(«-4-  2)2X2-^  «2  Y2  —   8/i(/l-f-l)/-Y   =0, 

qui  représente  une  ellipse. 

En  faisant  n  =  ce,  on  a  le  cas  particulier  de  la  cycloïde;  le 
lieu  est  alors  le  cercle 

X2+ Y2~8/-Y  =  o. 

M.  BARisiENfait  remarquer  que  la  question  énoncée  est  tout 
à  fait  générale  et  s'applique  au  déroulement  de  l'épicycloïde 
sur  la  tangente  en  un  point  quelconque  I  de  la  courbe. 

On  voit  de  plus  que  toutes  les  ellipses  obtenues  sont  égales. 


Question  1712. 

(189G,  p.  lo-i.J 

On  considère  une  série  d'hyperboles  équilatères  homo- 
thétiques  par  rapport  à  leur  centre  commun  O,  et  dont 
l'axe  transverse  commun  est  OX.  Dans  chacune  d'elles,  on 
trace  un  rayon  OM  qui  détache  un  secteur  d'aire  donnée 
à  partir  de  OX.  Trouver  le  lieu  du  point  M. 

(C.-A.  Laisantj. 


(    5o   ) 


SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 

Soient  xv  =  a^,  ou  p^sinOcosO  =  a^^  l'équation  d'une   des 
liyperljoles,  K^  le  double  de  l'aire  donnée,  on  aura 

./„    '  j ^    sin  0  ces  0 


Eliminant  a-  et  passant  aux  coordonnées  rectangulaires, 
l'équation  du  lieu  s'écrira 

(.)  ^j'L^=K2; 

elle  représente  une  courbe  dont  le  centre  est  à  l'origine  et  qui 
n'existe  que  dans  la  région  du  plan  où  j^  et  a?  sont  de  même 
signe  et  satisfont  à  l'inégalité  jk  >  a;  en  valeur  absolue. 

Le  lieu  consiste  donc  en  deux  branches  situées  dans  les  deux 
angles  opposés  formés  par  l'axe  desjK  et  la  bissectrice^  =  x. 
Chacune  de  ces  droites  est  asymptote.  En  difTérentiant  (i), 
on  a 

dy  ^__y       -g 
dx  ' X  ^  y 

L-    -4-  I 

X 

La   droite  y  =^  ex  coupe  chaque  branche  au  point 

y  =:  ±  /:  Je  ,  .r  =  ±  — -  > 
^e 

où  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses.  La  dérivée 
seconde  de  y 

d^y  __  y  X  \     xj 

dx-        x 


H-')" 


ne  pouvant  s'annuler  ni  devenir  infinie  à  aucun  point  réel  à 
distance  finie,  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion;  elle  a 
l'aspect  d'une  sorte  d'hyperbole  déformée  située  dans  le  même 


(  5»   ) 

angle,    ayant  les  mêmes   asymptotes,    mais  dissymétrique   par 
rapport  à  la  bissectrice  et  infléchie  vers  l'axe  des^. 

Question  1714. 

(1896,   p.  io:i.) 

Etant  donnés,  clans  un  plan,  quatre  couples  de  points 
(A,  Al),  (B,  Bi),  (G,  Cl),  (  D,  Di)  tels  qu'aucun  des  quadri- 
latères analogues  au  quadrilatère  AAiBBi  ne  soit  inscrip- 
tible,  prouver  qu'il  existe,  dans  ce  plan,  deux  couples  de 
points  (X,  Y)  tels  que  chacun  des  cjuatre  quadrilatères 
analogues  au  quadrilatère  AAiXY  soit  inscriptible. 

(X.  Antomari). 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Duporcq. 

Soient  0^,  ilc  et  Q-a  trois  cercles  passant  respectivement  par 
les  couples  de  points  (B,  Bi),  (G,  Ci)  et  (D,  Di)  et  admettant 
deux  à  deux  un  même  axe  radical  bcd  qui  coupe  aux  points  6, 
c  et  d  les  droites  BBi,  GGi  et  DDi.  Le  point  b  est  commun 
aux  axes  radicaux  du  cercle  Q.(i  et  de  tous  les  cercles  passant 
par  les  points  B  et  Bj  ;  l'un  quelconque  des  cercles  qui  passent 
par  les  points  G  et  Gi,  et  le  cercle  li^/ont  de  même  un  axe  ra- 
dical passant  par  le  point  c.  A  tout  point  b  de  la  droite  BBj 
correspond  ainsi  un  cercle  iirf  et,  par  suite,  un  point  c  de  GGi, 
et  inversement;  les  points  6  et  c  déterminent  donc  sur  les 
droites  BBi  et  GGi  deux  divisions  homograpliiqucs  :  l'enve- 
loppe de  la  droite  bc  est  donc  une  conique  (a),  inscrite  au 
triangle  formé  par  les  droites  BBi,  GGi  et  DDj.  (Si,  contraire- 
ment à  l'hypothèse,  le  quadrilatère  BBiGGi,  par  exemple, 
avait  été  inscriptible,  cette  enveloppe  se  serait  réduite  au 
point  de  concours  des  droites  BBi  et  GGj.) 

Considérons  la  conique  (j3)  qui  correspond  de  même  aux 
couples  (  G,  G]  ),  (D,  Di  )  et  (A,  Ai  )  ;  elle  admet  avec  (a)  deux 
tangentes  communes  autres  que  les  droites  GGi  et  DDj,  et  l'on 
voit  que  l'on  peut  déterminer  quatre  circonférences  passant 
respectivement  par  l'un  des  quatre  couples  considérés,  et  ad- 
mettant deux  à  deux  pour  axe  radical  l'une  de  ces  tangentes 
communes.  Sur  chacune  de  ces  deux  droites  existe  donc  un 
couple;  (le  points  (X,  Y)  répondant  aux  coiulil  ion-^  de  l'énoncé. 


(-)    ^ 

On  peut  remarquer  que  si  les  perpendiculaires  au\  milieux 
des  segments  AAi,  BBj,  CCi  et  DDj  sont  concourantes  (et  dans 
ce  cas  seulement),  les  quatre  coniques  (a),  (P),  (v)  et  (o)  de- 
viennent des  paraboles,  et  l'on  n'obtient  alors  qu'un  couple 
(X,  Y)  à  distance  finie  :  l'autre  correspond  aux  cercles  concen- 
triques. 


OIESTIO.\S. 


IToi.  Trouver  un  polynôme  entier,  en/>, 

/(  rr,  p)=  Ao/V"  ^  Ai/j^'-i  ^. . .  +  A,„_i/)  -4-  A,„, 

où  Ao,  A], ...,  A,„_i,  A,„  désignent  des  fonctions  de  la  variable  x, 
tel  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  diiTéientielle 


y 


-A^^t) 


,  ,    .  .  dy  ... 

s  obtienne  en  remplaçant  ~-  par  une  constante  arbitraire. 
dx 

Les  équations  ainsi  obtenues  ont-elles  des  intégrales  singu- 
lières? 

Nota.  —  On  examinera  plus  particulièrement  le  cas  où  le 
polynôme y( a;,/?)  est  du  second  degré  en  p. 

On  écartera  les  solutions  du  problème  qui  conduisent  à  une 
équation  de  Clairaut.  (C.  Bourlet.) 

17oo.  GaTculer  les  deux  intégrales  définies 


/ 


e~^''  '  cos  [  X  (y  —  ai]  dx, 
et 

/      e—^''ûn{x{y  —  'x)]dx, 

où    t   désigne    une    constante  positive    et    où  j'  et  s:  sont  des 
constantes  arbitraires.  (  C.  Boublet.) 
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COKOIRS  DES  «  ÎVOIVELLES  A^MLES  »  POUR  1806- 

Résultat. 

En  réponse  à  l'annonce  du  Concours  pour  1896,  la 
Rédaction  a  reçu  seize  Mémoires.  Beaucoup  de  ces  tra- 
vaux présentent  des  qualités  remarquables  et  dénotent 
une  sérieuse  érudition.  Quelques  auteurs  ont  cru  devoir 
donner  une  multiplicité  de  méthodes,  révélant  une 
étude  approfondie  5  mais  ce  système  a  le  double  incon- 
vénient d'allonger  la  rédaction  et  de  nuire  à  l'unité  de 
l'ensemble. 

Parmi  les  Mémoires  qui  ont  été  retenus,  on  a  accordé 
la  préférence  à  celui  dont  l'auteur,  tout  en  traitant  le 
sujet  d'une  façon  complète,  arrivait  au  résultat  le  plus 
simplement,  sans  etl'orts  excessifs  de  calcul,  par  l'emploi 
des  méthodes  les  plus  élémentaires  et  sous  une  forme  à 
la  fois  claire  el  concise. 

Il  a  semblé  que  le  travail  de  M.  R.  Gilbert  réunis- 
sait ces  qualités  au  plus  haut  degré,  et  qu'il  présentait 
ainsi  une  supériorité  manifeste  sur  les  autres  Mémoires 
parvenus  à  la  R.édaction.  En  consécjuence,  le  prix  est 
décerné  à  M.  R.  Gilbert,  qui  a  été  immédiatement 
avisé.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  l'un  de  nos  plus  pro- 
chains numéros. 

CONGRÈS  DE  ZLRICII. 


Le  Congrès  préparatoire  aux  futurs  Congrès  mathématiques 
internationaux  se  tiendra  cette  année  à  Zurich,  les  9,  10  et 
II  août;  le  Comité  d'organisation  poursuit  activement  sa 
lâche,  et  nous  ne  manquerons  pas,  s'il  y  a  lieu,  de  tenir  nos 
lecteurs  au  courant  des  autres  résolutions  qui  pourraient  être 
adoptées  et  portées  à  notre  connaissance. 

Aiin.de  Malhéinat.,  3'série,  t.  XVI.  (Février  1897.)  "* 
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[A31]  [G6c] 

SIR  LES  RACIXES  DE  L'ÉQIATIOX  ^  =  «^ 
RACIXES  niAGL\AIRES; 

Par  m.  E.-M.  LÉ.MERAY. 


L'étude  des  racines  réelles  a  fait  l'objet  d'une  Note 
précédente;  je  m'occuperai  ici  des  racines  imaginaires. 
Supposons  d'abord  a^  i,  et  soit 


une  des  racines  imaginaires.  Posons 

p  cos6  =  II,         0  sin6  =  r. 
La  relation  à  laquelle  il  faut  satisfaire  peut  s'écrire 

Prenons  les  logarithmes;  l'équation  équivaut  aux 
deux  suivantes  : 

(  I  ;  Lp  =  iiLa. 

Si,  sui^deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  nous 
figurons  les  courbes  représentatives  de  ces  équations, 
leurs  intersections  donneront  la  représentation  des 
racines  de  notre  équation;  il  faudra  toutefois  ne  pas 
tenir  compte  des  points  situés  entre  les  droites 

p  =  (2A  -^  l)  Y—  et  V  =  (-zk  -T-  9.)  j^y 

ij  Cl  l^  ce 

ces  points  correspondant  à  des  racines  étrangères.   La 
courbe  (  i  )  peut  s'écrire 

p  =  a"         ou  encore         v  =^  ±  )/a-" —  11-. 


(  35  ) 

La  courbe  (■2)  peut  aussi  s'écrire 
i        0 


ou  encore 


'^        La  sinO  lang(t'L«j 

On  peut  donc  calculer  leurs  coordonnées.  On  peut 
aussi  les  tracer  géométriquement  par  points  de  la  ma- 
nière suivante  :  soit  M  un  point  de  la  courbe  v  =  r/", 
menons  MS  parallèle  à  0\  et  ML  parallèle  à  OU;  le 
cercle  ayant  O  pour  centre  et  OL  pour  rayon  coupe  MN 
en  ?s  ;  N  est  un  point  de  la  courbe  (i). 

Par  O  menons  une  droite  OP  faisant  avec  OU  un  angle 

dont  la  tangente  soit  écrale   à  z — :  par  O  menons  une 
°  ^  L  a     ' 

droite  OFq  faisant  avec  OU  un  angle  9;  sur  OU  pre- 
nons OT  égal  à  l'arc  h  et  menons  la  parallèle  TP  à  OV 
jusqu'à  sa  rencontre  P  avec  OP;  par  P  menons  une 
parallèle  à  OU;  elle  coupe  OFo  en  Q;  O  est  un  point 

de  la  courbe  (a)- 

1 

Quand   on    a    i<ia<^e'',   la  courbe  (i)   se   compose 

d'une  brancbe  fermée  AB,  et  d'une  branche  infinie  C, 

asymptote  à  l'exponentielle  1^  =  a".  Les  points  A,  B,  C 

ont  les  mêmes  abscisses  que  les  points  d'intersection  de 

l'exponentielle  u  =  «"  avec  les  droites  ç  =  -zz  u.  Quand 
1 

rt  =  e'',  les  points  B  et  G  se  confondent;  quand  a  est 

1 
plus  grand  que  e**,  les  deux  branches  se  fondent  en  une 
seule. 

Quand  rt  =  e,  la  courbe  (2)  se  compose  d'une  branche 
non  représentée  sur  la  ligure,  qui  coupe  OU  en  S,  tel 
que  OS  =  I  ;  pour  u  =  —  o),  elle  est  asymptote  aux 
dioites  ^'  =  ±7:;  elle  se  compose  aussi  d'une  inlinilé  de 
brancbes  telles  (|ue  DE,  comprises  chacune  entre  les 
droites  i^  =  A-  et  i' :=  (A -+- i  )-  (^ '),  auxquelles  elle  est 


C)  Les   branches    utiles    sont    celles    comprises   entre    les    droites 
=  aAz  et  t^  =  (aA-  -i-  i)~- 


(  56  )      ^ 
asymptote  respectivemenl  pour  «  = -j- x  et  «  =  —  x^  ; 
elle  coupe  Ot^  au  point  d'ordonnée 

•2 

et  les  droites  v=^àz  a  respectivement  aux  points  d'or- 
donnée 

•2  4 

Quand  on  a  une  valeur  difTérenLe  de  e,  la  courbe  (2) 
reste  semblable  à  celle  qui  vient  d'être  décrite;  elle  ne 
fait  que  changer  d'échelle. 

Je  vais  maintenant  montrer  que,  pour  un  point  racine, 

le  module  de  la  dérivée  —j—  est  toujours   plus  grand 
que  I.  Eu  ellet;  ce  module  est 

I\I  =  a"  L  a  =  p  L  a . 

Comme  sur  un  point  racine  quelconque  on  vérilie 
l'équation  (2),  on  a 

oLa=  — • 
'"^  ?iiiO' 

on  en  tire 

f) 


.M 


sin6 


quantité  toujours  plus  grande  que  i,  sauf  pour  f|  =  o. 
D'après  le  théorème  déjà  rappelé  de  M.  Kœnigs,  la 
substitution 

ne  lendra  donc  vers  aucune  racine  de  l'équation,  quelle 
que  soil  la  valeur  initiale.  Donc  l'expression 

poe&ov'^ 
sera  divergente  quel  que  soit   a.    Mais  si  la    fonction 


X 


a  une  dérivée  dont  le  module  est  plus  grand 


(  ^7  ) 


Lx 


que  i,  en  chaque  poiut  racine,  son  inverse  ï — -  =    a    j 

aura  un  module  de  la  dérivée  plus  petit  que  i  ;  mais  la 
fonction  n'étant  pas  holomorphe,  nous  n'aurons  con- 
vergence par  le  symbole 

a 

que  si  nous  convenons  de  ne  prendre  parmi  toutes  ses 
déterminalions  que  celle  qui  est  comprise  dans  le 
domaine  d'un  point  racine  donné. 

D'une  manière  générale,  étant  donné  un  point  (oq,  Bo), 
cherchons  un  point  (p,,  B,)ou(«, ,  t',),  représentant,  dans 
le  système  de  base  a,  le  logarithme  de  la  quantité 


PfleQoV-i: 


po 


on  devra  avoir 


Lpo  =  ?<!  La, 
60=  t'i  La. 

Ces  équations  permettront  de  calculer  Ui  et  i^i,  puis 
Pi   et  B|.  Cela  correspond  à  la  construction  suivante  : 


soil  Fo  le  point  (po,  Oq).  Le  cercle  de  centre  O,  passant 


(  a8  )  ^ 
on  Fy,  coupe  la  combe  AB(]  en  N;  la  droite  OP'o  coupe 
la  courbe  UE  en  Q;  la  parallèle  à  OV  passant  par  N  ei 
la  parallèle  à  OU  passant  en  Q,  déterminent  le  point 
cherché  F, .  (Remarquons  que  les  courbes  ABC  et  DE 
pouvant  se  construire  par  points  comme  on  l'a  vu  plus 
haut,  on  peut  déterminer  F)  géométricjuemeut  au  moveu 
de  la  courbe  r  =  a",  de  droites  et  de  cercles.) 

Cela   posé,    prenons    pour  initial    la   quantité  ^  — i, 
c'est-à-dire 


2 


Elle  est  représentée  par  le  point  Rq  ;  en  appliquant  la 
construction,  nous  aurons  d'abord  le  point  R,  intersec- 
tion de  l'axe  OV  avec  la  droite  <•  =  (4/  -h  i  )  — î—  j  /étant 

^    '  ^  2  La-    ^ 

la  valeur  entière  particulière  donnée  à  K  dans  l'expres- 


sion de  v 


l^a  2  L  « 


où  0  est  un  angle  plus  petit  que  -  ;  en  continuant  ainsi 

et  attribuant  à   K  la  même  valeur  /',  nous  obtenons  le 
point  R2,  situé  sur  la  courbe 


et  ainsi  de  suite;  les  points  obtenus  tendront  successi- 
vement vers  le  point  R  qui  représente  une  racine  ima- 
ginaire. Les  racines  conjuguées  correspondront  à  l'ini- 
tial —  ^  —  I , 

Cas  de  rt  -<  I .  — ■   Posons   a  =  -^;  nos  courbes  de- 

a 

viennent 

h')  iî=^«'^". 

(■?.')  f)  =  —  (La. 


(  ^9  ) 

La  courbe  (  i')  est  simplement  la  symétrique  de  la 
courbe  (ij  déjà  considérée.  Il  en  est  de  même  de  la 
courbe  (2').  Mais  dans  ce  cas  les  branches  qui  nous 
donnent  les  racines  de  la  proposée  sont  les  syniétrinues 
des  branches  qui  précédemment  nous  donnaient  des 
racines  étrangères  et  inversement. 

Ce  qui  a  été  dit  pour  la  grandeur  du  module  s'applique 
encore,  et  toujours,  avec  les  mêmes  conventions  ;  l'ex- 
pression 

tendra    vers    les    racines    de   l'équation    proposée.   Soit 
a  =:  e^  ;  posons 


U(3)-v/— .V(>) 


—  ni    —  V 


\(z)  = 
Si  l'on  V  lait 


v/=-~ 


V/-I 


V  — I 


m    V  —  ' 


V- 


ni  =  —  i  et         ^  =  (i, 

ces  fonctions  deviennent  cos^  et  sinO  qui  sont  les  coor- 
données rectangulaires  du  cercle  0  =  i .  Ce  cercle  est  le 
lieu  des  racines  imaginaires  de  l'équation 

x^  —  lax  -T-  i  —  o, 
quand  a  varie  de  o  à   \  :  a  est  relié  à  h  par  la  relation 
a  =  C056. 


(  6o  )       ^ 
Dans  notre  cas,  cliinînons  a  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  ;  on  a 


d'où 
(3) 

On  en  lire 


7-  =  -  =  tano  0. 


0  =  plan^'6. 


La 


ç        p  sinO  ^ 

sin  Ofi'i'isO 


La  courbe  (3)  est  le  lieu  décrit  par  les  racines  ima- 
ginaires de  notre  équation  quand  a  varie;  si  nous  dési- 
gnons par  u(z)  et  i^{z)  ce  que  deviennent  les  fonctious 
U(z)  et  V(^)  quand  on  y  fait 

0 
ni  =  X,  z=  —, 

sin6eiang9 

u{z)^  v{z)  sont  les  coordonnées  de  la  courbe  (3),  et  a 
est  relié  à  9  par  la  relation 


-9 


cos6 


Si  l'on  appelle  surr.acine  (  '  )  n"'"'^  de  a  et  si  l'on  repré- 
sente  par  le  symbole  s/a  la  racine  de  l'équation 


on  a,  pour  n  =  2, 

37'^=  a 


(')  Sur  les  fonctions  itératives  {Association  française,  Congrès 
de  Bordeaux,  i8f)5). 


(  ti.  ) 

et  par  conséquent 

va  —  - 


lim  a^^ 


pour  les  racines  réelles  et 

y  a  =  


lim  a— 1 


pour  les  racines  imaginaires. 

Dans  une  prochaine  Note,  je  donnerai  des  applications 
de  ce  qui  précède  à  quelques  équations  transcendantes 
et  à  l'intégration  d'une  équation  aux  différences  mêlées. 


[D2d] 

SIR  U^E  REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE 
Dll  DÉVELOPPEMENT  EN  FRACTION  CONTINUE  ORDINAIRE; 

Par  m.  HUSQUIN  DE  RHÉVILLE. 

Ingénieur  civil. 


L'étude  sommaire  du  remarquable  procédé  de  repré- 
sentation géométrique  du  cléveloppenient  en  fraction 
continue,  exposé,  dans  les  Noii\>elles  Annales  (n^yC), 
p.  327),  par  M.  le  professeur  Klein,  nous  a  conduit  à 
une  remarque  simple,  dont  l'intérêt  principal  nous 
parait  être  la  traduction  géométrique  de  la  convergence 
de  la  fraction  continue. 

En    désignant,   comme    l'auteur   de   l'article    rappelé 

ci-dessus,    par  — .  —S  •••  les  réduites  successives  de  la 
'   '       q\    qi 


(  (^^  ) 


fraction  conliiiue  convergente 


on  connaît  les  formules  de  récurrence 

PA-^i  =  pk  ;-t/.-+2  —  pk-\ . 

L'élimination  de  [J-k^^  fntre  ces  deux  formules  nous 
fournit  la  relation 


Pk+^i  — Pk-i   _  Pk 

qk^i  —  qk-ï  ~  qk^ 

dont  l'interprétation,  dans  le  système  de  représentation 
de  iM.  Klein,  est  celle-ci  : 

Chaque  côté  de  l' un  des  deux  polygones  d'approxi- 
mation est  parallèle  au  rayon  qui  joint  l'origine  au 
sommet  intermédiaire  de  l'autre  polygone. 


0  Lg^— — 


Ainsi  que  l'indique  1^  figure  ci-dessus,  cette  lemarque 
permet  de  préciser  singulièrement  le  mode  de  conver- 
gence des  contours  polygonaux  qui  sont,  naturellement, 

asymptotiques  à  la  droite  —  =:  (o. 
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[A3c] 

Slft    LES    CO\DITIO\S    OU   E\PRIME\T  Ql'lAE  ÉOIATIOÎV 
ALGÉBRIOIE  DE  DEGRÉ  m  X'\  QlE  p  RACIVES  DISTINCTES 

Par  m.  X    AXTOMARI. 


1.  La  difticulté  de  ce  problème  réside  dans  ce  fait 
qu'une  équation  algébrique  de  degré  m  peut  n'avoir 
que  p  racines  distinctes  de  plusieurs  manières.  Consi- 
dérons, en  effet,  l'équation  indéterminée  à  p  inconnues 

(i)  Xi-¥- .r.2~.  .  .— Xp—  m, 

et  soit  (a,,  ao,  ....  a^,)  une  solution  de  cette  équation, 
telle  qu'aucune  des  inconnues  ne  soit  nulle  et  que  toutes 
soient  des  nomhres  entiers  et  positif  s.  Une  équation  al- 
gébrique de  degré  m,  qui  a  une  racine  d'ordre  a,,  une 
racine  d'ordre  ao,  etc.,  enfin  une  racine  d'ordre  a^,,  n'a 
évidemment  que  p  racines  distinctes  \  il  en  résulte  qu'il 
y  a,  pour  une  équation  de  degré  m.  autant  de  manières 
d'avoir  jy  racines  distinctes  seulement  qu'il  y  a  de  solu- 
tions de  l'équation  (i)  en  nombres  entiers,  positifs  et 
tous  différents  de  zéro. 

Si  donc  on  exprime  que  l'équation  considérée  n'a 
que  p  racines  distinctes,  on  exprime  par  cela  même 
(]u'ellea  une  racine  d'ojdre  a( ,  une  racine  d'ordre  ao,  etc. 
(ai ,  ao,  .  .  . ,  a^,)  désignant  l'une  quelconque  des  solu- 
tions de  l'équation  (il  en  nombres  entiers,  positifs  et 
tous  différents  de  zéio.  On  trouve  ainsi  un  système  de 
conditions  qui  doit  se  décom])oser  en  autant  de  systèmes 
qu'il  y  a,  pour  l'équation  (i),  de  solutions  de  Icspècc 
considérée,  de  sorte  qu'à  chaque  solution  il  conespond 
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un  système  de  conditions.  Dans  ce  qui  suit,  je  me  pro- 
pose de  montrer  comment  on  peut  trouver  le  système 
de  conditions  qui  correspond  à  une  solution  donnée  de 
l'équation  (i).  Je  m'appuie  pour  cela  sur  le  théorème 
suivant  : 

2.  Pour  quhine  équation  algébrique  et  entière 
f{x)  =  o,  de  degré  m.  n ait  que  p  racines  distinctes ,  il 
faut  et  il  suffit  qu'il  existe  deux  polynômes  entiers 
en  X,  'i^(.r)  et  C3^_|  {^x)  premiers  entre  eux,  de  degrés 
respectif  s  p  et  p  —  i  et  vérifiant  V  identité 

(2)  opix)  f'ix)  =  o,,^i{x)f(.v), 

f'{x)  désignant  la  dérivée  de  f[x). 

Soient,  en  elîet,  «1,  a-i^  .  .  . ,  ap  les  p  racines  distinctes 
de  l'équation  et  soient  «i ,  y.o,  ...,  y.p  leurs  ordies  de 
multiplicité  respectifs,  tels  que  l'on  ait,  d'ailleurs, 

a,  -i-  a2  -f-  . .  .  -T-  a^,  r=  m. 
On  a  alors 


/{x)         X  —  «1        X  —  a-î         '  '       X  —  a,,' 
de  sorte  que,  si  l'on  pose 

'  Op(x)  =  (.V  —  ai)(^  — «2).  •  •(■r  —  c(p), 
Op-i(x)  =^  ai  (x  —  «2).  .  .(x  —  a,,}, 

on  a  bien  l'identité 

La  condition  est  donc  nécessaire,  car  il  est  évident 
que  les  polynômes  'Sip^x)  et  a^_,  (x)  sont  premiers  entre 
eux. 

Jl  faut  [)rouver  que  la  condition  est  suffisante.   Pour 
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cela,  observons  d'abord  que  si  ^^—^  est  décomposée  en 

fractions  simples,  les  fractions  obtenues  ont  leurs  dé- 
nominateurs respectifs  du  premier  degré,  (^ela  posé, 
supposons  l'identité  (2)  vérifiée  et  les  polynômes  'iy,(.r) 
et  'fp-i  (jc)  premiers  entre  eux  ;  on  en  déduit  la  nouvelle 
identité 

f(x)  tp/.(^) 

en  vertu  de  laquelle  la  décomposition  du  second 
membre  en  fractions  simples  ne  doit  donner  que  des 
fractions  à  dénominateurs  du  premier  degré,  d'après  la 
remarque  faite  plus  liant;  par  suite,  ç>^(a:)  =  o  doit 
avoir  ses  p  racines  distinctes,  et,  en  effectuant  la  dé- 
composition, on  aura  une  nouvelle  identité  de  la 
forme 

.f'(^)  _        «1       ^       3!,       _^  ap      _ 

J(  T)  X  —  «1  X  —  «2      '    ■  ■  •  jp  ^^  ' 

en  remontant  aux  fonctions  primitives,  on  en  déduit 
successivement 

L/(.r)  =:  LC{x  —  aiY-^^{x  —  a.)'-^^.  .  Ax  —  a,,)'^,' 
et 

f(x)  =     G(j:  —  «ij'^.(.r —  «,)--<.... (.r  —  a,,)^,.. 

Comme,  d'ailleurs,  f{x)  est  un  polynôme  entier 
en  X,  de  degré  m,  celte  nouvelle  identité  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  a,,  a^,  .  ..,  y.p  sont  des  nombres  entiers  et 
positifs,  tous  diflérents  de  zéro  et  vériliant  légalité 
a,  -+-  7.0  +  .  .  •  -t-  ay,=  ni.  Il  en  résulte  bien  que  l'équa- 
tion f{x)  =  o  n'a  que  j)  racines  distinctes  et  que  la  con- 
dition est  sufiisantc. 

3.  Étant  donnée  maintenant  une  solution  parliculièie 
a,,  a^,  ...,  y.p  de  l'écjuation  (1),  proposons-nous  d'ex- 


primer  qu'une  équalioii  f{x)  =  o,  de  degré  ///,  a  une 
racine  multiple  d'ordie  a,,  une  racine  multiple  d'ordre 
a.,,  ...,  enfin  une  racine  multiple  d'ordre  a^.  Pour 
résoudre  ce  problème,  ou  pourrait  procéder  de  la  ma- 
nière suivante  ; 

Soient  rt,,  /72,  •  •  -,  dp   les  racines  d'ordres  de  multi- 
plicité respectifs  a,,  a^,   .  .  .,  a^,;  on  a  alors 

^    '  f{x)        ^x—aC 

d'où  l'on  tire 

(  .r  —  a,  )  (  X  —  «2  )  .  . .  (.z^  —  «/^)/'(-^) 

M; 


(     =A.;2 


.  (.r  — «„) 


Par  conséquent,  pour  qu'une  équation  de  degré  ///  ait 
une  racine  d'ordre  a, ,  une  racine  d'ordre  ao,  .  .  . ,  )1  faut 
qu'on  puisse  déterminer/?  quantités  a^ ,  r/^,  .  .*. ,  (ip  telles 
qu'on  ait  l'identité  (4). 

La  réciproque  est  vraie,  car  on  passe  facilement  de 
l'identité  (4  )  à  l'identité  (3  ),  de  laquelle  on  déduit 

/(ar)  =  G(a-  —  a^YJ•^  {x  —  a^_yJ-2  .  .  .  {x  —  a,,)^r. 

D'après  cela,  pour  résoudre  le  problème,  il  sufKra 
d'éliminer  «i,  a^,  ...^Up  entre  les  équations  qu'on 
obtient  e«  identifiant  les  deux  membres  de  (4)-  Ow 
obtient  ainsi  m -^r- p —  i  équations  d'identification, 
puisque  a,  H-  a^  -t-  .  -  .  -h  c.^  =  «?,  et  si  l'on  élimine  a, , 
^ïî,  .  .  . ,  cip  entre  ces  équations,  on  obtient  i/i  —  i  équa- 
tions de  condition,  c'est-à-dire  plus  de  conditions  qu'il 
n'en  faut,  puisque,  pour  exprimer  toutes  les  conditions 
du  problème,  il  suffit  de 

ai  —  1  —  22  —  \ .  .  .^  y.p  —  I  =  /n  — p  ronditions. 
Outre  la  difficulté  d'élimination  des  quantités  a, ,  «o?  •  ■  ■  ^ 


(  ^-  ) 

cip,  la  méthode  que  nous  venons  d'expliquer  présente 
donc  l'inconvénient  de  donner  des  conditions  en  nombre 
surabondant. 

4.  Difficulté  et  inconvénient  disparaissent  si  l'on  fait 
usage  du  théorème  démontré  au  n°  2.  Si  l'on  cherche,  en 
effet,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  les 
polynômes  ^p{oc)  et  '-p^_,  (a:),  qui  vérifient  l'identité 

on  obtient  ni -{- p  équations  linéaires  et  homogènes  à 
ip  H-  I  inconnues,  et  l'élimination  des  inconnues,  qui 
sont  les  coefficients  des  polynômes  cpp(x)  et  Op_^  (x), 
fournissent  exactement  m  —  p  conditions  entre  les  coef- 
ficients de  ré([uationy(.r  )  ^  o.  Seulement,  on  se  trouve 
alors  en  présence  d'une  autre  difficulté;  car,  si  au  lieu 
de  considéier  la  solution  (a,,  ao,  .  .  .,  y.p)  de  l'équation 
(i),  on  en  avait  considéré  une  auti  e,  rien  ne  distinguant 
ces  solutions  dans  la  suite  des  calculs,  on  aurait  trouvé 
les  mêmes  m  —  p  conditions.  Il  en  résulte,  ainsi  que 
cela  a  déjà  été  dit  au  début,  que  ces  m  —  p  conditions 
doivent  se  décomposer  en  systèmes  en  nombre  égal  au 
nombre  des  solutions  de  l'équation  (i)  en  nombres  en- 
tiers, positifs  et  tous  différents  de  zéro. 

5.  Une  solution  de  l'équation  (i)  étant  donnée,  il 
s'agit  maintenant  de  trouver  le  système  de  conditions 
correspondant.  Pour  cela,  appelons  (a,,  a^,  ...,  a^)  la 
solution  considérée.  Si  a^,  «o,  •  •  -,  (ip  sont  les  /;  racines 
de  «)^(.r)  =  o,  racines  qui  sont  distinctes  en  vertu  du 
théorème  démontré  au  n"  2,  le  polynôme  o^_,(a:)  est 
égal  à  Sa,(j:  —  n-^)  .  .  .  [x  —  '"'/>),  <-"  vertu  tie  ï.  On 
a  donc 

'J-i  =  — T^ r  '  ^-2  —  " — T~, '        ■  *  ■>        2t,,  — ,--T • 
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Considérons  alors  les  équations 

<5)  '^p(a-j  =  o         et         Oj,^i{x)-^lo'p{x)  =  o. 

Si  l'on  remplace  A  par  — a,  dans  la  dernière,  les 
deux  équations  ont  une  jacine  couimune  a,  ;  elles  ont 
une  racine  commune  a-y  si  l'on  remplace  A  par  —  ao,  et 
ainsi  de  suite.  Si  donc  l'on  élimine  x  entre  les  deux 
équations  (5),  l'équation  résultante  R ().):=  o,  qui  est 
de  degré  p  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
des  coefficients  de 'fp(x)  et  de  ceux  de  ^p-i{x),  par 
suite  des  fonctions  des  coefficients  dey(x),  cette  équa- 
tion TI(a)  =  o,  disons-nous,  admettra  les  racines  —  a,, 
—  a^,  ...,  — y.p  si  l'équation  y(x)  =  o  a  une  racine 
d'ordre  a,,  une  racine  d'ordre  a2,  etc.*,  elle  admettra 
pour  racines  —  y.\ ,  —  a'^,  .  .  .,  —  a',  si  f[x)^o  a  p 
racines  d'ordres  de  multiplicité  respectifs  a',,  y.'.,,  . .  .,  a'  , 
et  ainsi  de  suite. 

L'équation  Il(À):^o  permettra  donc  de  distinguer 
les  uns  des  autres  les  divers  systèmes  de  solutions. 
C'est  elle  qui  caractérise  et  définit  nettement  les  divers 
cas  (jui  peuvent  se  présenter. 

Nous  allons  appliquer  ces  considérations  à  deux 
exemples. 

6.  Soit  d'abord  à  exprimer'  qu'une  équation  du  qua- 
trième degré 

f{x)  =  37^ -I-  />.r-  -i-  (y X  -H  /■  =  o 

n'a  que  deux  racines  distinctes.  Si  cette  équation  n'a 
que  deux  racines  distinctes,  elle  peut  avoir,  ou  deux 
racines  doubles,  ou  une  racine  simple  et  une  triple. 
Dans  les  deux  cas,  il  faut  et  il  suffit  cju'il  existe  un  po- 
lynôme du  piemier  degré  y.x  +  [^  et  un  polynôme  du 
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second  degré  Ax-4-  ux  +  u  vérifiant  l'identité 

=  (Ax^-\-  ux  -^  v){f\X^-T-  "i px  -\-  q). 

On  peut  d'ailleurs  supposer  A  =  i,  puisque  le  degré 
du  polynôme  Aa:-+  ux  -\-  p»  ne  doit  pas  être  inférieur 
à  2,  et  comme  alors  a  est  évidemment  égal  à  4?  l'iden- 
tité précédente  s'écrit 

^g  \^{f\x^'^){x*-^px^-^qx-^r) 

(        ^=  {x"^-^  ux -^  v){^x^ -^ -f.px -^  q). 

Actuellement,  on  a 

o'p  (  X  )  ^=  0.  X   -^  u, 

de  soite  que  l'équation 

's,p-i(x)-^lo'p(x)  =  o 
s'écrit 

•i(  -2  -+-  X)X  -I-   fJ  -i-  A«  =  O. 

Si  l'on  élimine  x  entre  cette  équation  et  l'équation 
'^p{x)  =  o,  on  obtient 

(3-|-X«)2—  2«(2-hX)('a  +  >.«)-h4C'(2-t-   X)2=  o, 

c'est-à-dire 

(7)     (4  c  —  «2  )X2-l-  4>>(  i  '^  —  «- )  -f-  ?2—  4  ^  K  -h  iGr  =  o. 

Quand  l'équation  y(^x)  =  o  a  deux  racines  doubles, 
—  1  doit  être  racine  double  de  l'équation  (-);  on  doit 
donc  avoir 

P2_    ',  ^K  -+-    -;  Z/2=  o  (111  j3    =   2J<. 

Quand,  au  contraire,  l'équation /a  une  racine  triple 
et  une  simple,  l'équation  (7)  a  pour  racines  —  i  et  —  3, 

Ann.  de  Mathéniat.,  3'  série,  l.  XVI.  (  Février  iS(i7.)  •> 
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La  somme  des  racines  étant  — 4?   il  suiïlt  d'exprimer 
que  —  I  est  racine,  ce  qui  donne 

p2— 4;3K-F3a2-i-4('  =  o. 

Ainsi,  suivant  que  l'équation  du  quatrième  degré  a 
deux  racines  doubles  ou  une  racine  triple  et  une  double, 
on  doit  avoir 

(8)  [3  =  iu 
ou 

(9)  ^2— 413  î/ H- 3 «2+41,==  o. 

Cela  posé,  identifions  les  deux  membres  de  l'éga- 
lité (6);  il  vient  alors 

|j  —  _|  a., 

l^q-^'^p—q     -iripu, 
^q -\- ^r  —qu^ipv, 

Si  l'on  élimiiuî  [j,  u  et  t^  entre  ces  équations,  on  trouve 
facilement 

(  q{  p--\-  \ir)  =  o. 

On  a  d'ailleurs 

u= ^,  V  —  i-  et  S= ^. 

•xp  i  p 

Si  l'on  porte  maintenant  les  valeurs  de  u^  v  et  j3  dans 
les  équations  (8)  et  (9),  la  première  de  ces  équations 
donne  «7=0  et  la  deuxième  donne  pareillement 
8/j^+  27c/- =  o.  Donc  <7  =  o  caractérise  le  cas  de  deux 
racines  doubles  et  ^ p^ -\- l'j  q- =  o  caractérise  le  cas 
d'une  racine  simple  et  d'une  racine  triple.  Il  en  résulte 
que,  si  l'on  élimine  ;•  entre  les  équations  (10),  on  doit 
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trouver  q  =  o  dans  le  premier  cas  et  8  p^ -4-  2-^-=  o 
dans  Je  deuxième.  Autrement,  le  système  (10)  se  décom- 
pose en  deux 

q  =  0  ^^  2p3_8p/--i-9^2^  o, 

Le  premier  de  ces  systèmes  correspond  au  cas  de  deux 
racines  doubles  et  le  second  doit  correspondre  au  cas 
d'une  racine  triple  et  d'une  simple;  par  conséquent,  en 
éliminant  /'  entre  les  équations  de  ce  dernier  système, 
on  doit  trouver  S  p^  -{-  'lyq'- =  o.  On  le  constate  sans 
aucune  difficulté.  En  résumé,  si  l'on  observe  que  p  ne 
peut  pas  être  nul,  on  voit  qu'il  y  a  deux  racines  doubles 

si  l'on  a 

(j  z=z  o         avec         p-  —  4  /■  =  o, 

une  racine  triple  et  une  simple  si  l'on  a 

8/j3_f_  .2j<^2  =  o         et        /?2-i-i2r  =  o. 

7.   Soit  maintenant  à  exprimer  qu'une   équation   du 
cinquième  degré 

f{x)  =  x'-hpx^-i-  qx--h  rx  -1-  s  =  o 

n'admet  que  deux  racines  distinctes. 

Posons,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

'Op{x)  =  a:'2_i_  ux  -\-  V,         cpp_i(a:)  =  %x  +  p, 

et  formons  l'équation 

.      '^p-\{x)^\o\,{x)  =  çi\ 

nous  obtenons  ainsi 

(a-l-2X)a'-i-  p  +  >M  =  o, 

de  sorte  que  si   l'on  élimine  .r  entre  cette  équation  et 
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Op(x)  =  o,  il  vient 

( '^  -\-  1  u)-  —  a  {fj  -^'  1  u)  ( /-x  ~h  ia)  -h  V  {'x  -^-  -2  A )-  =  o, 
ou 

(II)     {/iV—  U^)l^--^  >^(4t'—  .V2)a  +  82__a3«-hC3t2=o. 

Exprimons  enfin  que  J'on  a  l'identité 

en  vertu  de  laquelle  on  voit  tout  de  suite  que  l'on  doit 
avoir  a  =  5,  de  sorte  que  l'identité  s'écrit 

[  {5cr  -h  ^)  (x^-^ px^ -f-  qx^ -+-  rx  -\-  s) 
\        =  (x'^-h  ux -\- v)  {5x'' -h  3px^^  iqx -\- r), 
et  l'équation  (i  i)  devient 

R  (X)  =    ({(.  _  «2)  X2^_    -,  ^ç_u2)l  _x_  p2_  5p„  _j_  25,,  ^  o. 

L'identification   des  deux  niembies  de  (i?)   conduit 
aux  équations 

■xp  =  5r, 
3g'-f-  P/?  =  3/?j<. 

4  /•  -i-   P  «7  =  2  <7  «  -H  3/)(', 

5  s  -i-  [j/"  =  r«    -f-  agp», 

Des  trois  premières  équations  on  lire 

5  27.1  2/9 

et,  en  portant  dans  les  trois  dernières,  on  obtient  les 
équations  de  condition  cliercliées 


(i3) 


4r  = 

ip 

-+■ 

5    ' 

55  = 

&qr 
P 

-t- 

5 

iS^s 

_^^p^r 

=  0. 

(  73  ) 
Or,  si  une  équation  du  cinquième  degré  n'a  que  deux 
racines  distinctes,  elle  peut  avoir,  soit  une  racine 
double  et  une  racine  triple,  soit  une  racine  quadruple 
et  une  simple.  Le  système  de  conditions  trouvées  doit 
donc  se  décomposer  en  deux  autres  correspondant  aux 
deux  cas  qui  peuvent  se  présenter.  Dans  le  premier  cas, 
l'équation  R(X)  =  o  doit  admettre  les  racines   — 2  et 

—  3  ;  elle  doit  admettre  les  racines  —  1  et  —  4  dans  le 
second  cas.  Comme  la  somme  des  racines  est  toujours 

—  5,  pour  exprimer  qu'on  est  dans  le  premier  cas,  il 
suffit  d'exprimer  que  — 2  est  racine;  il  suffit  d'écrire 
que  —  I  est  racine  pour  exprimer  qu'on  est  dans  le 
deuxième  cas.  On  voit  ainsi  que  si  l'équation  a  une 
racine  triple  et  une  racine  double,  on  doit  avoir 

f  -i-  G  a-  =  o, 

et  que  l'on  doit  avoii' 

9t'  -h  4  «^  =  o 

quand  l'équation  a  une  racine  quadruple  et  une  simple. 
Si  l'on  lient  compte  des  valeurs  trouvées  pour  a  et 
pour  V,  ces  équations  s'écrivent  respectivement 

\  4/»^ -H  5  X  •27^-=  o, 

Par  conséquent,  si,  entre  les  équations  {x3),  on  éli- 
mine r  et  «,  ré(juation  en  p  et  en  q  ainsi  obtenue  doit  se 
décomposer  en  les  deux  équations  {i4)- 

Un  calcul  facile  donne 

.|/  = 1 — -1 

•i.p  > 

'V' 


97- 


(  71  ) 
En  poilaiit  les  valeurs  de  r  al  de  s  qu'on   en   déduit 
dans  l'équation 

}jqs  -^ -z —  =  o, 

on  obtient  l'équation 

j-  X  g-  X  cj'*  -t-  î  X  3  X  ôSp^cj'^  -h  i\p^  =  o, 
de  laquelle  on  lire 

ff-  =  — -^1 1- , 

3  X  27 

c'est-à-dire 

ip^-+-  5  X  2-g'=  o, 
et 

2/»-^  -h  5lJ~  =  o, 

qui  sont  bien  les  équations  (i4)- 
Ainsi,  pour  que  l'équation 

x^  -+-  p  x'-''  -t-  q  X-  -{-  rx  -r-  X  ^=  o 

ait  une  racine  double  et  une  racine  triple,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

4/>3^  5x27^^  =  0,        4'-=|^  +  -f> 


05=3 


\_^pi  ID    J 


pour  qu'elle  ait  une  racine  quadruple,  il  faut  et  il  sullii 
que  l'on  ait 

■j.p  0 

^s=  :,q\  -i-,^  ^ 1-     ■ 

Vkp-       i5  J 
Dans  le   premier  cas.    les  conditions  s'écrivent   plus 


(75) 
simplement 

4/?* -4- 27^2  =  o,         5r — p^=o.  i4pq—25s  =  o; 

clans  le  second  cas,  elles  s'écriveni  de  même 

ip^ -h  5q- =  o,  lo/' -!- 9/?^  =  o,  5o5 — pq  t=  o. 

[F4a] 
LE  THÉORÈME  D'ADDITIOX  DE  LA  FOXCTIOX  p('0('); 

Par  m.  Paul  ST'ÀGKEL, 

Professeur  à  l'Université  de  Kônigsberg. 


Traduit  de  l'allemand,  avec  l'autorisation  de  l'auteur, 
par  M.  L.  LAUGEL. 


Lorsque  les   grandeuis   zf,,  i/o,  113    vériiienl   la  con- 
dilion 

(i)  »i  -+-  «2  -+-  "3  =  o. 

le  ([noticnl 

(  '2  )  ■ =  r  (li) 

représente  une  l'onction  elliptique  du  troisième  ordre, 
qui  ne  devient  infinie  qu'en  les  points  qui  sont  congrus 
à  zéro.  Par  conséquent,  si  l'on  développe  f{fi)  suivant 
les  puissances  de  «,  le  coefficient  de  u^'  doit  s'évanouir 
identiquement,  et  l'on  a,  par  suite, 

l    0=  7«i  1    Ml  7"»-;j-f-        nU-^IU^l'Ui-^      1U3^Uin'u.2 

(   >)      ■  ,  ,  '  f  ■  I 

(  -f-  S>  3-  H]  7   «2  Cr    Mj  -^  ■?.1  ll-i  cr   «3  (T    «  i  -f"  .1  T  if  3  <J   f/  1  J    U-;^, 

(')  Mathcniatisclie  Annalcn,  t.  \LVII,  'i'  Caliicr,  p    (îo',  ;  1896. 


(  76  ) 
ou,  après  une  iransfbriualion  facile  à  pratiquer, 

I  7"it3  /a'u^Y  /^'«l         ■^'«2  ^'"-SV^ 

Or,  nous  avous  les  équations  [H.  A.  Schwauz,  For- 
mel n  und  Lehr  s  âtze..  .{^),  Article9(i),  Article  11  (4)]  : 

CTttj  7;/2  ^".3  'i    P"l   —  P<^2 

par  suite,  la  relaliou  (4)  est  écjuivalente  à  celle-ci  : 

,  N  '  /r'«i  —p'tiï\- 

(7)  ^^"■-^■P"^-^^"3=^4'p»,-,p»2J  ' 

qui  précisément  exprime  le  théorème  d  addition  de  la 
fonction  pin)  sous  sa  forme  classique. 


[M'ÔTi] 

SIR  L'APPLICATiO.\  DE  DEIX  COVARIAIVTS 
A  LA  CO\SrRl'CTIO\  DE  QIJELQIES  ESPÈCES  DE  COURBES; 

Pau  ai.   S.  MANGEOT, 
l)ocLeur  es  sciences. 


Je   considère   une   courbe   plane  F,   représentée   par 

l'équation  entière 

f{x,y)—  o. 

relativement  à  d(;ux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 

(•)  Traduit  par  .M.  Parlé.  Paris,  Gaulliier-Villars  et  fils. 


(77  ) 
quelconques  Ox,  Oy-,  et  soient  ^P,  W  les  deux  lignes  qvu; 
définissent  respectivement,  par  rapport  à  ces  axes,  les 
équations 

ax^        dy- 

'  ^      -^  '       dx-  àj-        \  dx  dy  / 

dont  les  premiers  membres  sont  des  covarianls  de  f 
pour  toute  substitution  orthogonale. 

Si  l'on  calcule  les  formes  particulières  que  prennent 
ces  deux  covariants  lorsqu'on  substitue  à  y  le  premier 
membre  de  l'équation  qui  représente  l'une  des  courbes 
suivantes  :  cissoïde,  stroplioïde  droite,  lemniseate,  con- 
elioïde  de  cercle,  par  rapport  aux  axes  liés  à  la  courbe 
auxquels  on  la  rapporte  habituellement,  l'examen  de 
ces  formes  conduit  aux  résultats  que  voici,  quand  la 
courbe  F  est  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre. 

Pour  que  la  courbe  F  soit  une  cissoïde,  il  faut  et  il 
suffit  que  W  soit  une  hyperbole,  et  que,  en  rapportant 
la  courbe  aux  deux  axes  de  cette  conique,  son  équation 
prenne  la  forme 

y-(x' —  a)-h(x'-h  ay  =  o. 

Pour  que  la  courbe  F  soit  une  stroplioïde  droite,  il 
faut  et  il  suffit  c|ue  W  soit  une  hyperbole,  (jue  $  soit 
une  droite  déterminée  perpendiculaire  à  son  axe  trans- 
verse D,  et  (|ue,  en  rapportant  la  courbe  aux  deux 
(b'oites  D  et  fp,  son  écpiatiou  ait  la  forme 

x'  {x'-  -I- J''-)-4-  a{x'-  —  y-  )=  o- 

Pour  que  F  soit  une  lemniseate  ou  une  conchoïde  di; 
cercle,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  4>  soit  un  cercle 
et  que,  en  désignant  pai-  .To,  ,1'„  les  coordonnées  du 
centre  de  cercle,  la  foneiif>n  f(.r  H- .r,,,  j   -l-J'o)  ai'  la 


(  7«) 
forme 

ou  celle-ci 

(x--^y-  —  a- )- —  b-[x--^ y-^-  ia{x  cosa  -i- j'  sin  a)-i-  a^J. 

Dans  les  quatre  cas,  on  connaitra  la  position  de  la 
courbe  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  et  sa  grandeur. 
Lorsque  l'équation ^(x, y)  =  o  représente  une  cissoïde 
(ou  une  strophoïde  droite),  la  dislance  du  point  double 
à  l'asyniplole  a  pour  expression 


\ 

en  appelant  A  le  discriminant  de  la  fonction  du  second 
degré  à{x,  y)  et  o  celui  des  termes  du  second  degré  de 
cette  fonction. 

Si  f(^x,  y)=  o   est    l'équation  d'une   leinniscate,   le 
carré  de  la  distance  de   son  centre  à  l'un  de   ses   som- 


mets a  pour  valeur  ■li/  -  — /",  u  désignant  la  fonction 
(  y-  )   +  (  f-  )  '  q"i  est  ici  divisible  par  cp. 

[L>lc] 

THÉORÈMES  DE  PASCAL  ET  DE  BRIAXCilOX; 

Pau  m.  F.  FARJON. 


Un  hexagone  circonscrit  à  une  conique  peut  être 
considéré  comme  la  perspective  du  polygone  gauche 
formé  par  six  génératrices  rectilignes  d'une  quadrique 
gauche    alternativement    du    premier   cl   du    deuxième 


(  79  ) 
système.  Les  trois  couples  de  génératrices  opposées  dé- 
terminent trois  plans  formant  vm  trièdre  qui  a  pour 
arêtes  les  diagonales  de  l'hexagone;  celles-ci  se  coupent 
donc  en  un  même  point  (théorème  de  Brianchon). 

Soient  1,2,  3,  4?  5>  6  les  sommets  de  l'hexagone;  les 
plans  tels  que  i  23,  234?  •  •  •  ont  pour  traces,  sur  le  plan 
du  Tableau,  les  cotés  d'un  hexagone  insci'it.  Considé- 
rons les  deux  plans  opposés  128,  4^65  leur  intersection 
est  déterminée  par  les  intersections  des  deux  couples  de 
génératrices  opposées  12,  4^  6t  28,  56;  de  plus,  sa 
trace  sur  le  plan  du  Tableau  est  l'intersection  des  deux 
côtés  opposés  correspondants  de  l'hexagone  inscrit.  Eu 
appliquant  la  même  construction  aux  deux  autres 
couples  de  plans  opposés,  on  reconnaît  que  leurs  inter- 
sections sont  dans  un  même  plan  avec  la  précédente,  et 
les  trois  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone inscrit  situés  sur  la  trace  de  ce  plan  sont  en  ligne 
droite  (théorème  de  Pascal). 

La  même  figure  peut  servir  à  démontrer  d'auires 
théorèmes.  Ainsi,  les  faces  du  trièdre  des  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit  ont  [)Our  traces  sur  le  plan  du 
Tableau  les  diagonales  de  l'hexagone  inscrit;  celles-ci 
se  coupent  donc  deux  à  deux  sur  les  diagonales  de 
l'hexagone  circonscrit,  etc. 

Ce  mode  de  raisonnement  fait  découler  des  principes 
les  plus  élémentaires  de  la  Géométrie  dans  l'espace  la 
démonstration  de  propositions  de  Géométrie  plane  dont 
la  preuve  est  faile  habituellement  par  des  piocédés  arti- 
ficiels. Exemple  :  les  propriétés  des  triangles  homolo- 
giques,  qui  sont  évidentes  loisqne  l'on  considère  la  figure 
comme  la  perspective  d'un  trièdre  coupé  par  deux 
plans.. 


(   ^o   ) 


XOTE  SLR  U\E  0UESTIO\  DE  LICENCE  ('); 

Par  m.  AUDIBERT, 


D'après  le  lexle  de  la  quatrième  question  d'Aualyse 
proposée  aux  candidats  à  la  Licence,  îi  Tiennes,  l'équa- 
tion 

cc--h y--T- z'-:=  ^a-(x'--hj-),         ou         z- =  m(cc--h y-), 

dériverait,  par  la  détermiuation  de  la  l'onction  arbi- 
traire, de  l'équation  générale  des  surfaces  pour  les- 
quelles MN  =:  OjN. 

Or,  z- =  in(^x-  -X- y-  )  représente  nu  cône  de  révolu- 
tion autoui-  de  l'axe  OZ,  et,  dans  ce  cas,  MN  est  le 
côté  d'un  triangle  rectangle  dont  OiN  est  l'hypoté- 
nuse. 


IICEXCE  ES  SCIENCES  MATIIÉIIATIOIES. 


SESSION    DE    NOVEMBRE   1896.    —    COMPOSITIONS. 


Paris. 


Analyse.   —  î.    Une  siuface    S   étant  rapportée  à 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj',   O z^  soient  iM   un 

(')   Voir  oclohrc  if'çj'i,  p.  47^- 


(  ^'  ) 

point  de  S,  MT  la  tnngenLe  en  ÎM  à  la  section  tic  S 
par  le  plan  zOM,  T  le  point  oii  MT  rencontre  Oz. 
Soient,  de  plus,  m  In  projection  de  M  sur  Oz  et  1?  la 
projection  de  M  sur  le  plan  xO z. 

Former  et  intégrer  V équation  aux  dériuées  par- 
tielles que  vérifient  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
le  produit  ^Ini  x  OT  des  segments  Mm  et  OT  est  égal 

(en  tout  point  M)  à  OP  . 

(On  pourra  prendre  comme  foîiction  le  z  du 
point  M,  et,  comme  variables  indépendantes,  les 
coordonnées  polaires  r  et  Q  de  la  projection  du  point  IM 
sur  le  plan  xOy). 

L'équation  demandée  esl 

~ -^  =  ^^^^ — h  cos^O, 

r         dr         r- 

éfjuation  homogène  (jii'on  sait  inlcgr(M\  Ou  trouve 

z  =  r  cos  0  lang     cos  0  log , 

eu  désiguaut  par  F(0)  une  foucliou  arl)itraire. 

II.  Soit  z  une  z>ariable  complexe  et  soit  }  (z )  l'in- 
t  égrale 

^'*  Z(l  —  S2)2 

Posons 

9(.-)  =  «•"=',         F(^)  =  ç>(.-) 


?(-) 


i"  Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes que  doivent  vérifier  C  et  les  coefficients  a,  p, 
Y,  0,  pour  que  la  fonction  F (2)  soit  uniforme  dans 
tout  le  plan? 


(  82  ) 
2"  Quelles  conditions  faut-il  aj  ouler  pour  queY  (^z) 
se  réduise  à  une  fonclion  rationnelle  de  z? 

Méca^jique.  —  I.  Un  disque  circulaire  K,  de  rayon^, 
est  fixé  dans  un  plan  'vertical.  Un  deuxième  disque 
circulaire  B,  homogène  et  pesant,  de  même  rayon  R, 
est  mohile  dans  le  même  plan  vertical  et  assujetti  à 
rester  en  contact  a^ec  le  disque  A,  sur  lequel  il  peut 
glisser  sans  frottement. 

Le  disque  B  est  abandonné  sans  vitesse  initiale, 
dans  une  positioJi  telle  que  la  droite  AB,  joignant  les 
centres  des  disques,  fasse,  avec  la  verticale  ascen- 
dante, un  angle  de  45°. 

Trouver  le  mouvement  du  disque  B;  former  V équa- 
tion déterminant  V angle  que  fait  la  droite  AB  avec  la 
verticale  ascendante  au  moment  oii  le  disque  B  quitte 
le  disque  A. 

II.  Un  segment  de  droite  AB,  mobile  clans  un 
plan  T..  est  assujetti  aux  conditions  suivantes  :  il  glisse 
sur  un  point  fixe  O  du  plan  t:,  et  il  est  vu  sous  un 
angle  droit  d'uji  autre  point  C  de  ce  plan. 

Trouver  le  centre  instantané  de  rotation  et  les 
courbes  décrites  par  ce  point  dans  le  plan  tt,  d'une 
part,  et,  d'autre  part,  dcuis  un  plan  lié  invariable- 
ment au  segment  AB.  On  supposera  la  longueur  du 
segment  AB  double  de  la  distance  OC. 

Epreuve  pratique.  —  On  a  observé  à  6''i3™ii%3 
[temps  sidéral)  le  passage  au  pienner  méridien  d' une 
étoile  dont  les  coordonnées  sont 

Ascension  droite 7''58™i7',6 

Distance  polaire 44° 9' 53" 

On  demande  de  déterminer  :  1"  la  latitude  du  lieu 


(  83  ) 
d' observation;  a"  V erreur  (fue  produirait  sur  cette  la- 
titude une  erreur  d  une  seconde  sur  l'instant  du  pas- 
sage;  3"   Verreur  qui  résulterait  d'une  erreur  d'une 
seconde  d' arc  sur  V azimut  du  premier  vertical. 


Besançon. 

ANALYSE.  —  Etant  don/lé  un  sjstènie  d^ axes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  Oz,  soient  deux  points  A  et  B, 
dont  les  coordonnées  sont  respectivement 


A . . .     ,r  =  o . 
B...     X  =  b, 


y  =  o, 
y  =  o, 


z  =--  h, 
z  =  A, 


et  une  circonférence  C  représentée  par  les  équations 

<7,  ^,  h  sont  des  quantités  positives  données. 

On    considère  les  deux  suifaces   coniques   qui  ont 


pour  base  commune  la  circonférence  C  et  pour  som- 
mets  respectifs  les  points  A  e£  B. 

On  demande  de  calculer  le  volume  limité  par  ces 
deux  surfaces  coniques  et  par  le  jdan  des  xy . 

Dans  le  croquis,  les  points  de  ce  volume  se  projet- 
tent sur  le  plan  xO  z,  suivant  la  partie  indiquée  par 
des  hachures. 

On  rema!(|uc  que  les  deux  cùues  se  coupent  suivant 


(  «4  ) 

uuc  seconde  courbe  plane.  On  peut  évaluer  le  volume 
demandé  en  \v.  partageant  en  tranches  infiniment 
minces,  soit  par  d(;s  plans  parallèles  au  plan  des  xy, 
soit  par  des  plans  passant  par  la  ligne  des  sommets. 
Dans  ce  dernier  cas,  chaque  tianche  pourra  être  assi- 
milée, en  négligeant  les  inOniment  petits  du  second 
ordre,  à  un  tronc  de  prisme  triangulaire,  et  l'on  est  ra- 
mené à  l'intégration  d'une  fra<;tion  rationnelle. 

Mécaivique.  —  Un  tube  rectiligne  peut  fournèr  au- 
tour d'une  verticale  Oz.  Dans  ce  tube  est  mobile  sans 


frottement  une  bille  pesante.  Le  tube  fait  avec  Oz  un 
angle  a,  et  sa  distance  à  cet  axe  est  a  ;  m  est  la  masse 
du  tube,  a  celle  de  la  bille. 

Déterminer  en  fonction  du  temps  la  distance  u.A  =  çr 
et  l'angle  A.Ox  =  H.  [On  suppose  que  OA  est  la  per- 
pendiculaire commune  au  tube  et  à  V axe.) 

Examiner  les  divers  cas  particuliers  que  présente  la 
question  pour  des  valeurs  particulières  de  a  et  de  a. 

Emploi  du  principe  des  forces  vives  et  du  théoième 
du  moment  des  quantités  de  niou\ement  autour  de  Oz. 

Astronomie.  —  Calculer  la  distance  angulaire 
géocentrique  de  a  de  l'Aigle  au  centre  de  la  Lune, 
le  19  août  i885.  à  6'',  temps  moyen  de  Paris. 
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On  prendra  pour  données  les  ascensions  droites  et 
les  déclinaisons  des  deux  astres. 


Caen. 

Analyse    cL   Géométrie.    —    I.   Si,    considérant    u 

comme  une  fonction  de  x,  on  calcule  suivant  la  règle 

connue  La  dérivée  seconde   de   la  fonction  composée 

f{x,  u),  on  tombe  sur  une  expression  renfermant  à  la 

r   •     j  • ,  '  du     d-  u 

jois  les  quatre  quantités  x,  u,  -j-  ,  -j—^- 

Cela  fait,  et  considérant  désormais  x,  u.  -r-  et  —, — 
■^       '  ^     ^  dx       dx- 

comme  quatre  variables  indépendantes  distinctes,  on 
déterminera  la  fonction  fi^x.,  u)  par  la  condition  que 
l'expression  dont  il  s'agit  soit  le  produit  d'une  fonc- 
tion F  des  seules  'variables  x  et  u  par  la  quantité 

„  du  /  du  \  2       d-u 

dx  ~^     \dx)   ~^  dx^  ' 

oii  a,  [3,  Y  désignent  trois  constantes  données.  Relation 
qui  doit  exister  entre  a,  fj  et  y  pour  que  le  problème 
soit  possible. 

II.  En  désignant  par  G  une  courbe  plane  donnée, 
on  propose  de  rechercher  les  suif  aces  réglées  satisfai- 
sant à  la  double  condition  :  i°  que  toute  génératrice 
rencontre  la  courbe  G  à  angle  droit  ;  i°  que  G  soit  une 
ligne  de  courbure  de  la  surface  cherchée. 

I.  La  fonclionydoit  visiblement  satisfaire  aux  condi- 
tions 

à^f        à\[_       àfl       dj 
dx'^        dxOu        ôu'^        du 
a     ""      P  y"  ~  ~' 

^  étant  précisément  F.  Intégrant  l'équation  qui  résulte 

Afin,  de  Mathéinat.,  3'  série,  t.  XVI.  (Février  1897.)  6 
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de  l'éga-lilé  des  deux  d(>rnières  fractions,  on  a,  si  y  ^  o, 

■■    •;     est  éiral    à   eT"'i'(x);    pour  qu'il  soit  aussi  égal   à 

-f^>  il  faut  Cfue  o(x)  soit  de  la  forme  Ae?-^. 

L'égalité  de  la  première  et  de  la  quatrième  fractions 
donne  alors  l'équation 

I 

elle  exige  que  ^-  soit  égal  à  a"  et  donne  ensuite 

<l"(x)  =  o,         'l'(x)  =  Bj7  -f-  G, 
f(x,u)  =  Xe?^+Y"-^Bx-i-C. 

Si  Y  est  nul,  on  trouve  d  abord  que  ^  est  de  la  forme 

i  1       du 

o  (x),  puisf[ue  |3  doit  être  nul  etyde  la  forme 
/(x,  m)  =  A  (m-4-  |ajr2)  _j_  Ba;  H-  G. 

II.  D'après  le  théorème  de  Joachimstlial,  le  plan  tan- 
gent à  la  surface  chèrcliée  S  aux  divers  points  de  G  fait 
un  angle  constant  avec  le  plan  P  de  cette  courbe;  or,  cet 
angle  est  mesuré  par  l'angle  des  génératrices  avec  leurs 
projections  sur  P;  si  P  était  horizontal,  S  serait  une 
surface  à  pente  constante  et  développable;  les  lignes  de 
courbure  étant  les  génératrices  et  les  lignes  de  niveau. 

On  trouvera  beaucoup  de  formes  pour  la  solution 
analytique. 

Mécanique.  —  I.  Dans  lui  plan  fixe  P,  on  donne 
une  crcîoïde  L  et  la  droite  ST  qui  la  touche  en  l'un  de 
ses  sommets  S.  Un  triangle  ABC  glisse  sur  le  plan  P 
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de  nianière  que  le  sommet  A  reste  5//r  la  droite  ST  et 
(jue  le  côté  AB  soit  coustammejit  tangent  à  U,  le  point 
de  contact  se  déplaçant  sur  la  cycloïde  avec  une  vitesse 


constante.  Lieux  du  centre  instantané  de  rotation  dans 
le  plan  P  et  dans  le  plan  du  triangle.  Pour  u?ie  position 
donnée  de  ce  triangle,  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  du  point  C  et  le  centre  des  accé- 
lérations du  plan  mobile. 

II.  Sur  un  cône  dont  toutes  les  génératrices  font 
avec  la  verticale  un  angle  de  i\o°.  déterminer  une 
courbe  G  telle  que,  si  un  point  pesant  glisse  sur  celte 
courbe  sans  frottement,  il  exercera  sur  elle  une  pres- 
sion constamment  horizontale;  la  courbe  C,  qui  est 
fixe,  a  sa  tangente  horizontale  en  un  point  situé  à  la 
hauteur  h  au-dessus  du  sommet  du  cône  et  le  mobile 
considéré  j  est  animé  d'une  vitesse  égale  à  \Jigh.  Loi 
du  mouvement  ;  direction  et  grandeur  de  la  piession 
exercée  sur  C  par  le  point  pesant  dans  une  position 
quelconque. 

I.  Soit,  dans  une  position  quelconque  du  triangle, 
INl  le  point  où  AB  touche  U  :  on  voit  sans  peine  que  le 
centre  instantané  est  au  point  le  plus  bas  du  cercle  géné- 
rateur passant  par  !M  ;  son  lieu  dans  le  planP  est  la  base 
de  la  cycloïde;  dans  le  plan  mobile,  c'est  un  cercle  de 
centre  A  et  de  rayon  2«,  a  étant  le  rayon  du  cercle 
générateur. 

Le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  C  s'obtient 
par  la  conslruclion  de  Savary. 
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Les  coordonnées  du  centre  des  accélérations  K  sont 
données  par  des  équations  de  forme  connue 

(u-c^  w' r,  =  o,  co' ^  —  LO-  q  —  107'  =  o. 

On  voit  que  cr'  est  égal  à  —  2 a  10.  D'ailleurs,  dans  le 
plan  P,  arcSM  est  de  la  forme  4«sina  (a  angle  de  AB 
avec  ST)  ;  on  a 

dt 
et 

4asina  =  c<,         — 4^wcosa  =  c, 

—  4'^f^^sina  —  4<^w'cosa  =  o. 

On  a  donc 

w'  =  —  to-  tanga, 

et  les  coordonnées  de  K  sont 

^  =  asin2  3:,         r,  =  a  (i -+- cosax); 
le  point  K  se  confond  avec  M. 

II.  Masse  du  mobile  i  ;  P,  pression  sur  G,  fait  avec  les 

axes  les  angles  a,  ^ '^1  i  '  Donc 

d^x 

(.)  ^=-Psma, 

d^z  __ 

(3)  ^^2  -      ^' 

les  axes  étant  choisis  convenablement.  La  pression  étant 
perpendiculaire  à  la  vitesse, 

dx         .       dy 

(4)  ^«^^^-^^•^°'^="' 

d'où,  en  combinant  (i)  et  (2), 

dxd^dyd^^^  dx"^        dy-^  =  2 -A 

dt    dt'-  ^  dt  dt"^  '  df^        dtï  * 
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( 3 ) donne 

dt 

éliminant  dl- ^ 

dx'^-\-  dy-  h 


-  =ig{h  —  z)\ 


h  —  z 


En    coordonnées    cylindriques    u,    '1/    et    s,    comme 

ici  z  ^  ii, 

dii--+-  u-d'b'^  h 


du'^  h  —  u 

du  h  / 

rt'j/  = =zz=^  >  H  =    -  (    I   -f-  COS  'Il 

\/h  u  —  u-  '^  V 

G  se  projette  suivant  une  cardioïde. 
(3)  donne  aussi 

u  =  z  =  h  —  -  sf-. 


Maintenant  x  ^  u  costL  donne 


dx       h.       .    ,         ■  .,,d'b 
dt         2  ^  '  '  '  dt 


de  même,  j'  =  u  sin  6, 

-T-  =  -  (  COS  0  H-  COS-  o  )  ^-  ; 

h  'h  d'il 

et  (4)  devient,  en  divisant  par  -  cos  -^  -jy, 


?in  (  : 


3'J; 


P  fait  l'angle  -  avec  la  perpendiculaire  à  OZ. 

Enfin,  en  difîérentiant  l'équation  x-  -h y-  —  3-=  o, 

d^x  d'^y  d'-z        dx'^        ^  _  ^'  _ 

^  "^  ^^  'dt^  ~  ^  lîr-  '^  'dF  ^  dt^        dl'-  "  "' 
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,           .  d-^x     ^  d-^y           ,           ,            .  .     .    .     dx^ -^  dy-t 
remplaçant  —rj  et  —rj  P^''  ^^'^  valeurs  (i),  (2);  , 

""^  dkP^'^^S^'''^''8(J'  —  -)^ 

—  P(a"cos  a  -i-^'  sin  a)  -f-  gz  -i-  2^/1  —  2^(/i  —  2)  =  o; 

3  o- 

P  u  cos  (  %  —  'Y)  =  3  gz,  F  = • 

cos  -  <li 
■2  ' 

P  est  infini  au  soin  met  du  cône. 


Epreuve  PRAxigrE.  —  En  un  point  de  l' éqiiateur, 
on  observe  une  étoile  dont  L'ascension  droite  est 
6**'4o"'26%8  et  la  déclinaison  i6°34'5",»  ;  l'étoile  est  à 
l'est  de  l'observateur  et  à  32."  12' 20",  5  du  zénith.  Cal- 
culer l'heure  sidérale.  (Rép.  :  4''48'"22^-) 


CORRESPO\'DA\CE. 


M.  M.  (Paris).  —  Voici  comment  on  peut  résoudre 
géométriquement  la  première  partie  de  Ja  ques- 
tion 1498  ('). 

On  donne  deux  droites  fixes  passant  par  un  point  C 
et  une  droite  AB  de  longueur  constante  glisse  sur  ces 
deux  droites.  Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  est  une  ellipse. 

(W'eill.) 

On  sait  que,  quelle  que  soit  la  position  de  AB,  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  a  un  rayon  de  gran- 


(')   Voir  p.  400,  i88'(,  et  p    Syo,  189G. 
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deur  coustante  et  que  son  centre  O  est  sur  un  cercle  de 
centre  C.  Abaissons  de  B  une  perpendiculaire  sur  CA. 
Le  symétrique,  par  rapport  à  CA,  du  point  D  où  elle 
coupe  le  cercle  circonscrit  à  ABC  est  l'orlliocentre  H  du 
triangle  ABC.  Puisque  l'angle  CBD  est  de  grandeur 
constante  quelle  cjue  soit  la  position  de  B,  et  que  le 
cercle  circonscrit  reste  aussi  de  grandeur  constante,  les 
cordes  telles  que  CD  sont  égales.  Comme  CH  =  CD,  on 
voit  déjà  que  le  lieu  de  H  est  un  cercle  de  centre  C. 

Le  centie  E  du  cercle  des  neuf  points  est  le  milieu  du 
segment  OH.  Ce  segment  a  ses  extrémités  sur  les  cercles 
décrits  pai-  O  et  H  et,  comme  les  droites  CO,  CH  sont 
également  inclinées  sur  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  données,  on  peut  tout  de  suite  conclure  (  '  ) 
que  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  ABC  est  une  ellipse  qui  a  pour  normale  en  E 
la  d'oite  OH,  dont  le  grand  axe  est  égal  à  la  somme 
des  segments  CO,  CH,  dont  le  petit  axe  est  égal  à  la 
différence  de  ces  segments,  ces  axes  étant  dirigés  sui- 
vant les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites 
données. 
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Tous  ceux  qui  ont  passé  par  une  classe  de  Malhérnatiques 
spéciales  connaissent  les  Z,eço«.ç  de  Géométrie  analytique  de 
MM.  Briot  et  Bouquet.  Pendant  de  longues  années,  elles  ont 
été  la  source  unique  à  laquelle  venaient  puiser  les  professeurs 
et  les  élèves.  Mais,  à  la  suite  de  changements  apportés  aux 
programmes  des  écoles  et  de  l'inlroduclion  de  nouvelles  mé- 
thodes dans  l'enseignement,  elles  présentaient  quelques  la- 
cunes et  étaient,  en  conséquence,  un  peu  délaissées  des  uns  et 
des  autres.  Dans  la  récente  édition  de  ces  Leçons,  que  nous 
signalons  aujourd'hui  aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales, 
ces  lacunes  ont  été  heureusement  comblées  par  M.  Appell, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  élève  de 
MM.  Briot  et  Bouquet. 

S'inspirant  des  leçons  de  ses  anciens  maîtres,  M.  Appell  a 
conservé  à  leur  Ouvrage  le  caractère  de  simplicité  et  de  pré- 
cision que  leur  avaient  donné  ses  savants  auteurs.  Le  Livre 
est  donc  élémentaire  par  les  méthodes  et  l'ordre  suivi.  Mais  il 
donne  des  idées  nettes,  avec  exemples,  sur  des  questions  éle- 
vées, dont  voici  l'énumération  : 

Coordonnées  homogènes,  trilinéaires  et  tangentielles ; 

Invariants  simultanés  de  deux  coniques;  points  d'inflexion 
d'une  courbe  plane,  hessienne  et  formules  de  Pliicker  (ces  der- 
nières sans  démonstration);  courbes  unicursales;  invariants 
dans  les  surfaces  du  deuxième  ordre;  signification  du  signe  du 
discriminant;  courbes  gauches  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre;  complexes  de  droites. 

L'ordre  d'exposition  consistant  à  passer  du  simple  au  plus 
difficile,  adopté  par  MM.  Briot  et  Bouquet,  et  qui  est  d'accord 
avec  le  nouveau  programme  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, a  été  respecté.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter 
les  avantages  qu'il  peut  y  avoir  à  placer  la  théorie  des  coniques 
avant  celle  des  courbes  d'ordre  quelconque,  ou  à  faire  l'inverse  ; 
nous  nous  bornerons  à  signaler  le  parfait  enchaînement  des 
idées  et  la  perfection  de  la  forme,  grâce  auxquels  la  lecture 
de  ce  Livre  est  aussi  aisée  aux  commençants  qu'utile  à  ceux 
qui  sont  déjà  rompus  aux  méthodes  de  la  Géométrie  analy- 
tique. M.  Appell  s'est  du  reste  attaché  à  mettre  en  évidence 
l'idée  principale  de  chaque  question,  sans  s'égarer  dans  des 
détails  qui  font  perdre  de  vue  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel, 
qui  ne  sont  d'aucun  profit  pour  ceux  qui  ont  déjà  acquis 
l'expérience    de  la   Géométrie  analytique,  et  qui  sont    de    na- 
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ture  à  troubler  singulièrement  les  élèves  inexpérimentés. 
En  résumé,  les  nouvelles  Leçons  de  Géométrie  analytique 
de  MM.  Briot  et  Bouquet  nous  paraissent  appelées  à  parcourir 
une  carrière  au  moins  aussi  vaste  que  les  anciennes,  et  nous 
ne  connaissons  pas  de  guide  plus  sûr  pour  les  candidats  aux 
Ecoles,  pour  les  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  et  pour 
les  candidats  à  l'Agrégation.  X.  A. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1542. 

(i885,  p.  3y2.) 

Etant  donnés  deux  plans  fixes,  on  considère  deux  sphères 
de  même  rayon,  tangentes  entre  elles,  et  touchant  chacune 
un  des  deux  plans. 

Le  point  commun  de  l'une  des  deux  sphères  avec  le  plan 
correspondant  étant  donné,  on  demande  le  lieu  du  point 
commun  aux  deux  sphères  lorsque  l'on  fait  varier  leur 
rayon.  (  Geneix-Martin.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Thévenet, 

Elève  à  l'École  Lacordaire. 

Soit  M  le  point  de  contact  donné. 

La  sphère  S,  tangente  à  Q  au  point  M,  a  son  centre  sur  la 
normale  MA. 

Je  nie  fixe  un  rayon 

R  =  MO, 

O  sera  alors  le  centre  de  la  sphère  S,  qui  a  pour  rayon  R 
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Le  centre  de  la  sphère  S,  tangente  à  P,  sera  dans  un  plan  Pi 
Fis.  1. 


dont  la  distance  à  P  sera  précisément  R.  Or,  les  deu\  sphères 
S  et  S  étant  tangentes,  la  distance  de  leurs  centres  estîR. 
Si  donc  du  point  O  comme  centre  je  décris  la  sphère  de  rayon 
aR,  elle  coupe  le  plan  Pi  suivant  un  petit  cercle  C,  qui  sera 
le  lieu  du  centre  de  S  pour  la  valeur  donnée  de  R. 

Et  le  lieu  du  point  de  contact  pour  cette  valeur  sera  le  cercle 
section  du   cône  OC  par  le  plan  Pg  équidistant  de  O  et  de  Pj. 

Je  vois  donc  déjà  que  le  lieu  cherché  est  une  surface  du 
deuxième  degré,  dont   une  direction  de  plans  cycliques  est  P. 

Gherclions  si  cette  surface  a  des  ombilics  réels. 

Pour  que  le  cercle  F  ait  un  rayon  nul,  il  faut  que  le  cercle  G 
ait  aussi  un  rayon  nul.  La  sphère  décrite  de  O,  avec  2K  pour 
rayon,  doit  donc  être  tangente  au  plan  Pj. 

La  distance  de  O  au  plan  P  sera  alors  3R. 

Considérons  le  plan  mené  par  MA  perpendiculairement  à  P. 
Soit  i  la  trace  de  MA  sur  P. 

Je  dois  avoir 

I\IO  _  £ 
O^  ~  3* 


Or 


9J: 

Mi 


Mi  — MO 

m7 


Off 

mk' 


Je  doisdonc  avoir 


i\Ij_I\10        3  MO 


Mi 


MK 


d'où 


MO 
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longueur  que  je  puis  construire.   J'ai   ainsi   un  ombilic  de  la 
surface.  J'en  aurai   un  autre  de  la  même  manière,  en  prenant 

un  centre  de  S  au-dessus  de  M. 


J'ai  donc  deux  ombilics  réels.  Mais  les  plans,  parallèles  aux 
plans  tangents  en  ces  ombilics  et  situés  entre  eux,  donnent 
des  sections  imaginaires,  car  il  est  évident  que  si  je  prends  MO 
très  petit,  la  sphère  de  ravon  2R,  décrite  de  O,  ne  coupera 
plus  le  plan  Pi  correspondant. 

La  surface  lieu  est  donc  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

J'en  ai  deux  ombilics,  donc  le  centre;  et  j'en  ai  un  point 
quelconque  par  la  méthode  indiquée. 


SOLUTION   ANALYTIQUE. 


Soit  pris  le  point  de  contact  fixe  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  pour  plan  ^  =  o  le  plan  correspondant. 
L'équation  de  la  sphère  S  qui  le  touche  est 


Soit 


X-  -]-  j-  -i-  z-  —  'îAZ  =  o. 
A.X  -h  By  —  Gz  -h  d  =  o 


l'équation  du  deuxième  plan. 

Le   centre  de  la  deuxième  sphère  S  est  un  point  y.,  p,  y  qui. 
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à  cause  de  l'égalité  des  deux,  sphères,  vérifie  la  relation 

Aa-4-B^^CY  +  D  _ 


(0 


v/A2H-B2+C2 


Ce  point  se  trouve  aussi  sur  la  sphère  décrite  du  centre  de  S 
avec  un  rayon  double  de  celui  de  S.  On  a  donc 

(2)  a2+p-^-^(Y-X)2=4À2. 

Le  point  O,  milieu  du  segment  déterminé  par  les  centres  de  S 
et  de  S',  est  un  point  du  lieu.  Soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées. 
On  a 

'  ^=^ 


Pour  avoir  le  lieu,  j'élimine  a,  p,  y»  X,  entre  les  relations  (i), 
(2)  et  (3).  Pour  cela,  remplaçant,  dans  (1)  et  (2),  a,  8,  y  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (3),  j'ai 

2AX-f-2BY  +  C(2Z— X  )+D       , 

(i  )  .  ^ — — —  =  A, 

v/A2-f-B2-t-C2 

(2')  X2  +  Y2+Z2—  2XZ  =  0. 

Cette  dernière  relation  exprime  que  le  point  X,  Y,  Z  du  lieu 
est  sur  la  sphère  S. 

L'élimination  de  X  entre  (i')  et  (2')  donne  le  lieu 

X2+Y2+Z-2  _  2(AX-+-BY  +  CZ)H-D 

2Z  ~"         y/A2  H-  B2  -f-  C2  -t-  C 

Ordonnons  cette  équation.  Elle  devient 

[/p+ip^n^^.^  g]  (X2-)-  y2) 

_i_  yx-2  +  B^  +  &  _  3  C]  Z2  —  4  AXZ  —  4  B  YZ  -  4  DZ  ^  o. 

1"  Cette  surface,  qui  est  du  deuxième  ordre,  admet  la  direc- 
tion des  plans 

Z  =  A 
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comme  direction  cyclique.  En  particulier,  le  plan 


la  coupe  suivant  un  cercle  de  rayon  nul. 

•x°  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  direction  du  plan 

AX  -^  BY  +  CZ  =  G 

est  aussi  circulaire;  car  elle  donne 

AX  -+-  BY  =  —  CZ, 

et    l'équation    de    la    surface    devient,    quand    j'ai    remplacé 
(ÂX-+-BYj  par  —  GZ  : 

(X-^-+- Y2-f-Z2)(/Â2TB2^rC-^-;-C)—  4DZ  =  o, 

ce  qui  montre  que  l'intersection  du  plan  et  de  la  surface  est  la 
même  que  celle  d'une  sphère  et  de  ce  plan. 

3°  On  aurait  aisément  les  coordonnées  du  centre. 

4°  On  pourrait  discuter  la  surface,  en  considérant  les  plans 

AX  ^  BY  -^  CZ  =  h. 

Soient  /i'.  A"  les  valeurs  de  h  donnant  des  ombilics;  on  donnerait 

alors  à  h  une  valeur  Ao  comprise  entre  A'  et  A",  et  l'on  verrait 

que  le  plan 

AX  -4-  BY  -I-  CZ  =  K 

donne  une  section  imaginaire;  ce  qui  montrerait  que  la  sur- 
face est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Mais  le  calcul  serait  long;  et  il  semble  que  le  plus  simple 
soit  encore  de  recourir  à  l'équation  en  S,  laquelle  donne  assez 
rapidement  le  résultat. 

Question  1557. 

HS8"),  p.  aM.) 

Par  un  point  M,  pris  d'une  manière  quelconque  sur  le 
côté  BC  du  triangle  ABC,  on  mène  des  parallèles  aux 
côtés  AC,  AB. 

Ces  droites  coupent  respectivement  aux  points  B',  G'  les 
côtés  AB   et  AC.    Démontrer  que,  si  la  droite  qui  joint  le 
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sommet  A  au  point   I  de  rencontre  des  droites  B'C  etBC 
coupe    la   droite   B'C   au  point    M',    on   a 


MB 
MG 


(  D'OCAGNE.) 


SOLUTION 
Par  M.  H.  Lez. 


Dans  le  quadrilatère  AB'IC,  prolongeant  la  diagonale  B'C 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  diagonale  extérieure  BG,  et  joi- 
gnant le  point  de  rencontre  \  au  sommet  A,  les  quatre  droites 


NA,  BA,  lA  et  CA  formeront   un  faisceau  harmonique,  ce  qui 
permettra  d'écrire,  au  signe  près, 

M'B'  _  N^' 

Mais,  par  construction,  B'M  étant  parallèle  à  AC,  les  trian- 
gles semblables  NB'M,  NC'G  donneront 

NB'  _  M  B' , 

NC  ~  CC' 

de  même,  les  triangles  semblables  BMB',  MGC  donnent  aussi 


Donc 


MB'  _  MB 

"ce  ~  MG" 

M'B'  _  MB 
M' G'  ~  MG' 


r.    Q.    F.    D. 


(    'oo   ) 


QIIESTIOXS. 


17o6.  Diviser  un  cercle,  de  rayon  donné,  en  trois  parties  équi- 
valentes et  inégales  formées  par  des  arcs  de  cercles. 

(Émine.) 

1757.  Des  paraboles  ont  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  plane  donnée  en  un  même  point  de  cette  courbe; 
quelle  est  l'enveloppe  de  leurs  axes?  Déterminer,  pour  l'un  de 
ces  axes,  le  point  où  il  touche  cette  enveloppe  et  construire  le 
centre  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant  à  ce  point 
de  contact?  (Mannheim.) 

1758.  Si  quatre  points  d'une  droite  sont  assujettis  à  rester 
sur  des  sphères  ayant  leurs  centres  sur  un  même  plan  P,  tout 
point  de  la  droite  décrit  une  courbe  située  sur  une  sphère 
ayant  son  centre  dans  ce  plan  P.  (A.  Pellet.) 

1759.  Dans  le  déplacement  d'une  figure  de  forme  invariable, 
les  plans  normaux  aux  enveloppes  de  tous  les  plans  parallèles 
à  une  droite  de  la  figure  mobile  passent,  à  un  moment  donné, 
par  une  même  droite  parallèle  à  l'axe  central. 

(A.  Pellet.) 


ERRATA. 


Tome  XV,  1896;  question  1747,  au  lieu  de  De  ridentité  (i)  cor- 
respondante déduire  qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  satis- 
faire à  l'identité  suivante — ,  lisez  L'identité  (i)  correspondante  est 
une  des  solutions  de  l'identité  suivante,  à  laquelle  on  peut  satis- 
faire d'une  infinité  de  manières....  (Gilbert.) 

Page4io,  ligne  12,  au  lieu  de  tangw,  lisez  tang^w. 
Page  4i3)  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  »„,  lisez 

o„(a?  — a7„,  :k  — r»'-  — -o)- 
Page  4'8,  ligne  \!\,  au  lieu  de  \  lisez  8  a. 


(    'o,    ) 

[A3k] 

COXCOLRS  DES  «  NOUVELLES  AW'ALES  »  POIR  1896; 

Par   m.   R.  GILBERT  (  •  ). 


Soit  F(a:)  un  polynôme  du  quatrième  degi'é,  dont 
les  quatre  racines  «,  Z»,  c,  d  sont  distinctes  ',  on  divise 
le  carré  de  la  dérivée  par  Y  (x).  Si  l'on  désigne 
par  Q  et  ^  le  quotient  et  le  reste  de  cette  dii'isio/i, 

on  a 

F"-{x)  =  F(^)Q-+-  R. 

i"  Prouver  que  Q  est  un  car  jé  par  fait  ; 
2"  Prouver  que  le  polynôme 

F(^)-^pR(:r) 

est  carré  parfait  pour  tiois  l'aleurs  différentes  de  p. 
3°    Trouver  tous  les  polj nomes  du  quatrième  degré 
G[x)  qui  sont  tels  que  le  polynôme 

F(x)-hpG(T) 

soit  carré  parfait  pour  trois  valeurs  distinctes  de  p. 

4"  En  général,  le  reste  R  est  du  troisième  degré  ; 
pour  qu  il  s' abaisse  au  second,  il  faut  et  il  suffit  (jue 
la  condition  suivante  soit  remplie  : 

F'(a)^V'(b)  -f-F'(c)-+-  F'{d)  =  o. 

Le  resLe  R  est  alors  carré  parfait;  il  ne  dijjère  de  Q 
que  par  un  fadeur  constant. 

Montrer  (pie  ce  cas  est  caractérisé  par  ce  fait  que 
V addition  à  Y  [x)  d'une  constante  convenable  rend 


(')   MciDoirc  ayant  oblciui  le  prix. 

Ann.  de  Mat/téniat.,  3'  séi-ie,  l.  W'I.  (M.iis  iSçit.) 


(  '^^  ) 

le  polynôme  carré  parfait,  La  réciproipie  est -elle 
m'aie  ? 

Dans  ce  cas,  les  paragraphes  2"  et  3"  subissent-ils 
(jneUiue  niodi/icalion  ? 

1.   Soit 

¥ (x)^^  Uoix  —  a ){x  —  b){x  —  c){x  —  d) 

^^  a-,x*  -^  f\a^x^  -~  6rt2^'  -i-  4^3^  "T~  '^i 

un  polynôme  du  quatrième  degré  dont  les  quatre  ra- 
cines «,  Z>,  c,  d  sont  distinctes.  On  divise  le  carré  de 
la  dérivée  par  F(x) -,  soit  Q  le  quotient,  R  le  reste; 

on  a 

F'2(.r)  =  Vix)  0{x)  -j-  \K(x). 

Clieiclions  s'il   est  possible  de  déterminer  p  tel  que 
t  -f-  oR  soit  carré  pnrfait.   Posons 
F  ^pK  =  pp2^ 

P  étant  un  polynôme  en  x  du  second  degré. 

Le  système  des  deux  équations  précédentes  est  équi- 
valent au  suivant  : 

^  F'2  =  FQ-t-R, 

\   F(pQ  — i)  =  p(F'2_P2). 

Il  faut  et  il  sutlit  que  la  seconde  équation  soit  vérifiée 
identiquement.  Or  elle  est  du  sixième  degré 5  et,  en 
tenant  compte  de  la  première,  les  termes  de  degrés  six 
et  cinq  sont  les  mêmes  dans  les  deux  membres  5  il  y  auia 
donc  cinq  conditions;  on  en  obtient  quatre  en  écrivant 
que  a,  b,  c,  (/sont  des  racines  du  second  membre  :  ce  qui 
conduit  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  : 

P(a)=      F'(«),  ;•  P(«j=      F'(a), 

P(è)=      F'(6),  \P(b)=      F'(6), 

^  P(c)=      F'(c),  i  P(c)=-F'(c), 


P(d)=—F'id),  I    P(r/)=— F'(rf), 


I 
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ce   qui,    eu   applicjuaut   la   foruiule    d'iaterpolaliou   de 
Lagrauge ,    douue   l'uue   ou   l'autre    des    deux    valeurs 
de  P(.r)  : 

\x  —  a        X  —  b        X  —  c        X  —  a  I 

Vi^x)  ^  F(.r)  f^-—  4-  — ^ ' ^  ) . 

\x  —  a        X  —  o        X  —  c        X  —  (// 

La  preuiière  douue  pour  P  ua  poljuouie  du  troisième 
degré.  Reste  donc  la  seconde 

P  (  a^  )  =  «1,  [  .r2  (  c  -i-  f/  —  a  —  b)  -\- . .  .]. 

Ou  obtiendra  la  ciurjuiènie  condition  en  identifiant 
les  termes  de  plus  haut  degré  dans  F  +  pR=:  pP-;  ce 
qui  donne 


(a  ^  b  —  c  —  d y- 


et  l'on   voit   ainsi  qu'il  y   a  trois  valeurs  de  p   rendant 
V  +  pR  carré  parfait. 

2.  Proposons-nous  maintenant  le  px'oblème  plus  gé- 
néral de  trouver  tous  les  polynômes  G(\r)  du  quatrième 
degré  tels  que  F  -j-  oG  soit  carré  parfait  pour  tiois  valeurs 
de  p.  Ce  problème  a  des  solutions,  puisque  nous  venons 
d'en  trouver  une. 

Observons  d'abord  que  les  coefiicienls  de  R(a:)  ren- 
dus entiers  sont  des  fonctions  du  troisième  degré  de 
a,t,  a,,  rto,  a-i,  ri;  ,  de  soite  (pte 

aoR{x)  =  6o.r-'  -+-  3biX-  -+  ibox  -+-  b^. 

Ce  poljnome  Pt(x)  peut  se  mettre  sous  une  autre 
foriue.   Faisons  x  =  a  dans  l'équation  F'-  =:  FQ  -+- 1\, 

on  a 

l\(a)  =  P'Ha), 


(  'o4  ) 

d  (jÙ,  par  la  formiiU»  criiilerj)olalion  tlf  Lagraiigc, 

F'(r/)        V(b)        ¥'(c) 


On  en  tire 


X  —  b 


y  ici)' 

X  —  d 


^  X  —  a\ 


b,^al[Z¥'(a)]. 


En  général,  le  reste  R(a:)  est  du  troisième  degré; 
pour  qu'il  s'abaisse  au  second,  il  faut  et  il  suffit  fjue 

vF'(«)  =  o. 

Remarquons  que,  si  cette  condition  s'exprime  en  fonc- 
tion entière  des  coefficients  de  F(a:),  l'équation  obtenue 
ne  renferme  pas  «.,  5  en  outre,  il  n'y  a  qu'un  terme  en 
«3  de  la  forme  K^^rts,  car  le  prenner  membre  de 
l'équation  précédente  est  de  poids  trois  (K  est  un 
nondjre). 

Cela  étant,  pour  que  F(.r)  soit  carré  parfait,  il  faut 
et  il  suffit  visiblement  que  R (a?)  soit  identiquement  nul. 
Mais  les  conditions  pour  (juil  en  soit  ainsi  doivent  se 
réduire  à  deux  a  priori;  et  si  ces  conditions  s'expri- 
ment en  fonction  de  «o,  «n  «25  «3,<^4i  ce  dernier  élé- 
ment «^  doit  entrer  dans  l'une  des  conditions,  car  sinon, 
F(x)  étant  carré  pai-fait,  Yix)  +  K  le  serait  aussi,  quel 
que  soit  K.   Ces  deux  conditions  seront  : 

1°  SF'(rt)  =  o;  soit  M  =  o  cette  équation-, 

2°  Une  condition  renlermant  «/, ,  soit  jN  ^  o  cette 
équation. 

De  là  suit  que  Q  est  carré  parfait,  car  ses  coefficients 
ne  dépendent  que  de  «o,  «i,  «2;  si  donc  l'on  dispose 
de  «3,  a^  (et  c'est  possible  d'après  ce  qui  précède),  de 
façon  que  M  =r  o,  jX  :=  o,  Q  ne  change  pas;  mais  dans 

P'2 

ce  cas  il  est  visible  que  Q  =  —  est  carré  parfait. 


(  1^5  ) 

3.  Revenons  aux  polynômes  G  (a).  Divisons  G'-  par 
G;  soit  S  le  reste  et  posons 

Si  F  +  pG  est  carré  parfait,  le  reste  R,  relatif  à 
F  +  oG,  est  identiquement  nul^  si  donc  nous  désignons 
par  bp{o)  ce  que  devient  le  coeflîcient  bp  quand  on 
reni[)lace  F  par  F  +  pG,  les  quatre  équations  suivantes 
doivent  être  simultanément  satisfaites  pour  une  même 
valeur  de  p  : 

ibo(p)  =  bo  -^  Cop  -\-  do  p-  -t-  ho  p^  —  o , 
6i  (p)  =  6,  -H  Cl  0  -t-  di  p-  -H  A]  p2  —  o, 

'     6,(p)  =  6-2  -r-  Ci  p  -+-  f/2p2  +  h,p^  =  0  , 


bsip)  =  b-i-+-  c-ip  +  d-i  p2  -H  /i3  p^  =  o  ; 

car  les  coefficients  h  s<jnt  évidemment  du  troisième  degré 
en  fonction  de  ceux  de  F(x). 

A  chaque  valeur  de  p,  rendant  F  +  pG  carré  parfait, 
correspond  une  racine  commune  à  ces  équations;  ce  qui 
montre  qu'il  ne  peut  pas  y  avoir  plus  de  trois  valeurs 
de  p,  car  on  aurait  Z»o  =  ^i  =  Z>2  :=  ^3  =  05  F(x)  serait 
carré  parfait  et  ses  racines  non  distinctes  comme  on  l'a 
supposé.  Pour  qu'il  y  ait  trois  valeurs  de  p  rendant 
F  4-  pG  carré  parfait,  il  faut  que  les  équations  (i)  aient 
les  mêmes  racines. 

Donc,  en  particulier,  on  aura 

^0  _  ^1  _  ^2  _  ^3 
ho        hi        A,        h  3 

Cela  exprime  que  les  restes  R,  S  sont  les  mêmes,  à 
un  facteur  |)rès. 

On  peut  donc  poser 


(   'oG) 
D'autre  part,  Q(.p)  étant  carré  parfait,  si  l'on  iden- 
tifie les  premiers  termes  de  F'-  =  FQ  4-  R,  on  trouve 

Q  =  i6ao  ( X  -i-  —  ]  . 
\  «0  / 

Doue  on  est  conduit  à  trouver  un  polynôme  G(x), 
tel  que 

G'2  =  16^0  f X -r-  —  y  X  G -t-  i6^3aoR. 

Dans  cette  égalité,  R  seul  est  donné;  on  pourrait 
identifier  les  deux  membres  et  obtenir  «o  5  g\t  gii  gaj  g', 
en  fonction  de  deux  variables;  mais  le  calcul  serait  plus 
pénible  que  de  la  façon  suivante  : 

Posons  g\=^gQ'^-  t^t  faisons  le  changement  de  va- 
riable 

X  -F  a  =  y  ; 

de  sorte  que  G  (a*)  et  Pi(^)  deviennent  deux  polynômes 
enj-,  que  nous  désignerons  par  U(j')  et  T(y) 

T(y)  =  boy^^Hb,-b,^)y^- 
{  _|_  3  (^,,  _  2  61  a  -i-  6u  a2  )y-i-bi  —  3b.2  a+  3  &,  z'-  —b,aK 

et  l'on  a  l'équation 

U'2=  iGuoy-V  —  «6?  T. 

Identi lions  maintenant  les  dc;ux  membres  de  celte 
équation;  on  trouve,  pour  déterminer  11^^  «o,  «3,  u,,  le 

système 

1   2  «0  ih  —  4  «0  «3  =  [3  Bu , 

1  9  «I  —  uoih  =  3  ^  (  61  —  x  60  ) , 
6 «2 "3  =  3^(63  —  2x61  -^  a- 60), 
al  =  ^(63  —  SaÔQ-T-  ia^^i  —  x^^o)- 

On  lire   immédiatement  de  là  des  ([uanlilés  propor 


(    -o-    ) 
lionuelles  à  «„,  ti>^  u^,  if ;  : 

i^  ^  t^ 

'H 


9(62  — -2 a 61 -H  a2Z*„)2  —  r?.ih:i—  3 a 60  +  Sa^èi  — a»6o)(  bi  —  a 60) 

Égalons  à  A  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  rem- 
plaçons ensuite  les  a  dans  U,  puis  remplaçons  y  par 
X -h  y.  et  réduisons;  on  obtient,  en  définitive,  le  poly- 
nôme G  sous  la  forme 

G  =  À  [62 .ri  -+-46^  .^^.z  ^  Gboi'ibi  a  —  b2)x^ 

-^  ^bo('icibî—9.b:i)x  -h  ^bab^oL  +  gb?^  —  126163]. 

Posons  enfin 

puis 

Gi  =  b^u:'*  —  6606, .r-  —  86063.?-  -H  96.;  —  1261  63  ; 

on  a 

G  =  À  G]  -t-  4  M-^o^o  R- 

C'est  la  solution  du  problème.  En  etiét,  l'équation 
générale  des  polynômes  G  ne  pent  être  que  de  cette 
forme,  qui  renferme  deux  paramètres  arbitraires  À,  |ji. 
Or,  a  priori,  l'équation  générale  des  polynômes  cher- 
chés renferme  deux  paramètres  arbitraires,  leur  défini- 
tion les  assujettissant  à  trois  conditions  ;  c'est  donc  là 
l'équation  générale  des  polynômes  cherchés. 

4.  Nous  allons  maintenant  examiner  un  cas  particu- 
lier intéressant. 

On  a  vu  <pie  R,  qui  est  généralement  du  troisième 
degré,  est  du  second  degré  lorsque  i]  L''(r<)  =  o.  !^ous 
allons  montrer  (pie  ce  cas  est  caractérisé  par  la  propriété 
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suivaiUe  :  Si  l'on  ajoule  à   F(.r)  une  conslantc  conve- 
nable K,  on  a  un  carré  parfait. 

En  eiïet,  divisons  par  F  +  K  le  carié  de  sa  dérivée  F'-; 
soit  Q,  le  quotient.  R,  le  reste,  on  a 

F'2  =  (F+  K)0,^Ri, 
ou 

FQ  +  R  =  (F-^KjQ,-i-  R,. 
ou 

F(Q-Q.)  =  KQi-R,-R. 

Or.  F  étant  du  quatrième  degré  et  le  second  membre 
du  tioisième, 

Q-Qi  =  o, 

KQi  -^  R,  —  R  z=o. 

Cela  étant  :  si  R  est  du  second  degré,  il  en  est  de 
même  de  R)  ;  si,  de  plus,  l'on  dispose  de  K  de  façon  à 
annuler  les  trois  autres  termes  de  KQ,  — R=:KQ  —  R, 
R)  est  identiquement  nul  ;  les  trois  équations  en  K  ainsi 
obtenues  sont  compatibles;  en  ellet,  dire  queR)  est  nul, 
c'est  dire  que  F -|- K  est  carré  parfait.  On  a  vu  plus 
liaut  qu'il  y  a  deux  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
à  savoir  :  i°  Rj  est  du  second  degré  ;  2"  une  autre  con- 
dition renfermant  K.  Les  trois  équations  enK  se  rédui- 
sent donc  à  une  seule  et  K  est  déterminé  par  une  équa- 
tion du  premier  degré. 

Cette  équation  est  R  =  KQ  :  on  voit  donc  que  R  est 
carré  parfait  et  ne  diirère  de  Q  que  jiar  un  facteur 
constant. 

Réciproquement,  si  F  H- K  est  carré  parfait,  R(  est 
nul  et  Ion  a 

(   0  — Qi  =  o, 
(  KQi  —  R  =  o: 

ce  (|ui  montre  que  R  est  du  second  degré. 
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Ces  propriété.-s  se  véritient  sur  l'équalioii  générale  des 
polynômes  G;  en  effet,  dans  ce  cas,  on  a  ^0  =  0,  cl, 
comine  R  est  carré  parfait,  on  a  aussi  gbz  —  1  2^,  /^s^o  ; 
donc  G|  est  nul,  mais  on  peut  faire  ).  et  a  infinis  et  en 
disposer  de  telle  sorte  que 

\  lù,  =  -<), 

(    [-'•^0=  -^n 

0  et  7,  étant  denx  paramètres  arbitraires  finis,  non 
nuls. 

Si  l'on  pose 

G.,  =  —  Qb.îX-  —  Sh^T-h  7-  (  9^2  ^  ''^-^i  ^3)) 

G=  OG.H-.irtor,  R. 
-»  I     •         1  7  •'  7      ;  1  ,  ,     .       6  6-)  8  63 

x>jais    de    qo:,  —  120,03  =  o    on    déchut  — ,-  =  ti~} 

donc  Go  et  R  ont   leui's  premiers  coefficients  propor- 

I                    ■  17                •       9^1  —  11b  ibo       ,, 
tionnels;  quant  a  1  expression  " — - — -, ,  elle  a  une 

valeur  indéterminée  lorsque  b^  s'annule;  car,  s'il  en 
était  autrement,  c'est  que  l'on  aurait,  lorsque  Z»o  tend 
vers  zéro,  une  relation  entre  gb'-,  —  12  Z»!  b^  et  b^^  c'est- 
à-dire  une  relation  entre  les  coellieients  de  R.  Or,  cela 
n'est  pas  possible,  car  alors  se  donner  R,  ce  ne  serait  se 
donner  que  trois  relations  entre  les  coefficients  de  F  ; 
se  donner  R,,  à  un  facteur  constant  près,  ne  donnerait 
que  deux  relations  et  F  dépendrait  de  trois  paramètres 
arbitraires^  mais  c'est  ainsi  (|ue  nous  avons  précisé- 
ment trouvé  G,  et  nous  avons  vu  qu'il  ne  pcuit  dé- 
pendre que  de  deux  paramètres  arbitraires  À,  [ji.;  donc, 

n       f^bl  —  i-ibibi  ,  , 

eniin,  — = — -. a  une  valeur  (juelconque  et,  en  dé- 
finitive, on  peut  écrire 

G  =  j  I\  ^  •: , 
7  et  -  élanl  deux  paramèln-s  arbitraires. 
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On  peut  donc  disposer  de  p  de  telle  sorte  que  F  -H  o~ 
soit  carré  parfait. 

5.  Il  semblerait,  de  la  façon  dont  on  a  déduit  les 
polynômes  G  =  o-RH-  7  du  cas  général  où  bo  n'est  pas 
nul,  que  ces  polynômes  sont  tels  que  F  +  pG  est  carré 
parfait  pour  trois  valeurs  de  p.  Nous  allons  faire  voir 
qu'il  n'en  est  rien  et  qu'en  général  F  +  pG  n'est  carié 
parfait  que  pour  deux  valeurs  de  p. 

Eiïéctivement,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  oc- 
cupe, on  a 

G   —  7  (  3  ù  i  x-^  -^  i  b.,.v  -h  Ù3  )  -+-  - , 
G'  =  3'j('ibiX^  62)5 


et 

et  comme 


S  =  G'-  =  c)i-{2.bix  -i-  b:,)- . 


o-Q  S  =  /(o-ï''^  -t-  3  Ai^-  -!-  3  A2X  -f-  /î3, 

on  en  déduit  que  ^"0  étant  nul,  Iiq.  h\,  /?o,  h^  sont  nuls, 
et  que  les  équations  du  svstème  (i)  ont  une  racine  en  p 
infinie.  Or,  pour  p  infini,  F  +  pG  se  réduit  à  G,  qui, 
en  général  (7  et  t  étant  quelconques),  n'est  pas  carré 
parfait. 

Ce  serait  faire  un  faux  raisonnement,  de  déduire  que 
G  est  carré  parfait  de  ce  que  les  équations  (i)  ont  une 
racine  commune  infinie;  car,  pour  montrer  (pie  tous 
les  polynômes  G  de  la  forme  aGi  +  4  [J-^^^o^'d  ^  sont  bien 
tels  que  F -|-  pG  est  carré  parfait  pour  trois  valeurs  de 
p,  nous  avons  supposé  que  l'équation  générale  de  ces 
polynômes  ne  dépendait  que  de  deux  paramètres  arbi- 
traires, c'est-à-dire  précisément  que  l'équation  qui 
donne  les  valeurs  de  p  était  du  troisième  degré;  or,  ici, 
cette  liypothèse  est  fausse,  car  toutes  les  équations  (1) 
(sauf  la  jiremicre,  qui  disparaît  identiquement)  sont 
réduites  au  scconti  degré. 
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Reniai  que.  —  La  première  des  équalions  (i)  dispa- 
raît identiqueinenl;  en  effet,  h^^  étant  nul,  et  b^  bo,  b^  ne 
l'étant  pas,  sans  quoi  F  sera  carré  parfait,  les  équations 
autres  que  la  première  ne  peuvent  avoir  zéro  pour 
racine.  La  première,  qui  admet  zéro  pour  racine,  dis- 
paraît donc. 

Il  résulte  donc  de  là  que,  si  b^  =  o,  les  polynômes 
G  =  o-R  +  T  ne  sont,  en  général  (sauf  les  cas  particu- 
liers o-=o,  T=o)  pas  carrés  parfaits,  et  que,  pour 
deux  valeurs  de  o  seulement,  F  +  oG  est  carré  parfait. 

Nous  ne  nous  proposerons  pas  de  trouver  l'équation 
générale  des  polynômes  satisfaisant  à  ces  deux  condi- 
tions. Nous  terminerons  par  une  interprétation  de 
l'équation  bo=o  relativement  aux  racines  de  l'équa- 
tion F{x)  =  o. 

6.    On  a  \u  (jue  les  valeurs  de  z  rendant  carré  parfait 

F  +  oR  sont  les  valeurs  de  l'expression -. 7-  • 

'  •  {a  -h  o  —  c  —  dy- 

Donc,  pour  b^  =  o,  la  somme  de  deux  racines  est  égale 
à  celle  des  deux  autres     La  réciproque  est  vraie. 
En  eff^et,  on  a 

F'(z)  =  «0  -(^  —  ^)(^  —  c){x  —  d), 
F'(rt)  =  aoS(a  —  b){a  —  c)(a  —  d). 

De  a  -{-  b  =  c  -{-  d  on  déduit 

i  a  —  c  =  d  —  b , 

I   a  —  d  =^  c  —  A , 
par  suifce 

—  (  a—l)  ){a  —  c)ia  —  d  )  =  { h — c  ){lt  —  d)yb  —  a). 

Donc,  si  la  somme  de  deux  lacines  est  égale  à  celle 
des  deux  autres,  on  a 

X  V\n)  =  n 
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Cl,  par  suite, 

bo  =  o. 

D'ailleurs,  le  pi'oduit 

{a  -t-  b  —  c  —  d)((ï  -h  c  —  b  —  d)( a-^-  d  —  b  —  c ) 

est  une  fonction  symétrique  de  a,  b,  c,  d;  donc,  exprimé 
en  fonction  de  a^,  «,,  a^,  a^,  a,,,  il  sera  de  poids  trois; 
comme  SF'(a)  est  aussi  de  poids  trois,  leur  quotient 
est  fonction  de  «o  seul.  Pour  le  calculer,  il  suffit  de  con- 
sidérer une  équation  particulière  a^x''  —  OqX^^  o,  par 
exemple;  on  trouve  ainsi 

S  F'(a)  =  ao(a  -h  6  —  c  —  d)(  a  -h  c  —  b  —  d){a  -\-  d  —  b —  c). 


COXGUÈS  li\TER^ATIO\AL  DES  MATIIÉIIATICIENS,  A  ZURICH, 
M  1897. 


Le  Comité  vient  d'adresser  l'appel  suivant,  que  nous 
sommes  heureux  de  pouvoir  reproduire,  aux  mathéma- 
ticiens çles  diverses  nations  : 

JMonsieur, 

Vous  n'ignorez  pas  que  l'idée  d'un  Congrès  international  des 
mathématiciens  a  été,  dans  ces  derniers  temps  surtout,  l'objet 
de  nombreuses  délibérations  de  la  part  des  savants  intéressés 
à  sa  réalisation.  Il  leur  a  paru,  en  raison  des  excellents  résul- 
tats obtenus  dans  d'autres  domaines  scientifiques,  par  une  en- 
tente internationale,  qu'il  y  aurait  de  très  sérieux  avantages  à 
assurer  l'exécution  de  ce  projet. 

A  la  suite  d'un  échange  de  vues  très  actif,  on  tomba  d'accord 
sur  un  premier  point  :  c'est  que  la  Suisse,  par  sa  situation  géo- 
graphique centrale,  par  ses  traditions  et  son  expérience  des 
Congrès  internationaux,  paraissait  toute  désignée  pour  tenter 
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un  premier  essai  de  réunion  des  mathématiciens.  On  voulut  bien 
ensuite  choisir  Zurich  comme  siège  du  Congrès. 

Les  mathématiciens  de  Zurich  ne  se  font  aucune  illusion  sur 
les  difficultés  qu'ils  auront  à  surmonter.  Mais,  dans  l'intérêt 
même  de  cette  entreprise,  ils  ont  pensé  ne  pouvoir  décliner  les 
ouvertures  si  honorables  qui  leur  ont  été  faites  de  tous  côtés. 
Ils  se  décidèrent  donc  à  prendre  toutes  les  mesures  prépara- 
toires pour  le  futur  Congrès  et  à  contribuera  sa  réussite  dans 
la  mesure  de  leurs  forces.  Ainsi  se  constitua,  avec  le  concours 
de  mathématiciens  d'autres  nations,  le  Comité  d'organisation 
soussigné,  chargé  de  réunir  à  Zurich,  en  1897,  les  mathéma- 
ticiens du  monde  entier. 

Le  Congrès,  auquel  vous  êtes  cordialement  prié  d'assister, 
aura  lieu,  à  Zurich,  les  9,  10  et  11  août  1897,  dans  les  salles  de 
rÉcole  polytechnique  fédérale.  Le  Comité  ne  manquera  pas  de 
vous  communiquer,  en  temps  opportun,  le  texte  du  programme 
arrêté  en  vous  priant  de  lui  envoyer  votre  adhésion.  Mais,  dès 
à  présent,  il  est  permis  d'observer  que  les  travaux  scientifiques 
et  les  questions  d'ordre  administratif  porteront  essentielle- 
ment sur  des  sujets  d'intérêt  général  ou  d'importance  re- 
connue. 

Les  Congrès  scientifiques  ont  aussi  ce  précieux  avantage  de 
favoriser  et  d'entretenir  les  relations  personnelles.  Le  Comité 
local  ne  manquera  pas  d'accorder  toute  sa  sollicitude  à  cette 
partie  de  sa  tâche  et,  dans  ce  but,  il  élaborera  un  modeste 
programme  de  fêtes  et  de  réunions  intimes. 

Puissent  les  espérances  fondées  sur  ce  premier  Congrès  se 
réaliser  jjleinement!  Puissent  de  nombreux  participants  con- 
tribuer par  leur  présence  à  créer,  entre  collègues,  non  seule- 
ment des  rapports  scientifiques  suivis,  mais  encore  des  rela- 
tions cordiales  basées  sur  une  connaissance  personnelle.  Puisse 
enfin  notre  Congrès  servir  à  l'avancement  et  au  progrès  des 
Sciences  mathématiques! 

H.  Bleller,  président  du  Conseil  de  l'Ecole  poly- 
technique fédérale,  Zurich.  H.  Burkiiardt,  professeur 
à  l'Université  de  Zurich.  L.  Cremona,  professeur  à 
Rome.  G.  Dumas,  assistant  à  l'Ecole  polytechnique 
fédérale,  Zurich.  J.  Franel,  professeur  à  l'Ecole  po- 
lytechnique fédérale,  Zurich.  C.-F.  Geiser,  professeur 
à    riirolc     polytechnique     fédérale.     Zurich.     A.-Co. 
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Greenhill,  professeur  à  Woohvich.  A.  Herzog,  direc- 
teur fie  l'École  polyleclinique  fédérale,  Zurich.  G.-W. 
HiLL,  professeur  à  West-Nyack  (U.  S.  A.).  A.  HuR- 
\V(TZ,  professeur  à  l'École  polytechnique  fédérale,  Zu^ 
rich.  F.  Klein,  professeur  à  Gœttingue.  A.  ÎMarkoff, 
professeur  à  Saint-Pétersbourg.  F.  Mertens,  profes- 
seur à  Vienne.  H.  Mimkowski,  professeur  à  l'École 
polytechnique  fédérale,  Zurich.  G.  Mittag-Leffler, 
professeur  à  Stockholm.  G.  Oltramare,  professeur  à 
Genève.  H.  Poincaré,  professeur  à  Paris.  J.  Rebstein, 
assistant  à  l'École  polytechnique  fédérale,  Zurich.  F. 
RuDiO,  professeur  à  l'ficole  polytechnique  fédérale, 
Zurich.  R.  Vo.ndermlulï.,  professeur  à  Bàle.  F. -H. 
Weber,  professeur  à  l'École  polytechnique  fédérale, 
Zurich. 

Adresser   les    correspondances   concernant   les    affaires    du 
Congrès  à  M.  le  professeur  Geiser,  Kusnacht-Zurich. 


SUR  «  L'ARITIIMÉTIZATIOX  »  DES  MATHÉMATIQUES; 

Discours  prononcé  par  1\I.  Klein  devant  la  Société  royale  des 
Sciences  de  Gœttingue  {Gôttinger  Nachrichten,  189"); 
Cahier  II). 


(Traduit  avec  l'autorisation  de  M.  Ki.ein  par  MM.  Vassilikt.  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Kazan  et  L.  Laugel). 


Messieurs, 

Si  les  ihéories  spéciales  de  la  Science  nialliémalicjue, 
par  la  nature  même  des  choses,  échappent  à  l'entende- 
ment de  ceux  qui  sont  étrangers  à  cette  étude  et,  par 
suite,  ne  les  intéressent  pas,  le  mathématicien,  néan- 
moins, doit  essayer  de  signaler  les  points  de  vue  géné- 
raux sous  lesquels  il  voit  le  développement  de  sa  Science, 
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et  cela  d'autant  plus  que  ces  points  de  vue  permettent 
de  préciser  sa  corrélation  avec  les  domaines  scienti- 
fiques voisins.  Je  voudrais  aussi,  en  l'occasion  actuelle, 
essayer  de  prendre  position  par  rapport  à  cette  importante 
direction  mathématique,  qui  a  pour  principal  repré- 
sentant M.  Weierstrass,  dont  nous  venons  de  célébrer 
le  quatre-vingtième  anniversaire.  Je  parle  de  VArith- 
mélization  des  Mathématiques  [Arithnietizirung). 
Mais,  auparavant,  je  dois  exposer  quelques  éclaircis- 
sements relatifs  aux  origines  et  aux  tendances  de  cet 
ordre  d'idées. 

On  associe  généralement  à  la  définition  des  Mathéma- 
tiques l'idée  d'un  système  de  déductions  rigoureusement 
logique  qui  est  pour  lui-même  sa  propre  base;  nous  en 
avons  un  exemple  dans  la  Géométrie  d'Euclide.  Toute 
autre  est  la  pensée  qui  préside  à  la  naissance  de  la  Mathé- 
matique moderne.  Partant  de  l'observation  delà  nature, 
avant  pour  but^  l'éclaircissement  de  ses  phénomènes, 
cette  pensée  place  en  tête  un  princi[)e  philosophique,  le 
principe  de  la  continuité.  C  est  ce  qui  a  lieu  chez  les 
grands  promoteurs  jNewton  et  Leibnitz,  et  pendant  le 
xviii^  siècle  tout  entier  qui  est,  à  [)roprement  parler,  un 
siècle  de  découvertes  au  point  de  vue  du  développement 
des  Mathémaliques.  Mais,  peu  à  peu,  renaît  une  criti(|ue 
plus  rigoureuse  qui  demande  une  sanction  logique  des 
audacieuses  découvertes,  ainsi  qu'il  airive  lorsqu'un 
gouvernement  s'établit  après  uiu'  épocpie  de  conquête 
prolongée.  C'est  la  période  de  Gauss  et  Abel,  de  Caucliy 
et  Dirichlet.  Mais  on  n'en  est  ])as  resté  là.  Gauss  use 
encore  sans  hésiter,  comme  piincipe  de  démonstra- 
tion, de  l'intuition  de  l'espace  et,  en  particulier,  de  l'in- 
tuition de  la  continuité  de  l'espace.  Mais  une  recherche 
[dus  approfondie  a  montré  non  seulement  qu'il  reste 
ainsi    beaucoup    à    démontrer,    mais    encore    que  lin- 
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Luition  de  l'espace  a  conduit  d'uiKe  façon  trop  préci- 
pitée à  admettre  comme  légitimes  en  toute  généralité 
des  propositions  qui  ne  le  sont  pas.  D'où  la  demande 
d'une  méthode  de  démonstratio?i  exclusivement  arilli- 
mélique.  On  ne  regarde  alors  comme  bien  acquis  à  la 
Science  que  ce  qui  peut  être  démontré  avec  clarté  comme 
identiquement   exact  par   l'application   des  opérations 
usuelles  du  calcul.  Un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  les 
nouveaux  Traités  de  Calcul  différentiel   et  intégral  fait 
suffisamment  apercevoir  les  grands  changements  dans 
les  méthodes.   Où  l'on   employait  autrefois   les  figures 
comme  moyen  de  démonstration,    l'on  trouve   aujour- 
d'hui des  considérations  toujours  réitérées,  relatives  aux 
grandeurs    qui  sont   ou   peuvent  devenir  plus    petites 
que    toute   grandeur   assignée,    si   petite    qu'elle    soit. 
Comme  point  de  départ,  nous  avons  alors  l'examen  et 
l'éclaircissement  de  ces  questions  :  que  doit-on  entendre 
ou  ne  pas  entendre  par  continuité   d'une   variable    et 
quand  peut-il  être,  en  général,  question  de  la  dilléren- 
tiationou  de  l'intégration  d'une  fonction?  Tel  esiVhabitus 
mathématique  de  Weierstrass;  c'est  ce  que  l'on  nomme 
brièvement,   suivant    l'usage  habituel,    la  rigueur  de 
Tf^eierstrass  (die  TVeierstrass'  sclie  Slrenge). 

Cette  rigueur,  naturellement,  n'a  rien  d'absolu  ;  elle 
peut  même  être  poussée  plus  loin  si  l'on  soumet  encore 
la  dépendance  mutuelle  des  grandeurs  à  des  restrictions 
plus  étroites.  A  ce  point  de  vue,  je  citerai  la  tendance 
de  Kronecker  à  bannir  les  nombres  irrationnels  et  à 
ramener  le  traitement  des  problèmes  de  la  Science 
mathématique  à  l'étude  des  relations  entre  les  seuls 
nombres  entiers.  Je  citerai  encore  les  efforts  que  l'on  a 
faits  pour  introduire,  dans  les  différentes  espèces  de 
combinaisons  logiques,  des  notations  abrégées,  afin  d'en 
exclure  les  associations  d'idées  suj)er!lues,  les  indéter- 
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ininalioiis  qui  s'v  j^lissent  incoiiscienimeiit  quand  on 
emploie  Je  langage  habituel  el  qui  restent  ainsi  sans 
contrôle.  Uu  savant  italien,  Peano,  de  Turin,  à  qui  nous 
devons  déjà  d'intéressantes  études  sur  d'autres  sujets, 
est  le  repiésenlant  de  cet  oidre  d'idées. 

Je  voudiais  définir  tous  ces  développements  par  un 
seul  mot  :  V Ajdthinétization  des  3/athéniafir/ues.  Et 
maintenant,  je  me  propose  de  vous  parler  de  l'influence, 
que  pourrait  avoir  cette  tendance  généi'ale,  au  delà  du  do- 
maine de  J'Analyse,  sur  les  autres  parties  de  notre 
Science.  La  question  ainsi  posée,  d'une  part,  nous  de- 
vons admettre  volontiers  l'extraordinaire  importance 
des  développements  du  sujet;  mais,  d'autre  part,  il 
nous  faut  lepousser  cette  idée  que,  dans  la  Science  ainsi 
arjtlimétizéc,  nous  aurions,  comme  en  un  extrait  con- 
centré, l'ensenibJe  totaJ  proprement  dit  de  la  IMatliéma- 
ti(pie  existant  déjà.  D'apiès  ceci,  je  développerai  ma 
pensée  en  deux  diiections  :  1  une,  positive,  qui  aftiinie, 
et  l'autre,  négative,  (jui  nie.  (^oinme  essence  même  de  la 
(piestion,  ce  n'est  pas  la  forme  aritliméticpie  de  la  maiclie 
des  idées  «pie  |'envisage,  mais  plutôt  l'acuité  logique,  la 
rigueur,  que  1  on  obtient  à  l'aide  de  cette  forme;  la  né- 
cessité, par  suite,  se  présentt;  (et  c'est  là  le  côté  positif 
de  mon  programme)  de  refondre  et  remanier,  eu  s'a[)- 
puyant  sur  les  principes  de  l'Analvse  à  base  aritlinié- 
tique,  les  autres  disciplines  delà  ■Matliématicpuî.  J)  autre 
paît,  je  dois  établir,  et  cela  en  y  insistant  beaucon[) 
((;'esl  ici  le  côté  négatii  de  la  qui'stion)  que  les  .Matlié- 
niati(jues  n'ont  été  nullement  crééi-s  à  l'aitle  de  la 
tléduetion  logicjue,  mais  bien  plutôt  (ju'à  côté  de  celle 
deiiiière,  même  encore  de  nos  jours,  l'intuitiou  conserve 
son  rôle,  son  inllncnce  spéci  licpie  complète.  Pour  épuiser 
le  sujet,  je  devrais  encore  parler  du  côté  algoritlimiijue 
des   .Mal!iémali(jues  el,    par   conséquent,   du    rôle   des 
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mélliodes  formelles;  néanmoins,  je  laisserai  Je  côté,  en 
cette  occasion,  ce  sujet  qui  est  plus  éloigné  de  mes  re- 
cherches personnelles. 

Du  reste,  ne  croyez  pas  que  j  aie  beaucoup  de  nouveau 
à  développer  ici  sur  des  sujets  particuliers.  Il  s'agit 
plutôt  essentiel lement  de  réunir  et  de  grouper  ce  que 
nous  avons  sous  la  main  cl,  lorsque  cela  est  nécessaire, 
d'en  présenter  une  justilication. 

Le  court  laps  de  temps  qui  m'est  octrové  m'oblige  à 
me  restreindre  à  faire  ressortir  quelques  [)oinls  princi- 
paux.  Permettez-moi  d'abord   de   donner  une  esquisse 
du  côté  positif  de  ma  thèse  dans  ses  rapports  avec  le 
domaine  de  la  Géométrie.  Le  point  de  départ  de  l'arith- 
metization  des  Mathématiques  a,  comme  je  l'ai  indiqué, 
lire  son  origine  de  cette  circonstance  que  l'on   a  écarlé 
l'intuition  de  l'espace.  Lorsque  nous  portons  nos  études 
sur  la  Géométrie,  la  première  chose  à  faire  c'est  de  rat- 
taclier  par  un  lien  nouveau  à   l'inluition  de  l'espace  les 
résultats  acquis   par  voie  arithmétique.    Par  ceci  j'en- 
tends que  nous  devons  admettre  les  principes  habituels 
de   la  Géométrie   analytique  et  à  leur  aide  faire  la  re- 
cherche de  l'interprétation  géométrique  des  nouveaux 
développements    analytiques.    Ce    n'est  pas   en  général 
difficile,   mais,  d'autre  part,   c'est  intéressant  au  plus 
haut   degré.    J'ai   pu    poursuivre    cet    ordre    d'idées   en 
diverses  nombreuses  directions  dans  une  série  de  confé- 
rences que  j'ai  données  dans    ce  but  l'an   dernier  ('). 
Comme  résultat  on  acquiert  une  habitude,  un  exercice 
de  l'intuition  de  l'espace  provenant  d'un  raffinement, 
d'une  acuité   plus   grande  dans   cet    ordre  d'idées;    et, 
d'autre   paît,   cette   tendance    a  cet  avantage   précieux 
qu'elle  met  en  pleine  lumière  les  développements  ana- 

('  )  \'oir  la  noie  p.    12G. 
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lyli(jues    en  (jueslioii   cl   qui    perdent    alors    un    earac- 
lère    paradoxal   qui,    maintes    fois,    semblait  leur    être 
attaehé.  Quelle  est  la  définition  la  plus  générale  d'une 
courbe,  d'une  surfaee  ?  Qu'enlend-on    en  disant  qu'une 
courbe,   etc.,   est  analytique  ou  non  analytique?  Ces 
questions    et    celles    qui    leur    sont    analogues    doivent 
être   épuisées   jusqu'à    l'évidence  la    plus   complète.  Le 
second  point  à  considérer  est   celui-ci.   C'est  ([ue   iious 
introduisons  les  principes  qui   seivent  de  fondement  à 
la  Géoniéir.ie  dans  les  nouvelles  recherches.  Cela  poui-- 
rait-se   faire  certes  eonune  autrefois  d'une  manière  pu- 
rement   géométrique;    mais,    par  l'elfet  des    iniluences 
actuelles,   la    corrélation   avec  le    svstème  de  tout  l'en- 
semble de   l'Analyse,    et    par  conséquent  avec  les  mé- 
thodes de  la  (iéométiie   analytique,  est  placée  au  pre- 
miei-  plan.  La    recherche  extérieure  des   formules   par 
lesquelles   on    peut    re[)résenter     les    consliuclions    de 
r<;space,  la  Céoméirie  non-euclidienne  par  conséquent, 
et  ce  qui  s'y  rattache,  tout  cela  n'est  qu'un  côté  du  sujet. 
Une  (|uesti()n  plus   profonde   est  celle-ci.    Pounjuoi 
pouvons-nous  regarder  l'ensemble  des  points  de  Lespact; 
comme    une    multiplicité    numérique    telle    que    nous 
puissions,  entre  les  nombres  rationnels,  rangés,  comm(! 
l'on   sait,   en   trois  directions,    interpoler  les    nombres 
irrationnels.'^    Nous    arrivons    ainsi    <à     cette    opinion  : 
l'intuition  de  l'espace  présente  (juehjue  (diose  d'inexact 
que    nous    idéalisons  pour   faire  des    Mathémaliques   à 
l'aide  de  ce  (|ue  l'on   nomme  des  axiomes  (qui  repré- 
sentent pour  nous  des  pustidala  réels,  des  propositions 
d(;    condition).    Quant    aux    philosopiies,    le    problème 
ici    posé    a    été    en    particulier   traité    par    Kerry,    en- 
levé,   depuis,   par   une    mort  prématurée.   Je  crois  pou- 
voir adhérer  eu    gi'-uéral    au\   idées    rpi  il   développe,   et 
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notamment  à  ce  qui  est  relatif  à  sa  critique  de  du  Bois- 
Reymond. 

Inversement  la  nouvelle  exposition  de  la  conception 
de  Tespaee  est  pour  nous  la  source  de  nouvelles  concep- 
tions analvti(jues.  JNous  croyons  voir  dans  l'espace  le 
nombre  infini  des  points  et  des  constructions  formées 
par  ceux-ci  d'une  manière  immédiate.  C'est  là  l'origini; 
des  recherches  formant  la  base  de  l'étude  des  enseinbles 
(Mengen)  et  des  nombies  iransfinis,  au  moyen  desquels 
Georg  Ganter  a  enrichi  la  Science  arithmétique  d'un 
cercle  d'idées  tout  nouveau.  Enfin  nous  exigeons  encore 
que  le  nouvel  orilre  d'idées  joue  un  rôle  dans  les  domaines 
les  plus  élevés  de  la  Géométrie  et  en  paiticulier  dans  la 
Géométrie  infinitésimale;  cela  aura  lieu  encore  le  plus 
facilement  si  nous  conservons  ici  encore  les  méthodes 
de  la  Géométrie  analytique.  Naturellement  je  ne  parle 
pas  de  calculs  aveugles  pratiqués  sur  les  lettres  j:',  y^  z^ 
mais  seulement  d'un  usage  subsidiaire  de  ces  giandeuis 
partout  où  il  s'agit  de  la  fixation  précise  d'un  passage  à 
la  limite. 

Telle  est  à  grands  traits  l'esquisse  du  nouveau  pro- 
gramme géométrique.  Il  est,  connue  vous  le  voyez,  bien 
di fièrent  des  tendances  qui  régnaient  dans  la  première 
moitié  de  notre  siècle  et  qui  en  ce  temps  ont  conduit  au 
développement  de  la  Géométrie  projeciive  (laquelle  de- 
puis longtemps  est  devenue  une  branche  intégrante  de 
notre  Science).  La  Géométrie  projeetive  nous  a  ouvert  de 
nombreux  domaines  nouveaux  de  la  Science  avec  la 
facilité  la  plus  grande;  on  pouiiail  la  célébrer  à  bon 
droit  en  disant  qu'elle  ouvre  une  route  royale  conduisant 
à  travers  son  domaine.  Au  contraire,  notre  nouveau  che- 
min est  pénible  et  hérissé  de  ronces;  il  faut  une  atten- 
tion de  chaque  instant  pour  en  tourner  les   obstacles. 
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?sous  revenons  ainsi  piutôl  aux  méthodes  des  anciens 
er,  nous  apprenons  à  comprendre  en  même  (enips  d'une 
nouvelle  manière  leurs  mélliodes  à  l'aide  de  nos  con- 
ceptions modernes,  comme  l'a  exposé  brillamment 
Zeutlien  en  ces  dernieis  temps.  I.es  mêmes  courants 
d'idées  ont  été  introduits  dans  les  domaines  de  la  Mé- 
canique et  de  la  Physique  mathématique.  Pour  ne  pas 
entrer  en  trop  de  détails  je  citerai  seulement  deux  exem- 
ples à  cet  elFet.  Dans  toutes  les  Mathématiques  appli- 
quées, on  doit  faire  ce  que  j'ai  déjà  indiqué  comme 
nécessaire  ri'lativement  à  l'iiituilion  de  l'espace,  c'est- 
à-dire  idéaliser  les  points  de  départ  en  vue  du  traite- 
ment maihémalique.  ÎNIaintenant,  en  général,  selon 
le  but  qute  l'on  a  devant  les  veux,  en  un  seul  et  même 
domaine  on  peut  employer  à  côté  les  uns  des  autres 
divers  genres  d'idéalisation.  Dans  cet  ordre  d'idées,  pour 
ne  citer  qu'un  exemple,  on  regarde  la  matière,  tantôt 
comme  remplissant  l'espace  d'une  manièie  continue, 
tantôt  comme  discontinue  et  formée  de  molécules  sé- 
parées, qu'on  regarde  aussi  soit  au  repos,  soit  animéesde 
mouvement.  Quand  et  jusqu'à  quel  point  ces  diverses 
méthodes  d('  présentation  sont-tdies  mathématiquement 
équivalentes  pour  les  développements  f|ue  l'on  veut  en 
tirer?  Les  anciennes  recherches  de  Poisson  et  d'autres, 
comme  aussi  les  développements  de  la  théorie  cinéli(|ue 
des  gaz,  n'approfondissent  pas  à  ce  point  de  vue  suffi- 
samment les  choses  j>our  le  mathématicien  de  notre 
époque.  Je  crois  qu'une  publicationqne  prépare  M,  lîoltz- 
mann  fournira  sur  ceci  d  intéressants  résultats.  Lue 
autrtfmanière  de  poser  la  question  est  la  suivante  :  L'ex- 
périence physique  met  à  notre  disposition  des  faiis 
expérimefitaux  auxquels  nous  donnons  incousciemuieut 
une  générali'iation  matliématiijiie  et  que  nous  transpor- 
tons comme  théorèmes  sur  des  èti'cs  idéalisés.  A  ceci  se 
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laLlache  l'existence  de  la  foiicLioii  d\lc  de  G/cen  relalive 
à  une  surface  fermée  queleoiujue  (;t  à  pôle  pris  arbitraire- 
ment, ce  qui  correspond  à  ce  fait  du  domaine  de  l'élec- 
tricité que  [)our  chaque  corps  conducteur,  sous  l'in- 
fluence d'un  point  éiectrisé  quelconque,  il  y  a  une 
distribution  d'él(<:liicité  en  équilibre.  Tel  est  le  cas 
encore  de  l'application  cpu;  j'ai  faile  des  courants  élec- 
triques qui  ont  lieu  sur  une  surface  conductrice  (juel- 
conque  quand  on  y  applique  les  électrodes  d'une  pile 
galvanique;  j'ai  ainsi  nionlré  notamment  que  ces  consi- 
dérations conduisent  immédiatement  aux  théorèmes 
londamenlaux  de  la  théorie  liemannienne  des  fonctions 
abéliennes  (').  A  cet  ordre  d'idées  appaitient  encore  ce 
théorème  que  tout  corps  élastique  limité  est  susceptible 
d'une  série  infinie  d'oscillations  harmoniques,  et  bien 
d'autres  propositions  encore.  Ces  théorèmes  pris  d'une 
manière  abstraite  sont-ils  elfectivemenl  des  théorèmes 
mathématiquement  exacts  et  rigoureux;  autrement  dit, 
comment  doit-on  les  limiter,  les  préciser  pour  (pj'ils  de- 
viennent parfaitement  vrais?  Les  mathématiciens  ont 
porté  sur  ceci  leurs  efforts  avec  succès;  d'abord  Karl 
Neumann  et  Schwarz,  dans  la  théorie  du  potentiel,  et 
depuis  les  savants  français,  en  continuant  dans  la  voie 
ouverte  par  les  tiaxaux  allemands,  sont  parvenus  à  ce 
résultat  que  les  théorèmes  tirés  de  la  Physique  se  sont 
en  grande  mesure  révélés  comme  exacts.  Nous  voyez 
ici  clairement  de  quoi  il  s'agit  relativement  aux  recher- 
ches en  question,  et  je  désire  attirer  votre  attention  sur 
ceci  :  il  s'agit,  non  de  nouveaux  points  de  vue,  mais 
plutôt  de  méthodes  de  démonstrations  abstraites  que 
nous  cultivons  pour  elles-mêmes  en  vue  de  la  clarté  (;t 

(')  Klein,  Ueber  Riemanri's  Théorie  der  algebraischen  Functio- 
nen  und  ihrer  Intégrale.  Tcubncr,  1882. 
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de  la  précision  cjui  sont  inlioduitos  ainsi  dans  noire 
compréliension  des  pliénotnènes  ;  ou  encore,  si  j'ose 
employer  une  expression  de  Jacobi,  dans  un  sens  d'ail- 
leurs légèrenient  nioditié,  il  s'agit  seulement  de  17/o/;- 
ueur  de  l'i/irelligence  humaine. 

Messieurs,  il  devient  maintenant  presque  difficile 
d'assurer  à  lintuition,  en  contradiction  avec  les  déve- 
loppements précédents,  la  part  qui  lui  revient  dans  notre 
Science,  et,  cependant,  c'est  sur  cette  antithèse,  préci- 
sément, que  repose  la  signification  propre  de  mon  exposé. 
Et  j'ai  moins  en  vue  cette  l'orme  cultivée  de  l'intui- 
tion, dont  il  était  question  tout  à  riieure,  intuition 
qui  s'est  développée  sous  riniinence  de  la  déduction 
logique,  et  que  je  pourrais  nommer  une  forme  dt:  la 
mémoiie,  que  cette  intuition  naïve,  qui,  pour  une 
grande  part,  est  un  talent  inné  et  qui,  d'ailleurs,  s'élar- 
git inconsciemment  par  l'effet  de  l'étude  approfondie  de 
telle  ou  telle  partie  de  la  Science.  Le  mot  intuilion 
n'est  peut-être  pas  très  convenablement  choisi.  Je  vou- 
drais y  comprendre  encore  ce  sentiment,  cet  instinct  de 
la  Mécanique  par  lequel  un  ingénieur  apprécie  la  dislii- 
bution  des  fbices  dans  une  constiuction  quelcon(]ue 
dont  il  est  l'auteur,  et,  de  même,  cet  instinct  indéilnis- 
sable  que  possède  le  calculateur  exercé  relativement  à 
la  convergence  des  0[)éralions  infinies  qui  se  préseuteiiL 
à  lui. 

Je  dis  <pie  Vint iiilioii  nutllicnidl ique  ainsi  comprise 
précède  partout,  dans  son  domaine  le  r(dsonnement  lo- 
gique, et,  par  conséquent,  en  tout  instant ,  possède  une 
plus  vaste  région  que  ce  dernier. 

J{î  pourrais  introduire  i(;i  d'abord  une  excursion  liisto- 
ri(pie  (pii  monirerail,  en  cllcl.  (|ue  I  intuilion  a  inauguré 
les  comnuMJcements  dans  les  di\  erses  bran»lies  de  notre 
Science  et  (pie  le  traitement   rigoureux  et  logique  n'est 
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venu  qu'ensuile.  Et  certes  ceci  est  vrai,  non  seulement 
en  grand  dans  l'hisloire  des  origines  du  Calcul  inlinité- 
simal,  ainsi  que  je  l'ai  indi(|tié  en  commençant,  niais 
il  en  est  encore  ainsi  dans  bien  des  doctrines,  dont  le 
commenceinenl  date  du  siècle  présent.  A  ce  sujet,  pour 
ne  citer  qu'un  fait,  je  rap[)ellerai  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  de  Riemann;  j'ajouterai 
encore  volontiers  ceci,  <;'est  ([ue  la  discipline  qui,  pen- 
dant bien  longtemps,  a  semblé  la  plus  étiangère  à  l'in- 
luilion,  je  parle  de  la  théorie  des  nombres,  vient  de 
priMidre  un  nouvel  et  biillant  essor  par  l'intioduclion 
des  méthodes  intuitives  entre  les  mains  de  Minkowski 
et  d'autres.  11  serait  aussi  d'un  grand  intéièt  de  pour- 
suivre, à  ce  point  d(;  vue,  l'étude  du  dévelopj)ement, 
non  d'une  discipline  mathémalicpie  particulière,  mais 
d'une  personnalité  mathématique  individuelle.  Je  me 
contenterai  ici' d'une  indication-,  les  deux  plus  puissants 
chercheurs  du  tem[)s  présent,  Lie,  de  Leipzig,  et  Poin- 
caré,  de  Paris,  ont  pris,  à  l'origine,  leur  point  de  dé- 
part dans  l'intuition. 

Mais  tout  ceci,  si  je  voulais  entrer  en  plus  dt?  détails, 
me  conduirait  à  considérer  trop  de  particularisations, 
et,  en  même  temps,  seulement  d('S  cas  ex'ceplionncds.  Je 
préfère  don<;  décrire  ce  tju'une  intuition  tant  soit  peu 
exercée  accomplit  journellement,  en  dépassant  le  trai- 
tement par  le  calcul  ou  les  constructions,  dans  la  ré- 
solution quantitative  de  problèmes  phvsiqu(;s  ou  tech- 
niques. Si  je  reviens,  par  (îxenjple,  aux  deux  problèmes 
relatifs  à  l'électrici  lé,  dont  j'ai  déjà  parlé,  on  reconnaît 
que  chaque  physicien,  dans  le  cas  donné,  peut,  sans 
difficulté,  assez  exactement  déterminer  la  forme  des 
surfaces  de  ])iveau  de  la  fonction  de  Green,  ou  les 
courants  dans  la  seconde  desdiles  expériences.  Ou  bien 
prenez    encore     le    cas     d'une    équation    dilTéientielle 
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quelconque,  par  exemple  (pour  rester  dans  le  cas 
le  plus  simple)  d'une  équation  dillérentielle  du  premier 
ordre  entre  deux  variables.  Le  traitement  analytique 
très  probablement  échouera,  rséanmoiiis,  on  peut  tout 
de  snite  indiquer,  par  tin  procédé  graphique,  la  marche 
générale  des  courbes  intégrales,  comme  cela  a  été  fait 
tout  récemment  par  Loid  Kelvin,  un  des  grands 
maîtres  de  l'intuition  mathématique,  pour  une  équation 
ditréi-enlielle  célèbre  du  problème  des  trois  cor[)s.  Il 
s'agit,  dans  tous  les  cas  analogues,  pour  parler  le  lan- 
gage de  l'Analyse,  d'une  sorte  d'interpolation  où  Ton 
tient  compte,  moins  de  l'exactitude  des  détails  que  de 
l'appréciation  des  conditions  générales.  J'affirmerai  en- 
core ceci  :  dans  rétablissement  de  toutes  nos  lois  natu- 
relles, ou,  en  général,  lorscjue  nous  cherchons  à  formu- 
ler mathématiquement  des  phénomènes  extérieurs, 
quels  qu'ils  soient,  nous  employons  un  artifice  analogue 
d'interpolalion.  Il  s'agit,  toujours,  en  effet,  d'exlraiie 
du  milieu  de  l'ensemble  de  peilurbations  accidentelles 
les  liaisons  simples  des  grandeurs  essentielles.  C'est  là, 
en  dernier  lieu,  ce  que  j'ai  appelé  précédemment  le  pro- 
cédé de  l'idéalisation.  Les  considérations  de  la  logitpie 
reprennent  tous  leurs  droits  seulement  lorsque  l'intui- 
tion a  déjà  réalisé  complètement  le  problème  de  l'idéa- 
lisation. 

Je  vous  prie  de  regarder  ces  indications,  non  comme 
une  explication,  mais  comme  uni;  sinq)le  description  des 
relations  entre  les  faits.  Le  matliémalicicn  ne  peut  (|ue 
constater  par  l'observation  peisonnelle  la  nature  propre 
du  fait  psychique  qui  a  lieu  dans  chaque  cas  particulier. 
Peut-être  un  jour  la  Physiologie  et  la  Psychologie  expé- 
rimentales nous  renseigneront-elles  exactement  sur  les 
relations  plus  intimes  (|ui  peuvent  exister  entre  les  j)ro- 
cessus  dérivant  de   Tiiituition  et  ceux  qui   sont  du  do- 
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maille  du  pouvoir  logirjue.  Qu'il  s'agisse  ici,  en  cfTet.  de 
facultés  de  l'ànie  dislinctes,  c'est-à-dii'e  qui  ne  sont  pas 
nécessaiieniient  reliées  entre  elles,  c'est  ce  (jue  nous  dé- 
montrent les  grandes  dilîérences  que  nous  révèlent  les 
observations  faites  sur  divers  individus.  Les  psvcliologuos 
modernes  distinguentunefaculté  visuelle,  unefaculté  mo- 
trice et  uiie  faculté  auditive.  Il  seuiblerait  que  l'intuition 
matliématique,  comme  je  la  comprends,  correspondrait 
plutôt  aux  deux  premières,  et  la  compréhension  logique 
plutôt  à  la  dernière.  La  Psychologie  est  au  commencement 
de  ces  recherches,  auxquelles,  avec  nomhi-e  de  mes  Col- 
lègues, je  prends  le  plus  grand  intérêt.  En  effet,  nous 
avons  l'espoir  que  maintes  différences  d'opinion  sur 
notre  Science  et  son  exercice,  différences  qui  restent 
maintenant  iuéLranlables,  disj)araîtront  lorsque^  nous 
scions  plus  exactement  renseignés  sur  les  conditions 
psychologiques  de  la  pensée  mathématique  et  sur  ce  qui 
les  différencie  individuellement  entre  elles. 

Je  n'insisterai  ici  que  brièvement  sur  le  côté  pédago- 
gique de  la  Mathématique.  Nous  observons  maintenant 
en  Allemagne,  sous  ce  rapport,  un  lait  tiès  remarquable. 
Deux  courants  opposés  coulent  à  côté  l'un  de  l'autre 
sans  réagir  l'un  sur  l'autre  d'une  manière  appréciable. 
Les  maîtres  de  nos  gymnases  affirment  avec  tant  d'éner- 
gie la  nécessité  d'un  enseignement  mathématique  basé 
sur  l'intuition,  que  l'on  est  obligé  de  s'y  opposer  et 
d'insister,  au  contraire,  sur  la  nécessité  de  développe- 
ments logiques  approfondis.  Telle  est  la  tendance  d'un 
petit  écrit,  (jue  j'ai  publié  sur  les  problèmes  de  la  Géo- 
métrie élémentaire,  pendant  le  courant  de  l'été  der- 
nier   (').    Mais    c'est   tout    le    (-onlrairc.'    chez    les    pro- 


(  '  )  F.  Klein,  Vortràge  iiber  ausgewàhllc  Frageii  der  Elementar- 
geometrie,  ausgearbeitet  von  F.  Tagert,  Tciibner:  iSyô.  —   II  en  a 
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fessc'urs  de  nos  écoles  supérieures:  riutuiliou,  la  plupart 
du  temps,  est  non  seulement  estimée  de  peu  de  valeur, 
mais  mèuie,  si  c'est  possible,  toujours  reietée  de  côié. 
C'est  l;i,  sans  aucun  doute,  une  consécjuence  de  l'extrême 
imporlauce  cpi'ont  prise  les  tendances  à  l'aritlimetizatiou 
dans  les  Mathématiques  modernes.  Mais  ici  l'on  va  au 
delà  du  but.  11  est  temps  de  déclarer  une  fois  pour  toutes 
publiquement  (ju'il  ne  s'agit  pas  seulement  d'une  direc- 
tion à  rebours  dans  la  pédagogie,  mais  encore  d'une 
tendance  à  regaider  l'ensemble  de  la  Science  sous  une 
perspective  oblique.  Pour  moi,  je  laisse  à  tout  doceiit 
académi(jue  le  cbamp  le  plus  libre,  et  j'ai,  par  consé- 
quent, toujours  refusé  de  proposer  des  règles  générales 
pour  l'enseignement  mathématique  supéiieur.  Ce  qui 
ne  m'empèclie  pas  d'affirmer  hautement  qu'il  v  a  en 
tout  cas  deux  catégories  de  cours  [Voilesiuigen)  ma- 
thématiques qui  doivent  prendre  nécessairement  leur 
point  de  départ  dans  l'intuition.  Ce  sont  premièrement 
les  cours  élémentaires,  qui  [)réparent  le  commençant 
aux  hautes  Mathémali({ues  ;  car  le  maître  doit,  confor- 
mément à  la  nature  des  choses,  parcourir  en  petit  la 
même  voie  de  développement  que  la  Science  a  suivie  en 
grand.  Ce  sont  ensuite  les  cours  dont  les  auditeurs  doi- 
vent avoir  en  vue,  dès  le  premier  abord,  de  travailler 
essentiellement  avec  l'intuition,  c'est-à-dire  les  cours 
pour  ceux  qui  étudient  les  Sciences  naturelles  ('  )  (.\a- 
tarforscher)  et  pour  les  ingénieurs.  ?Sou3  a\ons,  par 
l'exagération  de  la  forme  logitjue,  déjà   Irop  perdu,  eu 


élé  rendu  comi)te  dans  le  Bulletin  de  .M.  Darbotix,  2'  série,  t.  XX; 
mars  1896.  —  M.  Griess,  professeur  au  lycée  d'Alger,  qui  a  ti-aduil 
les  Applications  of  elliptic  fiinctions  de  Crcenhill,  m  a  publié 
jécommeiit  une  rédaction  française.  Nony,  éditeur. 

P)  V  compris    la    Physique,   etc.,  dans  le  niéiur  ordre  d'idc  os  (|iir 
le  Aatural  Philosopln-  des  Anglais. 
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ces  tloinaiiies  do  la  Science,  de  l'importance  générale 
qui,  par  la  nature  des  choses,  appartient  aux  Malhénia- 
tiques  ;  il  est  grandeinenl  temps,  et  c'est  un  strict  devoir 
pour  nous,  de  reconquérir  cette  importance  jîar  une 
conduite  eoiifornie  à  ce  but. 

Je  reviens  encore  aux  considérations  théoritjues.  La 
conception  générale  que  j'ai  concernant  les  problèmes 
actuels  de  la  Science  mathématique  n'a  guère  besoin 
d'être  formulée  d'une  manière  pins  spéciale.  En  même 
temps  que  j'exige  partout  l'élude  logifjue  complète  et 
approfondie  des  matériaux,  j'allirme  également  que  l'on 
doit  aussi  nécessairement  les  travailler  et  les  envisager 
sous  tous  les  aspects  à  l'aide  de  l'intuition  et  de  ses 
méthodes.  Les  développements  mathématiques  qui  ti- 
rent leur  origine  de  l'intuition  ne  peuvent  d'autre  part 
être  admis  comme  possession  déiinitive  de  la  Science 
que  lorsqu'ils  ont  été  ramenés  à  une  forme  logicjue 
rigoureuse.  Réciproquement,  le  traitement  abstrait  des 
relations  logiques  ne  peut  nous  suffire,  tant  que  leur 
poilée  n'a  pas  été  vivifiée  à  l'aide  de  chaque  mode  d'in- 
tuition et  tant  que  nous  n'apercevons  [)as  les  combi- 
naisons multiples  qui  relient  le  schéma  logique,  dans 
le  domaine  que  nous  avons  choisi,  avec  les  autres  parties 
de  nos  connaissances. 

Je  compaie  la  Science  mathématique  à  un  arbre  dont 
les  racines  s'enfoncent  chaque  jour  plus  profondément 
dans  la  terre,  tandis  qu'au-dessus  les  blanches  s'éten- 
dent librement  et  nous  ombragent.  Devons-nous  eu  re- 
garder les  racines  ou  les  branches  comme  la  partie  la 
plus  essentielle?  Le  botaniste  nous  enseigne  que  la  cjues- 
liou  est  mal  posée  et  que  la  vie  de  l'organisme  dépend 
plutôt  de  l'échange  mutuel  entre  ses  différentes  par- 
ties. 
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LICEXCE  ES  SCIEXCES  IIATIIÉMATIQLES. 
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Dijon. 


A.\AL\SE.  — •    I.  Pcriofles  et  valeuis  diue/ses  de  l' in- 

dz 


té  g/a  le 


{ 


^0     <J{a  —  z){b  ~z){c  —  z){d  —  z) 


II.  Ohlenir  V équation  finie  y  =  j  [x)  de  la  courbe 
plane  dont  l'aire  comprise  entre  elle,  V axe  des  .r  et  les 
ordonnées  d' abscisses  o.  x  a  pour  expression 


m  et  'o{x)  représentant  un  exposant  et   une  fraction 
de  X  dérivés  tous  deux. 


En  posant 

y  dr  =  //. 


on  oblicnl  ininiédialcuient,  rétiiialion  dilli-rciuiclle 


[du    H  "' 


dont  rinlégralioa  s'opèro  sans  difficulU'.  II  nt;  reste 
plus  qu'à  déleiniiner  la  eon'^lanle  aihilraire  (ce  (|ui 
n\'st  pasloujours  possible),  puis  à  dill'érenlier  Texpres- 
sion  de  u  pour  arriver  à  ((die  de  ;'. 
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Mécaivique.  —  I.  AlL/dilioii  du//  ellipsoide  Jioinu- 
gcne  sur  un  point  extérieur. 

II.  Un  jyrisnie  droit  J/ornogène,  dont  les  hcises  sont 
deux  trian<^les  rectangles  ABC,  A'Iî'C,  rejwse  par  Id 
fdce  AIjA'I)'  sur  un  plan  horizontal  le  long  duquel  il 
peut  glisser  sans    frottement .    t,  ne  tige  pesante  M!V, 


située  dans  le  plan  de  la  section  droite  du  prisme  qui 
contient  le  centre  de  gravité,  s'appuie,  d'  une  part ,  sur 


le  plan  horizontal  et,  d  'autre  part ,  sur  la  face  BCB'C, 
et  glisse  sans  frottement  à  ses  deux  extrémités . 

On  demande  le  mouvement  du  système. 

La  tige  pesante  est  homogène.  Dans  sa  position 
initiale,  son  extrémité  supérieure  est  sur  V arête  CC 
et  les  vitesses  initiales  sont  nulles. 

On  ap|)lique  les  ihéories  des  forces  vives  el  du  inou- 
veineiiL  tlu  centre  de  srravité. 


Lyon. 

ANALYSE.  —   I.  Démontrer  <i  ue  trois  sut  faces  ortho- 
gonales se  coupent  suivant  des  lignes  de  courbure. 


(  •■^'  ) 


il.  Inicgrer 


dz  Oz 

pq=px^qy,         y=-,  .y  =  - . 

Tout  se  réduit  à  trouver  une  intégrale  complète, 
c'est-à-dire  contenant  deux  paramètres  arbitraires. 
Si  z  élait  une  (orme  (juadratique  Ax^-j-  i^xr  -f-  Cj)  -, 
il  en  serait  d(î  même  encore  pour  les  deux  expres- 
sions pcj  et  px  -t-  (jj .  Poursuivons  donc  l'identilicalion. 

Il  viendra 

pcj  =  4(A.r-f-  Bj-)  (Bj--!-  C  r> 
=  px-\-qy 

=  'j.  (  Aa?2  +  2 B.r;'  -^  G  j'S  ), 
d'où 

o  =r.  A(2B-ij  =  G(2B— i),         AG  =  B(i  — B), 

c'esl-à-dire 

o=:A  =  G,         B  =  i         et         3  =  ivT/ 

(solution  sans  paramèlre),  ou  bien 

B=:^  AG:-!. 

11  vient  ainsi  l'inlégrale  complèle 


I 
i 
).,  u  =  const.  arbilr. 


z  =  xy-^\x''-'-r  T^y- 


L'intégrale  générale  se  constiuira  pai'  bs  procédés 
connus. 

Mécamqtje.  —  LJii  point  yi  tJiafcrud  non  pcsdiit  est 
assujetti  à  se  déplacer  sans  frottenieiU  sur  un  cyliiube 
à  section  droite  ellipfit/ne.  M  est  attiré  ve/s  un  point  O, 
situé  sur  l'axe  du  cylindre,  proportionnellement  à  la 
distance.  Tron^'er  le  mouvement . 
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Prenons  O  pour  oiii^iiu;  di'S  coortlonnéos  rcclangu- 
Jair(;s  el  l'axe  du  cylindre  pour  axe  des  z. 

S»til  A  1(!  point  où  la  génératrice  de  M  [)erce  le  plan 
des  xy. 

Le  lliéoiènie  des  aires  nionUe  que  A  décrit  la  section 
dioite  suivant  la  loi  képlérienne  (aiies  proportionnelles 
aux  temps).  Projetons  niaintt'nant  sui  Taxe  du  cvlindic, 
il  viendra 

~j-=—li^z.         z  =  z-u  cas  ix{t  — /„), 
■jL  =  const.  (le  rattraclion. 

On  connaît  ainsi  eoninient  se  déplacent  la  génératrice 
variable  MA  et  le  point  M  sur  ladite  génératrice.  La  mé- 
thode est\alaljle   pour  uni' section   dioile  (jueleonque. 

Ache\oiis  la  solulicjn  poui'  la  sin-tion  dioile  elliptique 

h  ^   =  i  OU  .r  =  a  cos'j  T  =  b  siiis. 

a-         h-  .  -  . 

On  a  (' lliéorème  des  airesj,  /i-=:  consl.  des  aires, 

X  dy  —  r  dx  ^=  ob  d-:,  =  /.^  dt . 

Si  T  est  le  temps  d  une  révolution  complète, 
1-nh  ^^  /i-T  et 


d':i  =  Y  dt^         ?  -  'f  u  =  -=^  (  /  —  /o )• 


La  trajectoire  est  définie  par  les  équali(jns 


,a T( o  —  9o)  9  —  '-?o  _  /  —  /« 


i   ;  =  ^0  cos  ,  _ 

I  2  7:  -IT.  1 

Zo,  .iy,  T,  /y  dépendanl  des  conditions  initiales 
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Marseille. 

Analyse.  —  Pour  intégrer  le  système  d'éf/uafions 
différejitielles 

Zx"^  ^  =(—  3.r2+  5)/,  _(2.r4+i2;r2-h  5)/.,. 
dx 

3  .r ^  —f-^  =  W 1  —  5  (  3  .r-  +  a  )  /.i , 
dx 

on  fera  successivement  les  cliangements  de  variables 
définis  par  les  relations  suivantes  : 

et  V on  sera  ramené  à  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles de  forme  classique  aux  variables  y  i  ety^. 

On  calculera  les  intégrales  y  ^  ^^Yi  qui  se  réduisent 
Cl  y  ^  =  o?  J'^2  =  —  '   quand  on  fait  x  =  i . 

La  variable  X  décjivant  un  chemin  fermé  quelconque 
allant  du  point  x  =  i  au  même  point  .r  =  i ,  quelles 
sont  les  différentes  valeurs  au  point  x  :=  i  des  fonc- 
tions y  ^  et  y  2,  z^  et  z.,.,  ty  et  t-2^ 

Les  changements  de  variables  indiqués  conduisent  an 
système  de  forme  classiqm^ 

3.r  -^  =  \ri  —  3j'2, 
dx 

que  l'on  intègre  en  chereliant  à  déterminer  les  para- 
mètres définis  par 

L'équation  caraetéristiquc,  (|ui  tloiine  /•,  (îst 

9  /••'  -t-  1  :^  o , 
Ann.  de  Mdihéinal.,  .'^sciic,!.  \VI.  (  M.ns   18(17.)  f) 
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et  la  solution  demandée  est 


logar 


Le  seul  point  singulier  à  distance  finie  est  l'origine. 
Tout  chemin  fermé  allant  du  point  a:  =  i  au  point 
^  =  I  rentre  dans  l'une  des  classes  suivantes  : 

1°  S'il  n'entoure  pas  l'origine,  y,  et  y^  reprennent 
les  valeurs  o  et  —  i  au  point  x  ^  i  ] 

2"  S'il  entoure  une  ou  plusieuis  fois,  même  en  tour- 
nant dans  les  deux  sens,  chaque  tour  augmente  ou 
diminue  l'argument  de  logj:  de  271,  et  1  arc  soumis  au 

signe  sinus  augmente  ou  diminue  de  4r-  Par  exemple, 

trois  tours  successifs  dans  le  même  sens  ramènent  les 
valeurs  initiales  o  et  —  i  de j-,  et  dejo.  Il  est  facile  de 
former  toutes  les  valeurs  demandées  dans  la  dernière 
partie  de  la  question. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  hoi'izontal,  un  tube 
homogène,  de  longueur  Qa,  est  mobile  autour  de  son 
centre  O,   qui  est  fixe. 

Un  point  matériel,  qui  est  mobile  dans  ce  tube,  est 
attiré  par  le  point  O  proportionnellement  à  la  dis- 
tance. 

La  masse  du  tube  est  égale  à  celle  du  point. 

A  l'instant  initial,  le  mobile  est  à  une  distance  ia 
du  point  O  et  la  vitesse  relative  du  mobile  sur  le  tube 
est  nulle. 

La  vitesse  angulaire  du  tube  est  égale  à  w. 

Étudier  le  mouvement  du  système  en  supposant  que 
Vattraclion  du  point  O  sur  le  mobile  à  l'unité  de  dis- 
tance est  égale  à  imu)'-,  où  m  désigne  la  masse  du 
mobile  et  (o  la  vitesse  angulaire  initiale  du  tube. 


(   ï3o  ) 
Trouver  la  pression  du  point  mobile  sur  le  tube,  et 
fin  tube  sur  le  point  O. 

En  désignant  par  ni  la  niasse  commune  du  tube  et 
du  point,  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rapport  au 
point  O  est  oma^. 

Si  l'on  applique  le  théorème  des  aires  et  celui  des 
forces  vives  au  mouvement  du  système,  on  obtient  les 
deux  équations  suivantes,  où  p  et  H  désignent  les  coor- 
données polaires  du  mobile  : 

dd^        d?-  -    -,    . 

et  Ton  en  tire 


Wt  =  '''  \   p^  +  3a^  ' 

ce  qui  prouve  que  le  mobile  oscillera  entre  les  distances 

a  Jî. 
0  1=  — —  et  0  =  2rt. 

La  pression  N  du  mobile  sur  le  tube  est 

r/2  0  do  dO 

'^  di^-  dt   dt 

et  il  n'y  a  qu'à  substituer. 

La  pression  du  tube  sur  le  point  O  est  égale  à  la  pres- 
sion précédente  N.  <■- 

Astronomie.  —  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle 
sphèrique 

a  =  65.27. 18,32  , 
b  =  84.35.26,84, 
c  =  95.43.53,76, 

et  l'on  demande  de  calculer  : 
1"   Les  trois  angles  A,  B  et  (^  ; 
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9.  "  Les  accroissements  qii  éproiivenL  ces  trois  angles 
(/uand  les  côtés  reçoivent  les  petits  accroissements  res~ 
peclifs 

Aa  =  -!-  3,2, 
Ai  =  —  4,5, 
Ac  =  4-6,7. 

On  considérera  les  accroissements  comme  des  diffé- 
rentielles. 


A  1  /sin(p  —  a){sinp  — b){s\np  —  c) 


A  »  4    /' 

ing—  = 4/  • 

•2        ■siiw  jj  —  a)\ 


sinp 


AA  =  — -. — -(t^a  —  cosB.Aè  —  cosC.Ac),        Aa  =  +  3,2, 

sin  c  sinH 

AB  =  —. : — ^(A6  — cosC.Ac  —  cosA.Aa),       S.b  —  — 4>5, 

siiia  sin  (j 

AC  =  ; — : — -  (  Ac  —  cosA.Aa — cosB.Aè),       Ac  =  4-  6,7. 

siiit/sinA 

L  sin. 
a=    G  j.  27.1 8, 39.        p  —  «  =  57.26.    1,14         Î5  95t57o84 
6=    84.35.9.6,84        /?  — 6  =  38. 17.52,69,         7,7922172 
c=    95.43.53,76        />  —  c  =^  1-] .   9.25.70        1,6593765 
2/^=9.45.46.38,92         N  1,3773021 

/?=  122.53.19,45  7,9241379 

7,4531642 

7,7265821 


N  :  sin/> 

y/ 

32^18'.  7  ".98 

A 

tanç  — 
"   2 

40.41 • 12.56 

B 

tang- 

49.24.56,08 

C 
tang- 

1  ,8008737 

7,9343649 

o , 0672066 


L  COS.  LAa,  A6,  Ac.  L(cosa;A). 

A       6i!36.î5,96  7,6324  m-o,5o5i  -i-o,i375  cosA.Aa  -!-i,37 

B       8r. 22. 25, 12  7,1764  — o,6532  —7,8296  cosB.A^»  —0,68 

C       98.49.52,16      —7.1862  -1-0.82G1  — O.OI23  copC.Ac  — i,o3 
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L(Asin.siii.), 

.    L(sin.sin.). 

sin. 

sin. 

AA. 

siii  c  sinB 

4,91 

0,6911 

"^,9537 

a 

^,9589 

C 

I  ,9948 

AB. 

sina  sinC 

-4,84 

— o,6S49 

1,9540 

h 

7,9981 

A 

1,9559 

AC. 

S'inb  sin  A 

6,01 

0,7789 
losA. 

"i",99'^9 

c 

1 ,9978 

B 

•,99^> 

AA 

5",  46 

0,7374 

AB 

—5,38 

—0,7309 

AG 

6,11 

0,7860 

Nancy. 

Analyse. —  I.  On  considère  une  fonction  enlièrej {z) 
telle  que  l'on  ait,  quel  que  soit  s, 

u)  eZ  [x  étant  des  constantes. 

1"  Soient  a  et  b  deux  points  du  plan  des  z  où 
la  fonction  f{z)  prend  une  même  valeur  non  nulle,  la 
droite  ah  n  étant  pas  parallèle  à  la  droite  O  tu  qui  joint 
l'origine  au  point  w,  soient  a'  et  h'  les  deux  points 
a  ■+-  to  et  />  4-  03  ;  soient  enfin  -, ,  7:2, .  .  . ,  11,^  les  zéros 
de  J {z)  distincts  ou  non  appartenant  au  parallélo- 
gramme ab^  a' b' j  aucun  d'eux  n^ étant  sur  le  contour. 
On  demande  de  calculer,  à  un  multiple  de  27zito  près, 
les  deux  sommes  d'intégrales  rectilignes 

Quel  est  ce  multiple  dans  le  cas  oit,  aucune  des  qtuai- 

tiiés  T.  n'éia/it  nulle,  le  module  de  f[z)  reste  inférieui 

à  tous  leurs  /nodules  quand  le  point  z  décrit  le  côté  ub? 

2"  Démontrer  que,  si  ;;.  dijjèrc  de  l'unité.^  il  existe 


(  »38  ) 
une  fonction  primitwe  F(z)  de  f{z)  telle  que  L'on  ait 

aussi 

¥{z-\-iù)=  \x¥{z); 

quel  est,  dajis  le  cas  de  ij.  =3  i ,  la  forme  générale  des 
fonctions  primitives? 

II.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires ,  on  consi- 
dère la  couT'be  plane  C  enveloppe  de  la  droite 

xsina.  — y  cosa  =  ç>(a), 

oii  a  désigne  un  paramètre  variable  et  es  (a)  une  fonc- 
tion déterminée  de  ce  paramètre. 
1°  Supposant 

.  cos(a-i-a) 

o(a)=  Asin(a-i-a)-f-A > 

'  a 

former  l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre  à 
laquelle  satisfait  '-^(a)  quelles  que  soient  les  constantes 
A  et  «,  et  écrire  V expression  du  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  a. 

1°  Trouver  toutes  les  courbes  C  pour  lesquelles  '-5  (a) 
vérifie  l'équation 

d^O  (  2\ 

«a-         \  a^/   ' 

1.   En  remarquant  que 

ou  voit  que  la  première  somme  est  égale  à 

-f    %~'dz=-^[hf{b)-hf{a)y, 

et  comme  f(b)  est  égal  à  f{a),  elle  est  de  la  forme 
ini-<ji^  n  étant  un  nombre  entier  qui  se  réduit  à  zéro 
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si  le  module  iXaf^z)  reste  inférieur  aux  modules  des 
zéros  t:,,  t:^,.  . .  ,  ~«  le  long  de  ab. 

La    somme    des    quatre    intégrales,    étant  l'intégrale 

de  ~^. — ^    iM'ise  le  long  du  parallélogramme  a£^'«',  est 

y», -s)  »     1  »  ' 

égale  au  produit  de  2/7:  par  la  somme  des  résidus  de  cette 
fonction,  relatifs  aux  zéros  — ,,t:o,.  .  . ,  tt^  dey(z),  c'est- 
à-dire  2/7:(7z, -h  7:0 -f- •  •  • -h  ~«)  •  Les  deux  sommes 
demandées  sont  ainsi  connues. 

Soit  maintenant  es  (z)  une  fonction  primilive  dey^(z); 
eî.le  satisfait  à  l'équation 

ci'(^  -T-  aj)=  \J.o'{z), 

d'où  l'on  tire 

cp(5-!-a))=  \xo[z  )-^  c; 

si  a  difl'ère  de  l'unité,  il  suffit  de  poser 

¥{z)=^{z\^ ^—, 

|JL  1 

pour  satisfaire  à  la  coudiliou 

¥{z^i^)=lJ.T{z); 

si  ij.  est  égal  à  l'unité,  la  forme  générale  des  fonctions 
primitives  est  Y{z)-\ — ^j  F(^)  étant  une  fonction  de  z 
particulière  admettant  la  période  to. 

IL  En  éliminant  les  paramètres  A  et  a  entre  'i(a)et 
ses  deux  premières  dérivées,  on  trouve  que  la  fonction 
C5(a)  satisfait  à  l'équation  dilîérentielle 


^ 
d^ 


l^(-^).  =  . 


et  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  0(7.) -f- ^"(a). 
Pour  intégrer  l'équation  dilîérentielle  donnée,  avec 
second  mend^re,  il  suffit  d'ajouter  à  la  valeur  attribuée 


(  i4o  ) 

à  'f  (a),  dans  la  première  partie,  l'iiUégrale  parLicuIière 


AlÉcAiviQUE.  —  Dénionlrer  que  la  stabilité  de  Véqui- 
lïbre  (Win  solide  rigide  ho/nogèiie  pesant,  flottant 
dans  un  Jluide  homogène  pesant,  est  assurée  lojsque 
le  centre  de  poussée  n' est  pas  au-dessous  du  centre  de 
gravité  du  solide  rigide^  à  une  distance  supérieure  à 

:r7,  oui  est  le  plus  petit  moment  d'inertie  de  la  section 

d^ ciffleurement,  relativement  aux  axes  passant  par  son 
centre  de  gravité,  et  oii  \  est  le  volume  immergé. 

Epreuve  pratique.  —  Astronomie.  —  Calculer  la 
longitude  et  la  latitude  d' un  astre  dont  les  coordon- 
nées équatorialcs  sont 

.1\  =  8"i8"'3o%         D=  10036' 52"4; 

r obliquité  de  l'écliptique  est  (o  =  23"27'35"8. 

Poitiers. 

ANALYSE.  —  Montrer  que  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

admet  des  solutions  qui  représentent  des  cônes  ayant 
leurs  sommets  sur  l'axe  O z. 

Considérant  en  particulier  V équation 

(2)  qx—py  -  \/i  -f-//^  -+-  q^'  v/.r2  H-jK^  O)  -  =  o  , 

Iransfoimer    cette   étpialioii    ei    l'équation    difjéren- 


(  '4i  ) 

tielle  des  cônes  dont  le  sommet  est  sur  Oz,  en  prenant 
pour  variables  indépendantes  les  coordonnées  po- 
laires r  et  h. 

Faire  voir  que  Von  obtient  l' éijuation  finie  des 
cônes  solutions  communes  à  l'aide  de  quadratures. 

Effectuer  le  calcul  en  supposant 

Examiner  le  cas  oii  m  =  i . 

Démontrer  cpie  toutes  les  surfaces  représentées  par 
/'équ.'ttion  (q)  sont  coupées  par  le  plan  y  ^=  ax  sui- 
vant des  lignes  de  courbure,  (a  désigne  une  con- 
stante.) 

Mécanique.  —  1.  Lieu  des  points  d'un  plan  hé  au 
mouvement  d'un  corps  solide  dont  les  vitesses,  à  un 
instant  donné,  sont  également  inclinées  sur  la  normale 
au  plan . 

12.  Equations  du  niouvenie/it  d'un  solide  de  lévolu- 
tion  autour  d' un  point  fixe.  —  Intégrales  premières. 
—  Cas  d'un  corps  pesant  animé  d'une  très  grande 
vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe,  et  que  l'on 
abandonne  éi  lui-même  sans  autre  'vitesse  initicde.  — 
Calcul  de  la  précession  et  de  la  natation  à  un  instant 
quelconque. 

Astronomie.  —  Le  i*^''  novembre  1896,  à  midi  vrai, 
la  déclinaison  du  Soleil  est  —  i4"4i'  19"4- 

//G  a  noi'etnbre,  elle  est  —  i5"o'i(î"5. 

E accroissement  de  l'ascension  droite  dans  l'inter- 
iville  est  ')'"  56%  ;^. 

Calcule/-  l'obliquilé  de  l' éclipti(juc. 


(     '42     ) 


Toulouse. 


Analyse.  —   I.   «,  Z>,  c,    cl   désignant  des  (/uantités 
données,  étudier  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale 


r 


^/{a-z){b  —  z){c-z){d-z) 

lorsque  le  chennn  d'intégration  varie,  en  conservant 
les  mêmes  extrémités  ;  indiquer  ce  que  Von  entend  par 
périodes  de  cette  intégrale. 

II.  On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre 

\  -\-  p"^  -^  CJ'  —  9.  c  =  o, 

oïL  p  et  q  désignent,  suivant  l' usage,  les  dérivées  -^ 
et  -^  j  par  rapport  aux  variables  indépendantes  x  et  y 

de  la  fonction  z. 

1°  Démontrer  que,  si  l'on  considère  x,j)'',  z  comme 
les  coordofinées  cartésiejines  rectangulaires  d'un  point, 
il  existe  des  surfaces  intégrales  particulières  de  cette 
équation  qui  sont  de  révolution  autour  d'une  parallèle 
à  V axe  coordonné  Oz. 

2"  Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
parabole  dont  les  équations  sont 

X  =  o,         y  =  7.z  —  i\ 

ce  problème  admet-il  une  ou  plusieurs  solutions? 

Mécaivique.  —  I.  Un  point  matériel  pesant ,  assujetti 
à  se  mouvoir  sur  un  cylindre  de  révolution  do  fil  l'axe 
est  xwrtical,  est  attiré  par  un  point  fixe  proportion- 
nellement  à  la  distance.  On  demande  d'étudier  le 
mouvement  de  ce  point.  Pression  exercée  par  le  point 
sur  la  surface. 
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Cas  particulier  :  le  centre  d'attraction  est  situé  sur 
l'axe  du  cylindre. 

II.  Indiquer  très  succinctement  la  marche  à  suivre 
pour  établir  les  six  équations  d'Euler,  qui  permettent 
d'étudier  le  mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  à 
tourner  autour  d'un  point  fixe  et  sollicité  par  des 
forces  données. 

Epreuve  pratique.  —  Une  planète  décrit  une  orbite 
elliptique.  A  un  instant  donné.,  l'anomalie  vraie  v., 
l'excentricité  siii'j,  le  rayon  vecteur  r  sont  déterminés 
par  les  valeurs  suivantes  : 

V  =  3io"  55' 29'',G4,         o  =  1 4"  12' i",87,         log/*  ^  0,3307640. 

On  demande  le  paramètre  de  l' orbite,  le  demi  grand 
axe,  et,  à  V instant  donné,  l' anomalie  excentrique  et 
l' anomalie  moyenne. 


SOLUTIONS  DE  QLESTIOXS  PUOPOSÉES. 


Question  1560  (»). 

(1885,  p.  536). 

Trouver   le    rayon   d'un   cercle  passant  par   les  points 
dont   les  coordonnées  trilinéaires  sont 

( —  a,  b,  c),  (a,  —  h,  c),  (  a.  b,  —  c). 

(Hanumenta  Rau.) 

solution 
Par  M.  H.  Lez. 

Le  cercle  passant  par  les  points  dont  les  coordonnées  trili- 
néaires   sont   (  —  a,b,c)(a,  —  b,c)(a,b,  —  c)   est   le    cercle 

(')  Voir  1891,  p.  39,  une  solution  de  M.  B.vnisiEN. 
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circonscrit  au  triangle  A'B'C,  polaire   du   triangle  ABC,  car 
les  sommets   A',  B',  G    sont   les   points  associés   du   point  de 


Lemoine  K,  ayant  des  coordonnées  proportionnelles  à  «,  b,  c. 

Soient  donc  a  ,  h',  c'  les  côtés  du  triangle  A'B'C,  sa  sur- 
face sera  —  (a'-f- 6'-f- c'),  R  étant  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit à  ABC. 

Si  p  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C, 
on  aura 

a  b' c' 


(I) 
Mais 


9  = 


■ii\{a  -h  b' -i-  c') 


«'=  AC-i- AB'=  R(tangC-i-  tangB)  =  R 

b'=  BC-^  BA'=  R(tangC  h-  tangA)  =  R 

c'  =  GA'+CB'=  R(tangA  + tangB)  =  R 
Alors  l'égalité  (i)  devient 

R^  sin  A  sin  B  sin  C  i 


'\n  A 


cosB  cosC 

sin  B 
cosA  cosC  ' 

sin  C 
cos  A  cosB 


cos^Acos-Bcos-C        4  R-(tangA  -h  tangB  -r-  tangC 
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Remarquant  que,  dans  un  triangle, 

„  ^        sin  A.  sinB.  sinC 

tangA  -!-  tangB  -+-  tangC  =  1 =; 7^: 

"  °  °  cosA.cosB.cosG 

la  valeur  du  rayon  p  se  réduit  à 

R 


4  cos  A  cosB  cosG 
Question  1684. 

(  1894,  p.  à*.  ) 


Le  lieu  des  points  de  /-enconire  des  tangentes  menées  par 
deux  sommets  d'un  triangle  à  toute  conique  conjuguée  par 
rapport  à  ce  triangle  et  passant  en  outre  par  un  point 
fixe  est  une  quartique  trinodale.  (A.  Gazamian). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Soient  B  et  G  les  deux  sommets  considérés  du  triangle, 
P  et  Q  les  points  d'intersection  d'une  des  coniques  avec  BG. 
Les  droites  AP  et  AQ  sont  donc  tangentes  à  cette  dernière. 
Effectuons  maintenant  une  transformation  homographique  de 
manière  que  les  points  B  et  G  coïncident  avec  les  ombilics  du 
plan,  a,  le  transformé  du  point  A,  deviendra  le  centre  de  la 
conique  transformée;  ap  et  aq  étant  conjuguées  harmo- 
niques par  rapport  aux  directions  isotropes  seront  ortho- 
gonales; donc  aussi  les  asymptotes  de  la  conique  transformée,  qui 
sera  une  hyperbole  équilatère.  Le  problème  revient  donc  à  cher- 
cher le  lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  concentriques 
passant  par  un  point  fixe.  Ge  lieu,  qu'on  obtient  sans  difficulté, 
est  une  lemniscate  ayant  son  point  double  inflexionnel  en  a. 
La  lemniscate  étant  une  quartique  bi-circulaire,  en  revenant  au 
problème  primitif  on  trouve  pour  le  lieu  une  quartique  trino- 
dale, les  nœuds  coïncidant  avec  les  sommets  du  triangle. 

AuUc  solution  do  M.  I!.  Lez. 

Question  1698. 

,1895,  p.  38*.  i 

On   considère  le  triangle  formé  par  un  pjoinl  i\l    d'une 
ellipse,  le  pôle  de  la  normale  en  M  et  le  centre  de  l'ellipse. 
Ann.  de  Afathémat.,  3"  série,  t..  XV'L  (  Afars  1897.)  9* 
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On  considère  en  outre  le  rectangle  formé  par  le  point  M, 
le  centre  de  l'ellipse  et  les  projections  de  ce  centre  sur  la 
tangente  et  la  normale  en  M. 

Quel  que  soit  le  point  I\I  sur  l'ellipse,  le  produit  des  aires 
du  triangle  et  du  rectangle  est  constant. 

(E.-N.  Barisien). 

SOLUTION 
par  M.  H.  A.  Droz-Farny. 

Soient  x  =  acoso,  y'  =  ôsino  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  l'ellipse  b-x'^-^  a-y'^=^  a'^b-.  La  tangente  et  la  normale 
en  M  ont  respectivement  pour  équations  bxco?,o^ays\n^=^ab 
et  ax  sino  —  by  cosa  =  c-  sinç  coso. 

On  trouve  aisément,  pour  les  coordonnées  du  pôle  P  de  la 
normale, 

a»  „        —b^ 


donc 


c^cosç  casino 

deux  triangles  OMP  =  28  =  x' y"  —  y' x" 

ab  a-sin2o-4-62cos2' 


distance  du  centre  à  la  tangente  d  = 
dislance  du  centre  à  la  normale  fZ'  = 


c-  sino  coscp 

ab 
sjb'^  cos^  <j)  -H  «2  sinîQ 

c-sin  <3  coscp 
y/a'^  sin2  0^-6^  cos-  o 


'    ,     .     ,.       ,  ^         ,„  aèc^sinca  coso 

rectangle  indique  R  =  dd  =      ,   .   ., Vi ^' 

°  ^  a-sin^çp -4- o^'cos-^o 

et  par  conséquent  :  Ko  ==  =  constante. 


M.  .Manxheim  fait  remarquer  que  la  question  1698  peut  être  résolue 
géométriquement  de  la  manière  suivante  : 

Sur  ia  tangente  en  M  à  l'ellipse  prenons  le  pôle  P  de  la 
normale  en  M  et  projetons  en  T  le  centre  O  de  l'ellipse. 

L'aire  du  rectangle  est  égale  à  MT  x  OT.  Le  double  de  l'aire 
du  triangle  OMP  est  égal  à  MP  x  OT.  Le  produit  de  ces  aires 

est  ÔT'  X  MP  X  MT. 

La  droite  OT  étant  parallèle  à  la  normale  en  M  est  le  dia- 
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mètre   conjugué   de   OP.   Le  produit  MP  x  AIT  est  alors  égal 
au   carré    du    demi-diamètre  conjugué  de  OM.  On  sait  que   le 

produit   de   ce   carré   par    OT     est   constant  quel  que  soit  M; 
donc,  etc. 

Questions  1758  et  1759. 

I1S97,  p.  loo)  ,'l. 

REMARQUES 
Par  M.  Canon. 

A  la  page  i8i  de  son  Ouvrage  de  Géométrie  cinématique, 
M.  Mannlieim  démontre  que  lorsque  quatre  points  d'une 
droite  mobile  restent  sur  des  sphères  fixes  dont  les  centres 
sont  dans  un  même  plan,  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  une  ligne  qui  appartient  à  une  sphère  dont  le  centre 
est  aussi  sur  ce  plan. 

Cet  énoncé  n'est  autre  que  celui  de  la  question  proposée 
sous  le  n°  IToS.  M.  Mannheim  ajoute  que  les  centres  des 
sphères,  qui  contiennent  les  lignes  ainsi  décrites,  appar- 
tiennent à  une  conique. 

.\  la  page  io5  du  même  Ouvrage,  M.  Mannheim,  étudiant 
les  propriétés  relatives  au  déplacement  d'une  figure  de  gran- 
deur invariable  démontre  que  lorsque  des  plans  sont  paral- 
lèles à  une  droite  D,  les  plans  normaux  à  chacun  d'eux, 
menés  respectivement  par  leurs  caractéristiques ,  passent 
par  une  même  droite  L,  qui  est  l'adjointe  au  plan  perpen- 
diculaire à  D.  et  il  ajoute  plus  loin  (p.  io8)  qu'une  adjointe 
à  un  plan  est  toujours  parallèle  à  l'axe  du  déplace- 
ment. 

Cet  énoncé  n'est  autre  que  celui  de  la  question  proposée 
sous  le  n°  17o9. 

M.  Mannheim  donne  cette  conséquence  :  Les  caractéris- 
tiques des  plans  d'un  faisceau  mobile  appartiennent  à  un 
hyperboloïde  dont  les  plans  des  sections  circulaires  sont 
perpendiculaires  les  uns  à  Varête  du  faisceau  et  les  autres 
à  l'adjointe  au  plan  perpendiculaire  à  cette  arête,  c'est- 
à-dire  à  l'axe  du  déplacement. 

(')    Voir  les  énonrcs.  lac.  cil. 
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QUESTIONS. 


1760.  Etant  donnés  deux  faisceaux,  l'un  d'ordre  m,  l'autre 
d'ordre  n,  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  courbes  des 
deux  faisceaux  se  coupent  sous  un  angle  constant  a  est  une 
courbe  d'ordre  i{  m -+■  ii  —  i  ).  Quand  a  =  o,  cette  courbe  se 
décompose  en  une  courbe  d'ordre  i.{in-^7i) — 3  et  la  droite 
de  l'infini.  (E.  Dewulf.) 

1761.  Cinq  droites  quelconques  sont  données  dans  un  plan. 
On  mène  une  transversale  par  un  point  fixe,  et  sur  cette  droite, 
on  prend  un  sixième  point  qui  forme  une  involution  avec  les 
cinq  points  déterminés  par  les  cinq  droites  données.  Le  lieu 
géométrique  de  ce  sixième  point,  quand  la  transversale  tourne 
autour  de  son  pivot,  se  compose  de  cinq  coniques. 

(  E.  Dewulf.) 

17G2.  Les  caractéristiques  des  plans  tangents  à  un  cône  de  la 
classe  n  forment  une  surface  d'ordre  2/i-i-i. 

(E.  Dewulf.) 

1703.  Soient  C„(a"jK)  =  o,  C„j(a"j')=  o  les  équations  de  deux 
courbes  d'ordres  respectifs  n  et  m.  Si  un  point  est  commun  à 
ces  deux  courbes  et  si  son  ordre  de  multiplicité  est  n'  pour  C„ 
et  m'  pour  C,„,  il  appartient  aussi  à  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

âx     dy  f)y      (Kr 

et  est  multiple  de  l'ordre  ni -^  lï —  i  pour  cette  courbe. 
Donner  une  interprétation  algébrique  de  ce  théorème. 

(E.  Dewulf.) 


ERRATA. 


T.  XVI,  i8q7,  p.  5,  ligne  4  en  rcmonlant,  au  lien  de  WmïVc,  lisez 
imaçc. 
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[B2d] 

APPLICATIO\S  DE  LA  THÉORIE  DES  SUBSTITUTIOXS  LIXÉAIRES 
A  L'ETUDE  DES  GUOIT'ESC); 

Par  m.  II.  LAURENT. 


I.    —    GltOUPES    DE    SUBSTITUTIONS. 

Des  substitiuioiis  forment  un  groupe  quand  leurs 
produits  font  partie  de  ces  substitutions. 

L'ordre  d'un  groupe  est  le  nombre  de  ses  substitu- 
tions. Un  groupe  peut  être  d'ordre  tini  ou  intini. 

Un  groupe  d'ordre  inlîni  est  discontinu,  quand 
la  difTérence  de  deux  de  ses  substitutions  ne  peut  deve- 
nir intinimcnt  petite  (c'est-à-dire  avoir  tous  ses  élé- 
ments infiniment  petits);  il  est  continu  dans  le  cas 
contraire. 

Kxeuiplcs.  —  La  substitution  (circulaire 


et  ses  puissances  forment  un  groupe  d'ordre  tini.  Les 
substitutions  écliangeabl('s/"(,v)  forment  un  groupe  con- 
tinu, les  substitutions  à  coellicients  entiers  Ibrment  un 
groupe  discontinu. 

Soient.v,,  s.,^  ...,  5^  des  substitutions,  leurs  puissances 
et  leurs  produits  forment  un  groupe  dit  groupe  dérwé 
(le  s,,  s.,,  .  .  .,.?/,. 

Nous  allons  étudier  ([uel(|ues  groupes. 


(')    Voir  3°  série,  t.  XV,  189R,  p.  3'|5  :  Exposé  d'une  théorie  nou- 
velle des  substitutions  linéaires. 
Ann.  de  Mulhémat ..  '■•>'  série,  l.  XVI.  (Avril  iR;)7.)  lO 


(  '2?^  ) 

II.  —  Groupe  orthogonal. 

La  sulîstitution  s  =  Sa/yT//.  où 

Vi  —  zii^r,  -f-  ai5.r,  --...—  y.i„f'„, 

yi=  2„i.ri—  a„2.r2  +  .  .  .—  a„„.r„,, 
est  orthogonale,  quand  on  a  identiquement 
(  I  )  xl  —  xl  -^  .  .  .  .T^i  —  Vi  -i-rl  ■  • .  yfi- 

Il  est  facile  de  voir  alors  que  l'on  a  :    i" 

\     y-,\    -r-   7.j\  .   .   .  -t-    'lj-„    =    I  . 

il)  ■ 

2"  Si  les  relations  ont  lien,  ( \)  a  lieu  et  la  substitu- 
tion est  orlliogonale, 

3"  On  a 

-''i  =  ^iiTi  —  22i.r.2  — •  .  .  —  a„,.i-„, 

donc 

A  ()ay/ 

4°  A  r=  s  ni  a, ,  7-22  .  .  .  =  rt  I ,  car  A-  =  i ,  en  vertu 
de  (2).  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  résultats  qui  sont 
bien  connus. 

I.a  suLstitulion  S*',y7,y  est  dite  finuche  quand  on  a 
^'ij  =  —  "y/,  sans  que  l'on  ait  forcément  *',,-=  o.  Voici 
comment  on  peut  déduire  une  substitution  orthogonale 
d'une  substitution  gauche.  Considérons  la  substitution 
gauche  ^"i /':,■/  où  y,/ =  i.  et  posons 

■•^1  =  Yu  '1  -<-  Y12  '2  •••-»-  7i«  ffn 

•''"5  =  Y2I  '1  "^ '~  '!-2ii  f  II  • 

^ n  ^^^  'îm  '  1  "T- -f-  Y««  '  it- 


pui 


(  ^Sl  ) 


J'i  =  Yii  ^1^721  ^-i 


l'élimination  des  t  donne 


) 

■  •  ~t~  Y""  '"' 


■tl 

7ii 

Y 1  s 

Yi" 

X-y 

T21 

\  -- 

Y2" 

Xn 

Y'ii 

'{,,•2       • 

•     Y«« 

n 

Yi' 

Y  2/ 

•       '(ni 

OU 


ay,a"i  —  'J-j-îXî- 


^Jn  ^11  —  y  il 


en  posant 


1'  =  -  ±  Yii  Y22  ± .  •  •  ±  Y'"" 


on,  on  vertu  de  v/y  ;=  —  vy,  et  v^^  =  1 , 


■) 


f  d^' 


ou  enun 


nfii 


'■^U  ' —    in     ~I 

1      ô^^ji 


SCii  =  —  I 


Or  il  est  facile  de  constater  que  l'on  a 

«uji  -+-  '^2;\,r2  -+-•■•  +  a,„jK„  =  Xi, 

de  sorte  que  la  substitution  5  =  2a/yT,/  est  orthogonale  ^ 
en  appelant  G  la  substitution  Xv/yT/y,  on  a  donc 


G 


celte  formule  suppose  seulemeiil  G  de  déteiininant  dille 
rent  de  zéro. 
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(jclte  niélliodc  paiir  la  foinialiou  des  subsliliuions 
oitliogonales  est  due  à  M.  Mriosolii. 

On  sait  aussi  coininenl  la  ihéorie  des  polynômes  du 
second  degré  peut  fournir  des  substitutions  orthogo- 
nales, mais  moins  sinipiemenl. 

Les  substitutions  orthogonales  forment  un  gioupe, 
cpil  est  le  groupe  orlliogonal.  En  effet,  si 

\  .1"!  =  au  l'i  -4-.  . . -^ai„  r„, 
/   ; 

\  J'i  =   j^  n  - 1  -+"  ■  •  •  ^  i^l/i  ~-n 

1 

sont  deux  substitutions  orthogonales,  on  aura 

xl  -h  xl  .  . .  =  yl  ^  yl  -^ .  .  .  =  z]  -+-  zl  ..., 

ce  qui  prouve  bien  que  la  substitution  qui  donne  les  x 
en  fonction  des  z  est  orthogonale. 

Le  lecteur  vérifiera  facilement  que  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  gauche  G  a  ses  racines 
imaginaires  et  qu'il  en  est  de  même  de  l'équation  carac- 
téristique d'une  substitution  orthogonale;  d'ailleurs 
celte  dernière  équation  est  réciproque  (bien  entendu, 
si  l'équation  est  de  degré  impair,  elle  a  une  racine 
réelle). 

Le  groupe  orthogonal  dérive  d'un  certain  nombre  de 
substitutions  simples  de  la  forme 

(0  =  1  —  2  (zii-i-  Zjj)  sin-  -^  +  (  -.ij  —  Zji  )  sincp. 

Cette  substitution  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

■^11  -^  "22  -!-■•■  ^-  "-nn  ^  '  ~ii  —  "-jj)  COS'i  -r-  (  Z/j  —  "y/  )sin  O 

('ii  et  -.ji  ne   figurant  pas  dans   les  {)remiers   termes), 
et    l'on    voit    alors    immédiatement    (pi'elle    est    oriho- 


(  1^3) 

En  tnulti  pliant  entre  elles substitutions  telles 

,    .    rt  (  n  —  I  ) 
que  (o,  on  introduit paramètres  qui  permettent 

d'identifier  le  produit  avec  une  substitution  orthogonale 
quelconque. 

Parmi  les  substitutions  orthogonales  figurent  les 
substitutions  de  lettres  telles  que 

Le  groupe  des  substitutions  de  lettres  est  contenu 
dans  le  groupe  orthogonal  :  le  premier  est  d'ordre  fini, 
le  second  est  d'ordre  infini  et  continu. 

Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  fonctions  qui 
restent  inaltérées  par  les  substitutions  du  groupe  ortho- 
gonal [c'est-à-dire  telles  que 

Iiy-ij-Zij  désignant  une  substitution  orthogonale  quel- 
conque]. Une  pareille  fonction  ne  sera  pas  altérée  par 
une  substitution  orthogonale  simple-,  on  devra  donc 
avoir 

F(,ri,  a*2, .  .  .)  =  f(^i  coscp  —  j"2  sincp,  ^i  sincs  -+-  ^To  coso, . .  .). 
Posons 

r  1  =  ~ —  7         A  2  =  1 —  '         •  •  •  » 

oxi  ar<2, 

on  aura,  en  difiérentiant  par  rapport  à  co, 

o  =  Fi( —  x\  sin  9  —  :r2C0SQ)  -+-  F'îl-^i  coso  —  X2  sin  tp), 
et  en  posant  cp  ^  o 

o   =  ./•«Fi  —  Tx  F2. 

Ainsi,  on  devra  avoir 

_^  ^  _    I     rJF   _        _    I      dV 

X\     dXy  Xi    r)Xo  '  '  '  X„    ÔX„ 
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Les  fonctions  F  et  x^  H-  .r'i  H-  . . .  +  xf^  ont  donc  leurs 
dérivées    proportionnelles  :    donc    F   est    fonction    de 
^'i  +  x'I -\- . . . ;  donc  les  seules  fondions  qui  restent  inal- 
térées par  les  substitutions  orthogonales  sont  fonctions  de 


Considérons  maintenant  une  fonction  F  de  deux  séries 
de  variables,  x,,  Xn,  •■••,  ocn  et^)', ,  j  ,»  •••)J  «'  pour  qu'elle 
reste  invariable  par  uue  inèine  substitution  orthogo- 
nale effectuée  sur  les  deux  systèmes  de  variables,  il 
faudra  que 

¥(^Xi,X2,  ....xcy^.y^,...) 
=  F(a7i  coso  —  X.2  sincp,  Xi  sino 
-T-  x^  cos©,. . .  ,^i  coso  — yi  sino, . . .), 

ou  que,  en  posant 

F,  =  -— ,      F2=-— ,      .-.,      F   =— -,      f;=  — -,      •••, 

àxi  dx^  dji  -       clj'.2 

on  ait 

Fi( — xi  sincp  —  X2  coso)-r-  F2(3'i  cos©  —  x.2  sin'i) 

-^  F'i(— ji  sino— j2Cosç)-f-F2(jKiCosç>— 72  sino)  =  o, 

et  pour  'i  =  G 

^oFi  — -riFs-f-joF'i  —  jiF'3  =  o. 
ou 

^^dxi  ~^^'dx2  ~^  ~  c[k7  ~'^'  àji  ~  *^' 
Pour  intégrer  cette  équation  on  pose  ' 

dxi  _       dx2  _  f/71  __       d}'2 

les  intégrales  de  ces  équations  sont 


(  i55) 
on  en  conclut  que  F  est  (onction  de  ^i -h  x'j,.  j'-^ -h yl'i 
X(  )'i  +  x.2y2  ^'t  plus  généialenient  F  est  fonction  de 

IIF  —  Groupe   symétrique. 

J'appellerai  substitution  symétrique  une  substiluliou 
^CL(j-ij  dans  laquelle  a/y=  ay/  et  a//=  ayy,  et  par  consé- 
quent dont  le  déterminant  est  syniétrique.  Les  substitu- 
tions symétriques  de  degré  ii  forment  évidemment  un 
aroupe 


& 


pe. 


L'équation  caractéristi(|ue  d'une  substitution  symé- 
trique est  une  équation  bien  connue  et  qui  a  toutes  ses 
racines  réelles  quand  les  a/y  sont  réels.  Les  pivots  étant 
désignés  par  y, ,,  y-i,  •  •  • .  Y//i  ;  Y12,  Y--,  •  •  • ,  Y«2,  •••-  la 
substitution  Sy/y  T,y  est  orthogonale.  Si  Von  pose 

r  =  S  ±  711722-  •  •7«/M 

on  sait  que 

_   '    ^L 

''^-r^7y/ 

et  par  suite  les  substitutions  inlc^rpol.iires  de  lix/yT/y, 
seront  données  par  les  formules 

Çp "-IJ   il/'  i/'j  • 

Toute  substitution  symétrique  est  évidemment  un  pro- 
duit de  facteurs  de  la  forme  ).  et  i  +  ).(T,y-i-  ~jc)'i  untî 
fonction  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  symé- 
trique ne  devra  donc  pas  changer  en  multipliant  ses 
variables  par  À;  elle  devra  donc  être  homogène  de  degré 
zéro  ;  on  devra  avoir  en  outre,  en  appelant /"(X),  X21  ■  •  ■■, 
x,/);  cette  fonction, 

/(,r,,...,.r,-i-  Ixj,..  .,.ry4-X.r/,...)^/(.r,,...,.r/,.  ..,.rj...  ), 


(  '^«  ) 

ou 

(l)  -^  jry -î-  -•- •/•/ =  <)- 

el  en  généi  al,  eu  appelant  V  le  symbole 


d 

- —  a7/-i 

<) 
~  dx/'~ 

=  p, 

P/=o. 

P^'/=o, 

f^/ 

Si  Vf  est  satisfaite,  les  autres  formules  le  seront  aussi*, 
1  intégiale  générale  de  (i)  est 

on  en  eonelut  que  les  fonetions  qui  admettent  le  groupe 
symétrique  sont  des  Ibncticns  liomogènes  des  difTérenees 


IV.  -  G 


i;OL  l'K     c:V  CLIQUE. 


J'appellerai  suh.slit ution  cjc/it/ue  une  substitution  s 
qui,  avec  ses  puissances,  formera  un  groupe  d'ordre  fini. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  l'on  trouve,  dans  la 
suite    I ,  s,    .s-, .  .  . ,  .s^-, .  .  . ,  tleux  puissances  égales  :  soit 

5^  ^  s?  (Ml  s'-'- —  S?  =  O. 

Cette  é(juation  peut  s'écrire 

Si  nous  excluons  le  cas  où  le  déterminant  de  s  est  nul, 
s  ne  représentant  pas  une  substitution  proprement  dite, 
nous  trouvons 

s'y--?—  I  =  o; 

donc  toute  substitution  cyclique  s  satisfait  à  une  équa- 


(  '57  ) 
lion  binôme 


Proposons-nons  de  liouverles  fonctions  Je  Xi^x-y 

a:,i  adinellanl  une  pareille  substitution.  Soit  y  une  fonc- 
tion quehonque  de  ^, ,  x^-,  •  •  •-  oc^  et  (.v/),  {s-J)  . .  .,  les 
valeurs  que  prend /quand  on  eUectue  sur  les  vai'iables 
la  substitutions,  5-,  ...,  c'est-à-dire  quand  on  yremplace 

■^1  »  '^'ii  •  •  •  >  '^  n  p^r  «3^1  ^-K  I  "T~  >3^2^-l2î*"*^  "^1  ^21     \~  •Z^2''^22j*"'' 

il  est  clair  que  la  fonction 

/  +  (5/)-F(5^/)-H...^(5«-l/) 

et  en  général  toute  fonction  symétrique  de  y,  (v/),  .  .  ., 
restera  invariable  par  la  substitutions. 

Parmi  les  substitutions  qui  jouissent  de  la  propriété 
de  satisfaire  à  une  équation  binôme,  et  qui  ont  ce  que 
l'on  appelle  un  ordre  J'ini,  il  y  a  lieu  de  distinguer  les 
substitutions  de  lettres.  Ainsi,  en  particulier,  la  substi- 
tution circulaire 


satisfait  à  l'équation  5" —  i  =  o. 

V.  —  .Grolpk  des  plissances  u'uxe  substitution. 

Proposons-nous  de  trouver  les  fonctions  qui  ad- 
mettent une  substitution  linéaire  donnée  de  degré  /z,  et, 
par  suite,  ses  puissances  qui  foiment  un  groupe.  Je  sup- 
pose que  la  substitution  en  question  5  ait  été  mise  sous 
la  forme 

s  =  -Si  ;i  -+-  5.)  ;■>  -I-  .  .  .  -f-  S„  Ç/j, 

q,,  q,-^-,  ...  désignant   ses   interpoiaires  et  s,,  v^,  ..  .    les 
racines  de  l'équation  caiacléristicpie  ;  supposons  (pu-  la 


(  '^B  ) 

subslilutioii  c,  change 


T-i         on         a'/',  xi  -f-  a'/i  .Tj  — . .  .  -H  «y'jj  .r„, 


comme  on  a 


la  subsLitution  s''  cliaiiyei  a 

Xi         en  ^  f/'j",  sj  ;r,  h-  N  «','!,  sj  .r^  — .  .  . . 

x^         en  ^rt',",  5j\ri -r- ^a.,'!,  sj-'j"-) -F. . . , 

En  définitive,  s'"  change 

xi         en         5';  Xi  1  -^  5',  X, 2  ^ .  .  .  —  *;;  X , „  =  .r','"', 

J^2  en  ^'i  Xoi  -^  5*2  Xoo  -r-  .  .  .  -i-  5j^  X.2,j  =  ^Tj'', 


X/y  désignant  des  fonctions  linéaires  Lien  déterminées. 
Soit  A^  une  fonction  linéaire  de  x',",  x\!^\  .. .;  la  série 
dont  le  terme  général  est 


■'-h 


sera  évidemment  convergente  pour  les  valeurs  des  va- 
riables   qui    n'annulent    pas    A;-H-  -r- '  si  tous  les  5  ne 

sont  pas  de  module  égal  à  un  et  sa  valeur  sera  une  des 
formes  de  la  fonction  cherchée. 

/autrement  :  la  substitution  s=  Sa/yT/y  peut  se  mettre 
sous  une  forme  remarquable;  en  efFet,  elle  permet 
d'exprimer  les  nouvelles  variables  en  fonction  des  an- 
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ciennes,  au  moyen  des  formules 

J^=  3(21^1+  a22.T-2  — •  •  •+  ^2n^n, 

5 

OU  en  appelant  5,,  5^,  ...  les  racines  supposées  inégales 
de  l'équation  caractéristique 

y2  —  SiXi=  ^tjiri  4- (a22  —  Sy)Xi^ .  .  ., 

on  lire  de  là 

(r.-5,.r,)— ^{y-2—SxX^)—--^...=  o, 

"(^11  —  S)  ^^V2 

A  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  caracté- 
ristique. Mais,  en  appelant 

^2t»       ^^2  2?        ....       X^/i^ 


les  pivots,  ces  équations  reviennent  a 

{y\—  S\^\)^l\+  (y^.—  SiX.y)Xi<i-^-..  .--r{yn—  SiXa)Xin  =  f>, 
{fï—  S2Xi}X<ix  -+-  (  J2—  5ia'2).r22-l-.  .  .-1-  (y,l—  SiXn)X-i,i  —  O, 

Soit  alors  F(}  , ,  yo^  •  •  -i  JK«)  une  fonction  admettant 
la  substitution  5-,  on  peut,  au  mojen  d'un  changement 
de  variables,  la  mettre  sous  la  forme 

ou 

/(Y,,Y2,  ...,Y„), 

et  si  l'on  suppose 

,\/  ::=  X i  Xii  -+-  X-i  Xi-2  -)-...  -f-  X n  X/n  , 


(      1^)0    ) 

on  devra  avoir 

/(Y,,  Y.,,  ...,Y„)=f(sr\i,s,X,,...,s,.\„). 

Ainsi  le  problème  est  ramené  à  Irouvei-  une  fonclion 
admettant  la  substitution 

Y,  =  5iX,,         ¥3  =  5.2X2,         ...,         Y„=s„X„, 

ee  (|ui  revient  à  dire  que,  si  l'on  pose 

Zi—  logY/, 

la    nouvelle    fonetion     admettra     la     substitution     qui 

ehange 

Z/     cil     Z;-i-  log.ç/, 

et  qu'elle  sera  périodique  :  elle  admettra  en  efTet  les  pé- 
riodes 

i  —  y —  I  ,  o,  o,      . . . ,     o, 

o,  -HZ  y —  1  ,     o,      ....     o, 


En  outre,  quand  ou  augmentera  Xi  de  Jogmod.v,,  jc-^ 
de  logmod.Vo,  ete.,  elle  ne  changera  pas  de  valeur,  mais 
cela  ne  constitue  qu'un  seul  système  de  périodes;  la 
fonction  transformée  possède  donc  seulement  71  +  i  sys- 
tèmes de  périodes  simultanées. 

On  peut  généraliser  les  considérations  précédentes  en 
se  proposant  de  trouver  une  fonction  admettant  un 
groupe  de  substitutions  permutables  entre  elles.  Ces 
substitutions  ont  un  même  système  de  pivots  et,  en  effec- 
tuant sur  la  fonction  un  changement  de  variables  ana- 
logue à  celui  que  nous  venons  de  faire,  les  substitu- 
tions que  la  fonclion  admettra  seront  de  la  forme 


(  '6>  ) 

et  eu  posant 

Z,-==logY,-, 

la  fonction  transformée  admettra  les   périodes  simulta- 
nées 

•i.T.^ 1  ,0,0,         .  .  .,  O, 


et 


o,  o,      o,       .  .  .  ,      1 

logmodsi,     logmod^o, 
loi;mocl/|.     lo^niofl^). 


Toutes  les  substitutions  éeliangeables  à  une  substiiu- 
tion  donnée  se  ramènent  à  des  fonctions  linéaii'es  et  lio- 
niogènes  de  /;  d'entie  elles.  J.a  fonction  qui  admet  \\n 
(groupe  dérivé  de  n  substitutions  écliangeables  aura  pour 
transformée  une  fonction  à  111  périodes. 

Si  l'on  consitlère  toutes  les  fonctions  à  n  variabli's, 
sans  points  essentiels  et  possédant  in  périodes  (et  l'on 
sait  que  ces  périodes  ne  sont  pas  arbitraires),  toutes  ces 
fonctions  seront  liées  algébriquement  à  n  d'entre  elles. 

Cela  posé,  soit /(o^i,  Xo,  ...,J"«)  une  fonction  admet- 
tant n  —  I  substitutions  échangeables  à  une  substitu- 
tion donnée;  supposons  sa  transforméi'  in  fois  péiio- 
di(jue  sans  points  essentii'ls.  Soit 

■'/=  (-.3^, +-vil, -••■)■'• 

il  est  aisé  de  voir  que  P/j  P-/.  .  .  .  admettent  les  mêmes 
substitutions  (pie/;  donc  y,  \\f\  .  .  .,  V" f  sonl  liées  enlie 
elles  par  uncécpiation  algébriqui'.  D'ailleurs,  une  étpia- 

lion 

F(/,  P^/,  F^/-.  ...)  =  o 

est  invariable;  cpiand  on  fait  subir  à  X\,  X^i  ■  ■  ■  une  sub- 
slitulion  linc'.iiiH'. 


(  '^^^  ) 

M.  —  Groupe  des  substitutions 

A  COEFFICIEKTS  EIVTIERS. 

Les  substitutions  à  coefficients  entiers  forment  évi- 
demment un  groupe  ;  les  facteurs  primaires  d(;  ces  sub- 
stitutions sont  de  la  forme  i-f-T/y,  si  nous  faisons  abstrac- 
tion des  substitutions  de  la  forme  À  où  À  est  un  nombre. 
Si  Ton  considère  la  série  dont  le  terme  général  est 


a, ,  ao,  .  .  . ,  y.n  désignant  tous  les  entiers  possibles,  celte 
série  sera  convergente,  car  l'intégrale 


ni. 


doL]  dx-2. .  .r/a„ 


(  t  -t-  a,  j-i  -!-...  -f-  a„  x,^  )«+! 


est  finie,  excepté  pour  des  valeurs  particulières  de  a:,, 
X21  .  .  .  1  x,i  '^  de  plus,  il  est  facile  de  voir  que,  par  une 
substitution  de  la  forme  i  +  T/y,  elle  ne  change  pas  de 
valeur. 

Considérant,  en  particulier,  le  cas  où  n  =  2,  il  donne 
la  séi'ie  double 


I                             1 

-^ 

I 

I                         I 

I 

1                              I 

{y  -h  X  -^  ■i.yf 

I 

(i-(-2.r)3        (i -!- 2.r -!-j')3 

(r  -+-  2.r  -i-  -ij'}^ 
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VII.  —  Essai  de  gé;\éra.lisatiOx\  . 

Le  problème  le  plus  général  que  l'on  puisse  se  poser 
sur  la  théorie  des  substitutions  linéaires  est  le  suivant  : 

Etant  données  deux  ou  plusieurs  substitutions,  existe- 
t-il  une  fonction  admettant  ces  substitutions  ? 

D'abord,  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'existe  pas  de  fonc- 
tion adnuHtant  toutes  les  substitutions  que  1  on  peut 
faire  avec  ses  variables,  cai'  elle  devrait  admettre  la  sub- 
stitution I -f- ÀT/y,  c'est-à-dire  rester  invariable  quand 
on  change  Xi  en  xi  -h  Axy,  quel  que  soit  À  ;  on  devrait 
donc  avoir,  en  appelant  /cette  fonction 

et,  par  suite,  /serait  constant. 

En  général,  pour  qu'une  fonction  f  admette  un 
groupe  G  de  substitutions  linéaires,  il  faut  que  ce 
groupe  G  ne  contienne  pas  de  substitution  infinitési- 
male, c'est-à-dire  de  la  forme  i  +  £,  s  désignant  une 
substitution  dont  tous  les  éléments  sont  infiniment 
petits.  En  effet,  siy  admettait  une  pareille  substitution., 
on  aurait 

f(Xx,x,,  .  .:)  =  /(Ti-\-  o.r,,a~2-i-  ox.^,  .  .  .), 

les  quantités  ox,,  ox-y-,  .  .  •  désignant  des  fonctions  li- 
néaires des  X  à  coeflicients  infiniment  petits.  On  devrait 

donc  avoir 

à/  .  àf  ^ 

~  03~|  +    — •—  OJ7.2  -!-...=  (>. 

dr,  dx.2 

(piels   (jue  suienl  .^i,  x.,.    ...,  x„   et,   par  suite,  (puds 


(  -fii  ) 

»jue  soieiil  o.ii,  oa-j,  .  .  . ,  on  devrait  doiu-  avoir 

^  =  0,  --=o,  ...,         ou        /=const. 

Celle  conclusion  suppose,  bien  entendu,  que  f  ne 
possède  pas  une  infinité  de  valeurs  pour  chaque  système 
de  valeurs  des  variables. 

La  première  question  à  résoudre  est  donc  ccllcî-ci  : 

Eianl  données  deux  ou  plusieurs  suhsl itntions,  re- 
connaître si  le  <^r<)upe  qui  eu  dé/i\'e  prése/ite  des  sub- 
stitut iojis  innfiitésiniales. 

Dans  le  cas  où  le  groupe  considéré  ne  contient  pas  de 
substitutions  infînilésitnales,  eu  appelant  .^i ,  .v^,  ... 
ses  substitutions,  il  faudra  voir  s'il  existe  une  fonction 

<L(x,,  Xo,  .  .  .),  telle  que 

(l)  -  'M^'-^l:  ^'-^i'    •  ••) 

représente  une  série  convergente,  siXp  désignant  le  ré- 
sultat de  la  substitution  si  eiiècluée  sur  Xp.  Si  une  pa- 
reille l'onction  existe,  la  séiie  (i)  représentera  une 
fbnclion  admettant  les  substitutions  du  gi'ou{)e. 

Ce  premier  problème  présente  déjà  de  grandes  diffi- 
cultés que  je  n'ai  pas  la  prétention  de  lever  entière- 
ment, mais  dont  il  est  facile  de  préciser  l'ordre.  Nous 
avons  vu,  en  clfet,  que  toutes  les  substitutions  de 
degré  x  étaient  des  ("onctions  entières  de  deux  autres 
.V  =  Sô/T//  et  /  =  712  +  '23'  •  •  +t«n  jouissant  de  ces  pro- 
priétés fondamentales, 

5"  =  I,  /"  =  1,  st  =  zts. 

L'expression  générale  des  substitutions  d'un  grouj)e 
peut  donc  être  obtenue  sous  lorme  d'un  polynôme  en- 
tier en  s  et  t  de  degré  n  —  i    p.ir  rapport  à  chacune  des 
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substitutions  s  et  /.  Ainsi  la  solution  du  premier  pro- 
blème dépend  d'un  calcul  purement  algébrique  et  essen- 
tiellement élémentaire,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  facile  à 
effectuer  dans  le  cas  général. 

A  côté  du  problème  général  dont  nous  venons  de 
parler,  viennent  se  placer  d'autres  problèmes  aussi  gé- 
néraux, mais  souvent  plus  faciles  à  résoudre,  tel  que 
celui-ci  : 

Étant  donnés  plusieurs  systèmes  de  n  'variables  .ri. 
0:2,  .  .  . ,  Xn  5  Ji ,  J  2,  '  •  -,  yn'i  ...,  oji  effectue  sur  ces 
systèmes  une  même  substitution  linéaire.  Quelles  sont 
les  fonctions  de  toutes  ces  variables  qui  restent  inva- 
riables quand  on  effectue  cette  substitution? 

■  Sur  les  progressions  des  divers  ordres. 

Caucby  appelle  progression  arithmétique  d' ordre  p 
une  série  limitée  ou  illimitée  dont  le  terme  de  rang  n  est 
une  fonction  entière  de  degré  p,  et  progression  géomé- 
trique d'ordre  n  une  série  dont  le  terme  général  est  de  la 
forme  e?^"^,  'f  («)  étant  une  fonction  entière  de  degré  p. 

Considérons  une  progression  géométrique  d'ordre  p 
de  la  forme 

/(ri,  .  .  .,,r„)  =   V   ea-,9,+.r,cp,-+-...+x„o„+yo, 

cpo,  cp,,  .  .  . .  '^rt  désignant  des  fonctions  entières  d'ordre  /) 
de  V.  Une  fonction  telle  que  y  n'existera  pas,  bien  en- 
tendu, pour  toutes  les  valeurs  de  ses  variables,  car  il  faut 
que  certaines  conditions  de  convergence  soient  satis- 
faites. Laissons  pour  un  moment  ces  conditions  de  con- 
vergence de  côté  et  supposons-les  satisfaites;  eifectuons 
la  substitution  ïa,yT/ySur  les  variables  a:,,, -^25  »  .  .,x,i: 
Ann.  de  /Mathcoiat.,  3'  série,  I.  \V1.(  Avril  1897.)  M 


(  '^6) 
le  terme  général  de  la  série  _/ a  pour  nouvel  exposant 

(a;,  ail  H- ^2 «12 -î-  •••)?!  +  (•^i='2i  -+- ^2  a^oH-  • .  •)  ?2+  •  •  •  "+-  ?o; 

le  terme  de  rang  v  +  i  avant  la  substitution  avait  pour 
exposant  : 

xi^fii'j  -+-  i)  -ha-2'-f2(v  -)-i)-!-  . . .  -HcpoCv  H-  I); 

la  difrérence  de  ces  exposants  est  un  polvnome  de 
degré  p  en  v  qui  sera  indépendant  de  v.  Si  l'on  annule  les 
coefficients  de  v,v-,  .  .  .  ,v^,  ces  coefficients  sont  fonctions 
de  Xi,  X2-,  '  '  - 1  x,i,  et  pour  qu'ils  soient  nuls  il  faut  que 
les  coefficients  des  x  le  soient  eux-mêmes.  On  aura  ainsi 
pji  équations  pour  déterminer  les  n-  quantités  a/y  et  les 
n(p  -f-  i)  coefficients  des  cp.  Il  en  résulte  qu'en  général 
il  y  aura  des  fonctions  qui  seront  multipliées  par  une 
exponentielle  de  la  forme  e^,  où  L  est  une  fonction  li- 
néaire des  X,  quand  on  effectuera  sur  les  variables  une 
substitution  linéaire  donnée,  et  même  plusieurs  substitu- 
tions linéaires;  et  ces  fonctions  seront  représentées  par 
des  progressions  géométriques. 

Nous  examinerons  en  détail  un  cas  simple,  celui  où 
les  fonctions  o  sont  du  second  degré.  Nous  poserons 

O;  =  a^v^  +  èj  V  -T-  Ci 
et  nous  poserons  toujours 

après  la  substitution.^  le  terme  de  rang  72  devient 

(^iaii-T-ar2ai2  . .  .)(rtiv--)-  61  v  -4-  Ci) 

-h  (xx'-x^i  -\-  x^'y.zi  ■  ■  ■  )(nnv--^  62V  -^  c.2)  -+-  ■  . .: 

le  terme  de  rang  v  +  i  était 
071  [ai(v  -1-  i)2-4-  6, fv  -^  i)  -f-C]]  -^  a72[«2('''  +  >)-+•••]+••  •) 
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la  différence  des  termes  indépendants   de  v  est  de  la 
forme 

—  Xi{ai-h  61  +  C|) —  x.2{a2-+-  62-+-  C2)—  .  .  .    I 
et  il  faut  poser 

(a7ia,i-r-^2«12-l-'  •  O^l+C^l  «21  -+-^2*22  + •  •  ■)Cl-2-^.  . 

—  aja:"!  —  «2^2 —  •  •  • 

—  Xi{iai  -H  bi  )  X2{'i.a-2  -+-  62)  —  •  •  • 
ces  équations  donnent 

(a,i  —  i)ai+  a2,a2H-.  .  .  -^  0-2,1  (hi  =  o, 


o, 


(') 


(a) 


a,„ai-f-a2re«2  +  --  .-4-(a„„— i)a„  =  o, 
(  (a,i  — 1)61  — aaiôo-f-..  . +  a2nc„  =  aaj, 

(  ai2^i-h-  y-mb-î^.  ..  +  (a„„  — i)5„=  2a,j. 


Ces  in  équations  laissent  n-  —  2/z  des  a  arbitraires  ;  la 
fonction/" se  trouvera  alors  multipliée  par  des  exponen- 
tielles e^i,  e^'-^  .  .  .  où  l{,  I2,  ...  seront  des  fonctions 
linéaires  quand  on  effectuera  certaines  substitutions  sur 
les  variables. 

Pour  que  la  fonction/^ existe  il  faut  que  la  série  qui 
la  définit  soit  convergente;  or,  dans  cette  série,  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  est 

gi](2ajV+a,-i-/).)Xi 

et  si  la  partie  réelle  de  ^(art/v  ±:  ai  ±  bi)xi  reste  néga- 
tive pour  v:=-f-GoIa  série  sera  convergente  :  la  fonc- 
tion f  n'existera  donc  pas  pour  toutes  les  valeurs  des 
variables. 

La  considération  des  fonctions  que  nous  venons  de 


(  '(^8  ) 
trouver  peut  conduire,  par  de  simples  divisions,  à  des 
fonctions  admettant  une  substitution  donnée. 
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SIR  LES  SURFACES  Qll  OXT  POLR  GÉNÉRATRICES 
LES  CORDES  D'LAE  CLRIQIE  GAtCHE; 

Par   m.  Gh.   BIOCHE. 


1.  Il  est  facile  d'obtenir  l'équation  générale  des  sur- 
faces réglées  dont  les  génératrices  sont  les  cordes  d'une 
cubique  gauche.  Soient 

Q  =  o,        Q'=o,        Q"=o 

les  équations  de  trois  quadriques  contenant  la  cubique, 
les  équations 

(1)  Q'=XQ,       Q"=.uQ 

l'eprésentent  deux  quadriques  qui  se  coupent  suivant  la 
cubique  considérée  et  une  corde  quelconque  de  cette 
cubique.  Un  raisonnement  classique  conduit  à  voir  que 
l'équation  générale  des  surfaces  engendrées  par  une 
corde  s'obtient  en  éliminant  À  et  [a  entre  les  équations 
(i)  et  une  équation  de  condition  en  X  et  [jl.  Autrement 
dit,  l'équation  cherchée  est 

(2)  F(Q,Q',Q")  =  o, 
F  étant  une  fonction  homogène. 

2,  Si  F  est  de  degré  K  en  Q,  Q',  Q",  récjuation  (2) 
est  de  degré  2K.  La  cubique  est  ligne  multiple  d'ordre 
K  sur  la  surface  correspondante;  car,  si  l'on  prend  pour 


(  •%) 

origine  uii  point  de  la  cubique,  l'équation  de  la  surface 
n'a  évidemment  pas  de  termes  de  degré  inférieur 
àK. 

Inversement,  si  une  surface  d'ordre  2K  admet  une 
cubique  gauche  comme  ligne  de  degré  de  multiplicité  K, 
cette  surface  est  engendrée  par  des  cordes  de  la  cubique; 
car  par  chaque  point  de  la  surface  passe  une  corde  de  la 
cubique,  et  cette  corde  a  2K  + 1  points  en  évidence  sur 
la  surface. 

En  particulier,  pourK=2,  on  retrouve  la  surface 
lieu  des  cordes  appartenant  à  un  complexe  linéaire. 

3.  La  relation  entre  le  degré  de  multiplicité  de  la 
cubique  et  l'ordre  d'une  surface  dont  les  génératrices 
seraient  des  cordes  de  la  cubique,  peut  permettre  de 
déterminer  l'ordre  de  certaines  surfaces.  Ainsi  la  sur- 
face lieu  des  cordes  qui  sont  divisées  harmoniquement 
par  une  quadrique  admet  la  cubique  comme  ligne 
triple,  puisque  par  chaque  point  passent  les  cordes  qui 
joignent  ce  point  aux  points  d'intersection  de  son  plan 
polaire  avec  la  cubique.  La  surface  est  donc  du  sixième 
ordre. 


[A3a] 

TIIËOKÈMES  m\  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  SONDAT. 


Si  l'équation 

n(n  —  i) 


(   i7<5  ) 
(le  degré  pair  et  à  coefficients  binomiaux,  a  — h  i  la- 
cines  égales,  l'une  des  conditions  de  multiplicité  est 

A  =  o, 

A  étant  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  des 
coefficients  a,  b,  c,  ...,  A,  /,  obtenue  en  remplaçant 
dans  C5  les  puissances  décroissantes  de  a:  par  /,  ^,  h,  ..., 
b^  rt,  c'est-à-dire  en  écrivant 


Ca")         A  =  al  —  nbk  -h 

n(  n  —  I )     , 

— ch  —.. 

I  .2 

.  —  nbk  -+-  al. 

PosonS;  en  effet, 

(3) 


çi  =  ajr"-'—  {n  —  i)bx"'-^--r .  .  .  —  k, 
<p2  =  axn-'^—{n  — 2)6a7«-3-h.  .  .-}-  ^, 


Y  «—2 


5^'  —  2^37 


/„_!  =  ax  —  b, 


'^),  02  étant  les  dérivées  successives  de  es,  divisées  res- 
pectivement par  n,  nin  —  i),  .... 

Dans  l'expression  (2)  de  A,  remplaçons  a,  b^  c^  . . ., 
/:,  /  par  «,  '-p«_i,  '-p«_2j  •  •  -5  'f  i>  'f  et  soit  A'  le  résultat  de 
la  substitution. 

Nous  aurons 

1'  —  ao  —  nci„_i!;,-T-..  .± ^ç^,  .._)_««. 


2 


Or 

f/A' 


û?a7  ' 


cai-,  en  formant  la  dérivée,  on  obtient,  d'après  (3),  des 
termes  qui  s'entre-détruisent  deux  à  deux.  Donc  A'  est 


(   '7«  ) 
indépendant  de  x.  De  plus, 

(4)  A'=A, 

puisque,  si  l'on  fait  a;  =  o,  les  ternies  de  A'  deviennent 
ceux  de  A, 

Cela  posé,  si  l'équation  (i)  a h  i  racines  égales  à  p, 

en  attribuant  à  a:  cette  valeur  p,  on  annuler,  o,,  ipa?  •••? 

cp„.    Les    termes   de   A'   sont  donc  tous  nuls,    et    par 

1 
suite  (4) 

A  =  o. 

[K22d] 

SUR   LE   BIAIS    PASSÉ   GAUCHE; 

Par   m.  a.  BOULANGER, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Je  me  propose  de  résoudre  deux  problèmes  relatifs  à 
cette  surface  bien  connue  [voir,  par  exemple,  Majvjv- 
HEiM,  Cours  de  Géométrie  descriptive,  Zo"  Leçon). 

L  —  Détermination  du  volume  limité  par  le  biais, 
par  les  murs  de  tête  et  par  le  plan  des  naissances. 

Ce  volume  est  limité  par  deux  bases  parallèles  semi- 
circulaires  et  latéralement  par  des  portions  de  surfaces 
gaucbes;  il  est  donc  donné  par  la  formule 

V=^'(S.+  S,-H.iS3), 

où  Si  et  Sj  sont  les  aires  des  bases  semi-circulaires, 
//  leur  distance  et  Sg  l'aire  de  la  section  laite  à  égale 
distance  des  deux  bases  (Api>ell,  Mécanique  ration- 
nelle, 7"  Leçon  autograpliiée). 


(   '7^^  ) 


Oi 


s,= 


-n'- 


en désignant  par  R  le  rayon  des  cercles  directeurs. 
La  question  est  de  calculer  S3.  Soit  [omn^  o'm'n)  une 

Fie.  I. 


génératrice  de  la  surface;  elle  coupe  le  plan  moyen  au 
point  (i;i.,  y')-  Cherchons  le  lieu  du  ooint  v.'. 

Soit  o';j/=:  p,   'j!o'n'=(ji\  c  étant  la   distance    coin- 


(   «73  ) 
muiie  des  centres  des  cercles  à  la  directrice  rectiligne, 

on  a 

2  0  =  o'  m'  -r-  o'  n\ 

R2  =:  c^ -f- o' /?i'  — ac.o'w'cosw, 
R2=c2-|-o'rt'    -H  2C.  o'rt' cos  w. 

L'élimination  de  o' m'  et  de  o' îi  entre  ces  trois  rela- 
tions donne  sans  difficulté 

p2=  R2— c^sin-^w. 

La  section  moyenne  est  donc  une  quartique  bicircu- 
laire  unicursale ,  indépendante  de  V ècarteuient  des 
bases;  sa  surface  au-dessus  du  plan  des  naissances  est 


83=    r'(R2— c2sin2o)) 


diii 


OU 


83=   -       /""[(ïR^—  c2)-(-  c2cOS'ÎCO]<itO   =     5(2R2—  C2). 

Par  suite, 

V=r^'[3R-^-c2j. 

C'est  celte  formule  simple  que  je  voulais  signaler, 

IL  9 —   DéterudnaLion   graphit/ue  de  l' indicatrice  en 
un  point.  P  de  la  sur/ace  du  biais. 

La  génératrice  G  du  point  P  est  luie  première  asym- 
ptote de  l'indicatrice;  la  seconde  asymptote  est  la  géné- 
ratrice (autre  que  G)  de  riiypcrboloïde  osculaleur  au 
biais  le  long   de    G,    et  il   suffit,   pour  déterminer  cet 


(  '74  ) 
lijperboloïde,  d'avoir   les   asymploles   relatives   à   trois 
points^  par  exemple,  aux  points  de  rencontre  de  G  avec 
les  directrices  INI,  N,  O. 

Au  point  O,  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  est 
évidemment  la  directrice  rectiligne. 

Passons  au  point  N,  par  exemple.  D'après  le  théo- 
rème des  tangentes  conjuguées  de  Dupin,  quand  le 
point  N  se  déplace  sur  le  cercle  de  tête,  la  caracté- 
ristique r  du  plan  tangent  en  N  est  conjuguée,  par 
rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice,  de  la  direction 
NT  du  déplacement  de  N.  Donc,  l'asymptote  demandée 
sera  (en  projection  comme  dans  l'espace)  la  quatrième 
droite  du  faisceau  harmonique  formé  par  les  droites  NT, 
Getr. 

Par  suite,  il  suflira  de  construire  la  caractéristique  Y 
et,  à  cet  effet,  de  déterminer  le  point  X  où  la  trace  du 
plan  tangent  en  N  au  biais,  sur  le  plan  de  la  seconde 
directrice  circulaire  par  exemple,  touclie  son  enveloppe. 
Cette  trace  est  la  parallèle  à  NT  menée  par  N.  Les 
cercles  de  tête  étant  de  front,  la  question  est  ramenée  au 
problème  de  Géométrie  plane  suivant  : 

Par  le  milieu  o'  de  la  droite  des  centres  de  deux 
circonférences  égales  (/?g".  i),  on  mène  une  droite 
o'm'/z' coupant  ces  circonférences  en  m' et  n'  (d'un  même 
côté  de  o').  Par  m',  on  mène  une  parallèle  à  la  tan- 
gente 7i't'  au  cercle  rencontré  en  fi'.  Quel  est  le  point 
de  contact  x'  de  cette  parallèle  avec  son  enveloppe^ 
quand  la  sécante  o'm'ji'  pivote? 

Supposant  même  qu'il  s'agisse  de  deux  courbes  quel- 
conques, soit  o'ni\  n\  un  rayon  vecteur  infiniment  voisin 
de  o'm'n  {fig.  2).  La  parallèle  à  la  tangente  en  «,  ren- 
contre en  \  la  droite  relative  à  m'.  Il  faut  trouver  la 
limite  x'  du  point  \. 

t  étant  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (/z'),  le 


(   '75  ) 


triangle  qt7i'ni\  donne 


m  ç 


X  sin  ;  «ij  ni 


On  en  déduit 


,    ,      d(  m  ) 
m  X  =  —r-, — TT  '•  sin  a , 
«(«  ) 


en  désignant  par  r  le  rayon  de  courbure  de  (//')  en  «', 
par  a  l'angle  des  tangentes  en  m'  et  ni  à   ('7^')  et  («'), 


Fis 


par  d[m')  et  d  [n')  les  dilierentielles  des  arcs  de  ces 
courbes.  Or,  d'après  la  formule  de  Newton  (voir  Bour, 
Cinématique,  p.   58),  on  a 


d(m')  _  o' m' X  t' m' 
d{n')         o' n' X  t' n 


Donc,  enfin, 


,    ,       ,     ,  .  o  m  I 

m  X  =^t  m  sin  a  x  —, — r  r  X  —, — ;  • 
on  t  II 

De  là  résulte,  dans  Je  cas  qui  nous  occupe,  la  con- 
struction suivante  (Jig-  i)  : 

Par  m',  on  mène  l'horizontale  m' (j'  jusqu'à  sa  ren- 
contre (f  avec  le  rayon  c' n'  de  n]  on  projette  m  en  o 
sur  n't'  ;  on  porte  m' 7  équipoUent  à  c'  q'  et  m'-:  équipol- 


(   ^76  ) 
lent  à  n'i'.  Le  point  x'  est  déterminé  par  le  cercle  cir- 


conscrit au  triajiûle  (^11. 

O  I 


En  eiîet. 


et  l'on  a 


,  ,    ,       o  m 

m  1  ^  c  q  =  — ; — j  X  r  ; 
on 

m  o  =  t' m'  sina, 

m'  -z  =  n'  t' , 

,    ,       m'j  X  m'o 


La  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  s* obtiendra 
dès  lors  immédiatement  en  portant  sur  la  direction 
m'-  un  segment  x'y'  égal  à  ju'x' .^  et  en  rappelant  le 
point  y  en  y  sur  le  plan  devront  du  point  m. 

La  droite  [nj,  n'y')  est  l'asymptote  cherchée. 

On  répéterait  la  construction  pour  le  point  M  et, 
riiyperboloïde  osculateur  étant  connu ,  la  seconde 
asymptote  en  un  point  quelconque  P  de  G  ou  OMN, 
s'obtiendrait  par  le  tracé  habituellement  employé  pour 
définir  le  plan  tangent  en  P  (Mv]v_\heim,  loc.  cit.). 


LICEXCE  ES  SCIENCES  IIATHÉMATIQUES. 


SESSION    DE    NOVEMBRE   1896.    —    COMPOSITIONS. 


Grenoble. 


A^fALYSE.  —  I.  Lignes  de  courbure  de  la  surface  en- 
veloppe du  plaji  mobile  défini  par  V équation 


Z  =  {<  X  -H  (>  Y  -H  a  \/i  -i-  «-  -f-  (-'-  -i-  6  v^i  +  t'- , 


(  Ï77  ) 
dans  laquelle  u  et  v  sont  deux  paramètres  arbitraires. 
II.  Équation  en  coordonnées  ponctuelles  et  défini- 
tion géométrique  de  la  surface  considérée. 

Mécanique.  —  Un  tube  rectiligne  indéfini  AB,  à 
section  infiniment  petite,  tourne  avec  une  vitesse  angu- 
laire constante  to  autour  d'un  axe  fixe  Oz  en  engen- 


drant un  hjperboloïde  de  révolution  dont  O  est  le 
centre.  Un  point  matériel  M,  dont  la  niasse  est  égale 
à  l'unité,  glisse  sans  frotteniefit  dans  l'intérieur  du 
tube  et  est  attiré  par  le  centre  O  proportionnellement 
à  la  distance,  le  coefficient  d'attraction  étant  égal 
à  ]x.  On  demande  le  mouvement  du  point  M,  dont  on 
définira  la  position  sur  AB  par  sa  distance  o  au 
point  oii  A\^  perce  le  cercle  de  gorge.  On  donne 
l'angle  a  de  AB  avec  O z  et  le  rayon  a  du  cercle  de 
gorge. 

Apres  avoir  discuté  le  cas  général,  on  examinera 
le  cas  particulier  suivant  : 

A  l'instant  initial,  le  point  M  est  dans  le  plan  du 
cercle  de  gorge,  avec  une  vitesse  absolue  parallèle 
à  Oz,  et  l'on  a  [x  =  w-  siu^a.  Quelle  est,  dans  ce  cas, 
la  projection  de  la  trajectoiie  absolue  de  M  sur  le 
plan  du  cercle  de  gorge? 

A.STUo^iOMir..    —    Calculer    l'anomalie   excentrique. 


(   '78  ) 
L' anomalie   vraie^    la  longitude  dans    l' orbite   et    les 
longitude  et    latitude  héliocentriques    de    la   planète 
Mars,  pour  le  20  février  18^8,  à  midi,  temps  moyen 
de  Paris. 

Données. 

Au  10  février  1878,  on  a 

£i=    48°36'56",87,         e=i924i",8, 
to  =  333"  25' 16",  53,  i=i°5i'i",6, 

n  =  1886",  5 1 84; 

et  au  midi,  temps  moyen  de  Paris,  du  i^' janvier  1878, 
on  a,  pour  la  longitude  moyenne, 

mo  =  66''35'44",3. 

Montpellier. 

Analyse.  —  Première  question  :  Intégrer  V équation 
différentielle 

x{x  ~  a)  (-^  —  m'-y\  —  {ix-^  a)  (^-^  —  myj  =  x'^e-'"'^. 

Le  premier  nombre  s'annulantpour  j)/  =  e"'-^  on  peut 
poser 

,  =  .»/.  .te. 

ce  qui  donne  l'équation 

x(x  -i-  a)  (  —  -h  -im  zj  —  {2.r  -i-  a)z  =  x^  e-^'"^, 

le  premier  membre  s'annule  pour  z  =  cx{x  -f-  (i)e~-^^ . 
En  posant 

z  =  ux{x  -+-  a)e-''"^, 


(  '79  ) 

on  a 

du  I  I 

dx       i^x-^ay-  x -\- a 

y  =  e'«.t-  I  x{cx  -h  a  —  i)e-2'«-<^  dx 

,  „/  am-i-i       am -hi\  o.mr-^-i 

—  c' €""'-+-  c'(  ^2-1-  X ! —    e-'«.r4 — - —  e-'"-»-, 

\  ni  lin-   I  l^in- 

Seconde  question  :  Calculer  la  différence  des  deux 
intégrales 


r 


x'*-^  x^(a  -h  b)^ — «2/^2 

— ; — ; ,  w    o TT^ —  cos(x^)dx 

(a-2-f-  a2)(:r-+  t»-)  ^ 

ah  \/2     r°°/    a2_|_^2  A2_,_,^2\ 

r    /         «  -^ r  —  ^  -/^ r     e--^"  <^^. 

a  —  oj       \    a* -\- X*  o*-\-x*J 


bornions  /       ,   .,        ., ,,   , — tt^ — e- '  dz  le  lone;  d  un 

J       {z'^ -\- a^ ){z^' ^  b^)  ^ 

contour  composé  de  la  partie  positive  de  l'axe  OX,  d'un 
quart  dec  ercle  de  rayon  très  grand  et  de  la  bissectrice  de 
l'angle  YOX.  L'intégrale  totale  est  nulle,  celle  prise  sur 
l'arc  de  cercle  tend  vers  o  si  le  rayon  R  devient  infini, 
car  son  module  est  plus  petit  que 

(K2_„2)(R2_è2)  / 


et 


Jo  Jo  COS'2  0  ,/q 

I  ^— R-sin20  /-  \ 

^y  -0)  Re-K^^i"20^ 


2RCOS2O     '    \4 
expression  (jui  tend  vers  o  avec  rr-  On  a  alors 


I 


1 — i /..>"/  dr 


x'>-hx^i(a-^-  b)^—n'^b^   i -h  i 

e—-^'  dx 


{a^-hx^i)(b^-hx^i)  ^- 


X 

-s: 


(  «80  ) 

et,  en  égalant  les  parties  réelles, 
iri  H- ar2  (  a -H  6  )2  —  rt2  ^>2 

x^-^'2abx^^-x'*(a--hb-)(a-{-b)' — 9^x-a-b-(a-^ab-^b-} — n'^b'^ 


{a'-'-^x^)(b^-^x'-')  ^2 

i      r'^        ,  ,  ,    /-   r'^.v^—a^b^-f-xHx^—ab)(a^-hab^b^-) 

y/aJo  Jo  (a^^x^){b^^x''). 

équation  qui  peul  eneore  s'écrire 

/         7 TT^ FT CO%(x^)dx 

ab  v"!    r""/     o--^x-        ,  b-~hx'^\ 

^    /        «  -^ r  —  b r     e-^- 

a  —  b  J^     \     a*  -^  x*  b'  —  x*  / 


dx 


^J-^.uu^\^l. 


Mécanique.  —  Une  havre  rectiligjie,  infiniment 
mince,  homogène  et  pesante,  AB,  est  mohile  dans  un 
plan  vertical  fixe.  Son  extrémité  inférieure  A  est  as- 
sujettie à  décrire  sans  frottement  une  harre  fixe  hori- 
zontale, et  chacun  de  ses  points  est  sollicité  par  une 
force  "verticale,  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, égale  au  produit  de  la  masse  du  point  par  la 
distance  de  celui-ci  à  la  harre  fixe. 

1°  Déterminer  les  positions  d'éqiiilihre  de  la  harre. 

2°  La  barre  étant  horizontale^  on  lui  imprime  la 
rotation  oj  autour  du  point  A,  cjui  est  laissé  immohile., 
de  manière  q a  elle  se  dirige  au-dessus  de  la  harre 
fixe,  puis  on  V abandonne  aux  forces  qui  la  sollicitent . 
Etudier  le  mouvement  de  la  harre  et  déterminer  la 
trajectoire  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 

i''  Il  y  a  équilibre  lorsque  les  forces  ont  une  résul- 
tante passant  par  A,  ou  lorsque  la  somme  de  leurs  mo- 


(   iSi   ) 
nients   par  rapport  à  A  est  nulle.   Soit   0   l'angle  de    la 
barre  avec  riiorizonlale,  /  sa  loiigueui-,  ///  la  niasse  de 
l'unité   de   longueur    et    x    la   distance    de   l'un   de   ses 
points  iM  à  rextrémité  A.  On  ain^a  l  équation 

ms'l — -^ —  =   /     X  sin6.r  cosO//î  f/^  = /;?  «in  6  cos6  —  5 
cos  0  (  ■).  /  si n  0  —  '\  g  }  =  o  ; 

il  y  a  équilibre  lorsque  la  barre  est  verticale  ou  lorsque 

sinf|  =  -^j- 7  ce  qui  ne  peut  a\oir  lieu  que  si  /  >>  — -  • 
il  '  ^  ^  :>. 

2°  La   barre  est  soumise   à  un   poids   —  "'é'^?  ■'  ni^<^ 

force  verticale  égale  à 


I 


/ 
X  sin  nni  dx  =  —  /-  sniO, 


et  à  la  réaction  verticale  R  du  point  A.  Le  centre  de 
gravité  restera  sur  la  même  verticale,  et  son  mouvenieiit 
donne  l'équation 

)nl-  f/-  sinO        ^  ,       /»  ,      .    , 

Pour  déterminer  le  mouvement  autour  du  centre  d(; 
gravité,  il  faut  calculer  le  moment  d'inertie  par  raj)- 
port  à  ce  point 


/ 


mx-  dx  = 


la  somme  des  moments,  par   rapport  au   centre  de  gra- 
vité des  forces  verticales,  est 

/     inx  si  11  0  (  ./■  —  -  )  ro«  0  d.r  —  m  —  «in  0  cos  0. 

Le  mouvemenl  autour  du    centre  de  gravité,  dans  le 
Ann.  de  Malhcmnt.,    1'  srrio,  t.  W'I.  (\\i-il   1897.)  ï'i 


(   i8.  ) 
plan  verlical,  est  donc  déterniiné  par  ré(|iialion 

-; —  =  •  sin  0  cosO  —  n  -  cosu. 

li     dt-  \i  JL 

En  éliminant  R,  on  a 


; ! COsO      COsO  -,  -    —  «III  fj      -,- 


_/   ^0        / 
1 1   dl 


1    . 


—  —  —  co?;0  +  -  siiif)  cosO 


L  dt^  \dt  )   J  dt         3   r//    f//2 

/•>  \  r/6 


dont  l'intégrale  est 

-     -r         cosa'i  H-  - 


-  co?  2  q  -î-  2  .7  sin  0  =  ;,  /to-  -h  - 


le  second  membre  étant  déduit  des  conditions  initiales 


f/6 
'd't 


;in26  —  — ^  sinO  +  co^ 

1—  -sin^f) 
4 


f)  augmente  jusqu'à  sinB  =  -  . \/  (  77  )   —  ^'-*"  •  ^^^^^ 


3,^ 


cette  valeur  de  fj  n'est  réelle  que  si  co  <  -y>  et,  dans  le 


.   3^ 


cas   où  — y  >  I ,    il   faut,    en    outre,    (jue   (-)->>  -y-  —  i. 

■  X         d^  ,  .  1      •    ;  ^     3 ,,:?'  ^  3  .?■ 

Uonc  —r  peut   devenir  nul   si   i^  —  et  o)  <r  — r>  ou   si 

l  <^  ---  et  —J  >>  to  ^  t  /  -^"^  —  1  •,  la  barre  revient  en- 
suite à  la  position  horizontale  par  un  mouvement  in- 
verse. 

bi,    au  contraire,    wp>— y.    ou    lorsque    / -<  — ^   si 


(  «y;^  ) 

oj  <  i / -^ I,  -jrT  1^1"    P«'iit    [>as    S  annuler,    il   0   \arie 

de  ()  à  — . 

La  Irajecloiie  des  points  dr  la  banc  s'obtient  en  re- 
marquant que  le  milieu  décrit  une  droite  verticale,  et 
l'extrémité  A  une  borizonlale,  ce  qui  ramène  la  ques- 
tion a  un  pioblème  classique:  les  divers  points  décii- 
vent  des  arcs  d'ellipses. 

Astronomie.  — :  Le  i5  novembre  1896  l'étoile  n  rie 
la  Couronne  a  j)our  ascension  droite  i6''i  o'"47*,  t)2,  <?^ 
pour  déclinaison  horéale  34"7'8", 6.  Calculer  :  1"  les 
heures  sidérales  du  lever  et  du  coucher  de  cet  astre  h 
V Observatoire  de  Paris,  dont  la  latitude  boréale 
est  4S"5o'ii'',  et  l'azimut  de  l'étoile  au  moment  oii 
elle  traverse  le  plan  de  l'horizon. 

Rennes. 

Analyse.  —  Première  (|uestion  :  La  fonction  1'  (-), 
holomorphe  dans  tout  le  plan,  satisfait  aux  deux  rela- 
tions 

F(  c  -—  (.)  I  —  F(;; .), 

ktVi 

F  (  ^  —  (,j  I  =z  e     ">  F  (  ^  )  ; 

trouver  le  nombre  et  la  somme  de  ses  zéros,  enfermés 
dans  le  parallélogramme  ('o,  to')  dont  le  sonnnet  ini- 
tial est  un  point  f/uelconcjue  du  plan. 

Seconde  question  :  Former  V équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  qui  admettent  comme  lignes  de 
courbure  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  au 
plan  xOy. 

Transformer  celte  équation  en  prenant  ,r  comme 
fonction,  j   et  z  comme  variables  itidépendantes. 

Intégrer  l' une  ou  l' autre  île  ces  équations. 


(  '«4  ) 

Mécanique.  —  Va  cylindre  ellipliciue,  Iwiilê  par 
deux,  sections  droites,  pesant,  homogène  et  libre,  se 
meut  en  restant  constamment  vertical,  de  manière  que 
son  axe  instantané  décriwe  u/iifbrménient  sa  surface 
et  a  pour  lieu  absolu  un  cylindre  égal.  Ces  deux  cy- 
lindres se  touchent,  au  début  du  mouvement,  par  les 
génératrices  passant  aux  extrémités  des  grands  axes 
de  leurs  sections  droites.  Exprimer,  en  fonction  de  la 
distance  des  axes  des  deux  cylindres  et  de  l'angle  des 
axes  de  leurs  sections  droites,  la  résultante  et  le  couple 
résultant,  réduit  sur  le  centre  de  gravité  des  forces 
motrices  capables  de  ce  mouvement. 

Discuter  les  résultats  obtenus. 

On  adoptera  avec  avantage,  pour  fixer  la  position  de 
la  génératrice  de  contact  des  deux  cylindres,  l'angle 
formé  par  le  grand  axe  d'une  section  droite  de  l'un  des 
cylindres  avec  le  plan  tangent  commun  aux  deux  cy- 
lindres. 

On  trouvera  le  couple  moteur  proportionnel  à  une 
puissance  simple  de  la  distance  des  axes  des  deux  cy- 
lindres. 

Astronomie.  —  Calculer  la  distance  angulaire  de 
deux  astres  dont  les  coordonnées  éf/ualorialcs  sont, 
pour  le  premier  astre, 

.11=16''   9"'4V%'23,         CÔ  —  —  16°   ^'ji",-?., 
pour  le  second  astre, 

/R'=:  i9''45'"  i:j%o4,         (î)'  =  -f-    8"3.'i'.'.o",  I. 


(  ï85  ) 


SOLUTfOXS  DE  QUESTIOXS  PROPOSÉES. 


Question  1696. 

ISjri,  p.  37.  I 

Le  triangle  AiBiCi  étant  inscrit  homologiquevieiit  dans 
ABC,  si  Von  mène  par  A  une  droite  quelconque  rencontrant 
Al  Cl  en  Bo  et  AjBi  en  Co  : 

i"  Les  droites  BCj  et  B^C  se  coupent  en  A-i  sur  BiCi; 

1°  Les  trois  triangles  ABC,  AjBiGi  et  AoBjCo^o/*/  homo- 
logiques  deux  à  deux,  ou  F  on  a 


O, 


('centre  O  ) 


j    A      B      G 
j  Aa     B.2     C. 


Al     Bi     G, 
Ao     B.,     C, 


7.1 . 


O., 


(axe  y), 

.      B      G 
,     B,     G, 


7i 


3°^Les  centres  O,  Oi,  Oo  appartiennent  respectivement 
aux  axes  y\,  y 2,  y  ; 

4"  Il  existe  trois  coniques  : 

La  première  tangente  aux  côtés  de  ABG  en  Ai,  Bi,  Gi  et 
à  y  y  en  O. 

La  deuxième  tangente  aux  côtés  de  A]  Bj  Ci  en  A.2,  B2.  Go 
et  à  y^  en  0\. 

La  troisième  tangente  aux  côtés  de  A2B.2G2  en  A,  B,  G  et 
à  y  en  Oo.  (  P-   Soxdat). 

SOLUTION 
Par  M.  .\.  niio/.-FARNV. 

1"  BjACBi.ViGj  c?L  un  liexaf^one  inscrit  dans  une  conique 
«légénérée;  sa  pascale  élanl  CiBiAo.  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite . 

2°  et  3"-  Représentons  par  a  le  point  de  coupe  des  côtés  B]  Ci 
et  BoCo,  par  «i  celui  des  côtés  BG  et  B2G2,  par  1x2  celui  de  BG  et 
BiGi  et  soient  de  même  les  points  ^,  pi  et  ^2-  ",')  Yi  et  Y2  pour 
les  intersections  des  autres  paires  rie  côtés. 


(  '^«^  ) 

l.;i  ponctuelle  A  j  3  Ci  B^  est  en  per^pcclivo  avec  A]  G)  Bj  ■;  par 
rapport  an  centre  A^;   donc  an.«si  (  A]  ^  Ci  B;,  )  =  (  Ai  y  Bi  G.?). 


Ges  deux  ponctuelles  homograpliiqucs  ayant  le  point  Ai  com- 
mun sont  perspectives  :  les  trois  droites  py,  GiBi.  B2C2  se 
croisent  en  a.  Les  deux  triangles  AiBxGi  et  A2B2C2  sont 
donc  homologiqucs  d'axe  aj?",' =  y  et  par  conséquent  A1A-2, 
B1B2,  G1G2  concourent  au  point  O. 

G1GA2BB1A  est  un  hexagone  insciit  dans  une  conique  dégé- 
nérée; sa  pascale  étant 


Cl  A, 
A,B 


CiC 
B,B  i 


Oo 


BiAi 

A,  G 


O2  se  trouve  sur  py  ou  sur  l'axe  y. 

Les   ponctuelles  a2BAiG  et  A2BC2P1  sont  perspectives  de 
rentre  B],  de  même  ajBAjG  et  B^yiBjC  sont  perspectives  de 


(  'S;  ) 

centre  Ci,  donc 

rA,BG2?,)  =  (AoYiB^G), 
ou 

(AoBC,^,)  ^(A.GBri'i). 

Ces  deux  ponctuelles  ayant  le  point  A 2  en  commun  sont 
homologiques  ;  donc  :  BC,  B^C^,  piYi  ^c  croisent  en  Xj. 

Les  deux  triangles  ABC  et  AoBjCj  sont  donc  homologiques 
d'axe  ai[3iYi=  yj.  Les  trois  droites  AA.,,  BB2,  CCj  concourent 
donc  en  Oi,  B2A2C2C1AB1  est  un  hexagone  inscrit  dans  une 
conique  dégénérée  ;  sa  pascale  est  ^iYiO;  donc  0  se  trouve 
sur  l'axe  ji. 

Enfin  BAC  C2A1  B2  est  aussi  un  hexagone  inscrit,  dont 
la  pascale  est  O1P2Y2;  Oj  se  tiouve  sur  l'axe /a. 

4°  Le  triangle  AiBjCj  étant  inscrit  homologiquement  dans 
ABC  il  existe  une  conique  touchant  les  côtés  de  ABC  en  Aj, 
Bi,  Cl-  Mais  on  voit  que,  dans  tout  quadrilatère  circonscrit 
à  une  conique,  les  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  des  côtés  opposés  se  croisent  en  un  même 
point;  appliquons  la  réciproque  de  ce  théorème  au  quadrila- 
tère PiYiBC  dans  lequel  Yi^,  PiB,  OAi  et  BjCi  se  croisent 
en  A2  et  l'on  verra  que  la  conique  AjEid  touche  aussi  l'axe  y  1 
en  O. 

Même  démonstration  pour  les  deux  autres  coniques. 

Autres  solutions  de  M>L  A.  Daudès  et  G.  Gallucci. 
Question  1717. 


Le  lieu  des  milieux  (les  cordes  d'un  cercle  ayant  une  pro- 
jection donnée  sur  un  diamètre  fixe  est  une  quartique. 
Discuter  cette  courbe;  la  construire,  en  étant  donnés  deux 
points,  et  donner  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  quelconque.  (G.vllicci). 

SOI.irnoN   SOMMAIRE 
Pur  iM.  A.  Maxxiieim. 

Sur  le  diamètre  fixe  D  prenons  un  segment  dont  la  longueur 
soit  la  longueur  donnée  de  la  projection  d'une  quelconque  des 
cordes;   de  ses  cxlrcMiiités  élevons  des   pcrpeuiliculaires  h    I>. 


(   1^8  ) 

Ces  clroilcs  coii[)l'ii1  le  ceicle  en  qnalie  poinis,  les  cordes  qui 
les  joignent  deux  à  deux,  ont  pour  milieux  des  points  du  lieu 
demandé.  Ces  points,  sur  une  même  j)ci']iendiculaire  à  D,  sont 
au  nombre  de  quatre,  et  comme  il  n'y  a  pas  d'autre  point  du 
lieu  sur  cette  perpendiculaire,   le  lieu  est  une  quartique. 

Prenons  une  des  cordes  ab  et  m  son  milieu.  Des  extrémités 
de  cette  corde  menons  des  tangentes  au  cercle.  Du  point  de 
rencontre  de  ces  tangentes  abaissons  une  perpendiculaire 
sur  D.  Cette  droite  coupe  ab  au  point  c.  En  \ertu  d'une  pro- 
j>riélé  due  à  M.  R.  Godefroy,  le  symétrique  de  c  par  rapjjort 
à  m  est  le  point  où  ab  touche  la  courbe  E  à  laquelle  toutes  les 
cordes  analogues  à  ab  sont  tangentes. 

Comme  le  lieu  (m)  des  points  tels  que  /«  est  la  podaire  de  E 
par  lapport  au  centre  o  du  cercle  donné,  il  résulte  tout 
de  suite  de  là  que  : 

La  tangente  à  (m)  en  ni  est  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  la  droite  oc. 

Sur  D  prenons  les  projections  orlbogonales  a,  |jl,  ^  des 
points  <7,  m,  b.  Désignons  oa  par  ;',  oia  par  p,  aji  par  il 
et  l'angle  [jlo/h  par  tu.  On  a 

[xy.  =  ma  sin  w, 

l-  =  (;•- —  p-  jsin^co,- 

l'équation  de  (/»)  en  coordonnées  polaires  est  donc 

sin-oj 

par  suite  en  coordonnées  rectangulaires  (ni)  a  pour  équation 

ix'^^y-)y'-^l'X-~{r-^  —  y^)y'-=o. 

Avec  ce  qui  précède,  il  est  très  facile  de  déterminer  la  forme  de 
la  courbe  (ni).  (Nous  n'avons  pas  compris  ce  que  veut  dire  : 
la  construire,  en  étant  donnés  deux  points.) 

Autre  solution  par  M.  G.  Gallucci. 


(   i89  ) 
Question  1719. 

(1896,  p.  i5il. 

Si  deux  triangles  homologiques  ABC,  AiBiCi  sont  in- 
scrits clans  la  même  conique  Q  :  x"  Le  centre  d'homologie 
O  est  le  pèle  de  l'axe  X;  2°  Les  points  (BCi,  BjC  j,  (ACi,  AiG), 
(ABi,  AjB)  appartiennent  à  X  et  les  droites  (bci,  bic), 
(aci,  aic),  (abi,  a^b)  passent  en  0;  3°  Si  par  O  l'on  mène 
une  sécante  A,  les  droites  joignant  les  sommets  de  chacun 
des  triangles  aux  points  où  les  côtés  correspondants  de 
l'autre  sont  coupés  par  1  sont  trois  à  trois  concourantes 
en  deux  points  w,  toj  de  Q  et  ces  deux  points  sont  en  ligne 
droite  avec  O;  4"  Les  droites  joignant  un  point  6  de  \  aux 
sommets  de  chacun  des  triangles  coupent  les  côtés  corres- 
pondants de  l'autre  en  des  points  situés  trois  à  trois  sur 
deux  droites  p,  pi  tangentes  à  la  conique  Qj  inscrite  aux 
deux  triangles,  et  ces  deux  droites  se  coupent  sur  X. 

5°  Déduire  de  là  une  construction  simple  de  la  coniciue 
passant  par  cinq  points  ou  tangente  à  cinq  droites. 

(  P.  Sondât j. 

SOLUTION' 
Par  M.  R.  Gilbert. 

T'  Les  points  (BG.BiG,),  (AC,A,Ci),  (AB,AiBi)  situés 
sur  X  ont  tous  trois  leurs  polaires  passant  en  O  ;  ilonc  X  est  la 
polaire  de  O. 

2°  Le  point  (BCi,  BiC)  ayant  également  une  polaire  qui 
passe  en  O,  ce  point  est  sur  X.  Propriété  corrélative,  O  étant 
aussi  le  pôle  de  X  par  ra])|)ort  à  Qi. 

3"  Prenons  un  point  w  sur  Q;  les  droites  wA,  coI>,  cjC  ren- 
contrent «1,  ^1,  Cx  en  a,  p,  -.';  je  dis  que  a,  ^.  '(  sont  sur  une 
droite  passant  en  0;  il  suffit  de  montrer  que  O  est  sur  a^.  Or 
faisons  varier  w  sur  (^  ;  a,  3  décrivent  sur  ai,  hy  deux  divi- 
sions homographiqucs.  Mais,  lorsque  to  vient  en  Ci,  a  et  ^  sont 
confondus  en  Ci;  donc  a^  passe  par  un  point  fixe.  Or,  lorsque 
(0  vient  en  Aj,  a  est  sur  AAi  et  p  en  Aj  :  donc  a3  est  AAj;  do 
même,  une  position  de  a^  est  BBi  :  donc  O  est  bien  sur  a3. 
Inversement,  considérons  une  droite  A  coupant  a\.  b\.  (\  <'n  a. 
^.v;  'a  droite   \  a  coupe  Q  en  to,  auquel  poim  m  corrc-iMindenl 


(  'po  ) 
les  mcmes  points  [i,  ■;  :  donc  \y.,  B^,  O;  concoiiicnl  en  oj.  De 
même,  Ajai,  Bip,,  CiYi  concourent  en  lO].  A  un  point  m  cor- 
respond une  seule  droite  A  et  un  seul  point  w,,  et  inversement; 
donc  les  faisceauTi  Oco,  Ow,  sont  homographiques;  or,  lorsque 
(0  est  en  A,  on  voit  que  p  se  confond  avec  Yi  en  (bic),  -(  avec 
[ji  en  (cib)  (accessoirement,  cela  démontre  ■2")  et  par  suite, 
oji  est  en  Al  :  donc  les  faisceaux,  qui  d'ailleurs  sont  réciproques 
et  par  suite  en  involution,  ont  trois  rayons  communs  et  coïn- 
cident . 

4"  Proposition  corrélative;  même  démonstration. 

5°  On  donne  les  cinq  points  A,  B,  C,  Ai,  Bi  ;  d'où  le  point  O. 
Les  droites  c,  Ci  et  ABi,  Ai  B  se  coupent  sur  X;  d'où  Ci-  Pour 
construire  un  point  quelconque,  on  mène  une  droite  A  à  la- 
quelle correspond  un  point  co  et  un  point  oji.  La  tangente  en 
un  point  M  quelconque  s'obtient  en  considérant  les  deux 
triangles  ]\L\B,  MiAiBi,  le  point  w  étant  en  M. 

Autres  solutions  de  MM.  G.  Gallucci  el  V.  Retali. 


Question  1720.    - 

(  ISan.  ]i.  i.;-2. , 

On  sait  que,  dans  un  triangle  quelconque,  le  centre  de 
gravité,  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  l'ortliocentre  sont 
en  ligne  droite.  Étant  donné  un  triangle  A,  on  construit  la 
droite  dont  il  vient  d'être  cjuestion,  relative  à  chacun  des 
triangles  for jnés  par  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit 
et  des  cercles  ex-inscrits  à  A.  Démontrer  que  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  se  coupent  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  A.  (J.  Franel). 

PREMIÈUE   SOLUTION. 
Par  M.  F.  Fadjon. 

Appelons  L  la  droite  qui  dans  un  triangle  joint  l'ortliocentre 
au  centre  du  cercle  circonscrit.  L'un  des  triangles  considérés, 
inscrit  dans  le  cercle  de  centre  O,  et  le  triangle  qui  a  pour 
sommets  les  trois  autres  points  de  concours  des  bissectrices  de  A, 
sont  liomothétiques;  leurs  lignes  L  sont  donc  parallèles;  de 
plus  elles  coïncident,  ayant  en  commun  le  point  O,  centre  du 
cercle  circonscrit  au  premier  triangle  et  orlhocentre  du  second. 
Or  les  quatre  triangles  ayant  pour  sonimets  le?  points  de  con- 


(    '.9>   ) 

cours  (les  Lissoclricos  de  A  pris  trois  ù  trois,  ont  un  même 
eercle  de  neuf  points  dont  le  centre  est  sur  chacune  des 
lignes  L  considérées,  lequel  cercle  n'est  autre  que  le  cercle  cir- 
conscrit à  A.  Donc,  etc. 

DELXUhlE  SOLlTtON. 
Par  M.  E.  Duporco- 

Soit  0  un  des  quatre  triangles  considérés  dans  l'énoncé; 
soient  h  son  orthocentre  et  w  le  centre  du  cercle  qui  lui  est  cir- 
conscrit. Il  existe,  comme  on  sait,  une  conique  F,  admettant 
pour  foyers  h  et  to,  et  inscrite  au  triangle  o.  Par  polaires  réci- 
proques relativement  au  cercle  il,  la  conique  F  se  transforme  en 
une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  la  droite  li  w,  axe  de  F  : 
or  cette  transformée  n'est  autre  que  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  A,  dont  les  sommets  sont,  par  rapport  au  cercle  Q,  les 
pôles  des  côtés  du  triangle  o.  Le  théorème  se  trouve  donc 
démontré. 

Autres  soUilinns  de  .A[M.  A.  Dhoz-Fakny  cl  H.  Liez. 


Question  1724. 


(1896,   p.    200.  ) 


Dr  montrer  V  identité 

I     a"        (  a  —  I  /' 


(a  —  /i)"-i 


a  (a  —  i)         ...        (  «  —  n) 

il  I  ...  I  I 

—  i"'2"-'3''-2.  .  .(  rt  _  -îY  (ti  —  xY-n. 

(V.  Di::  Stkkkalof.) 

SOr-LTIO.N 
Pur  M.  \  .  Hetali. 

Appelons  A    le    déterminant   donné,    et   posons»  —  r  =  a,- 
nous  avons  a  ,■  —  a  g  =  s  —  /•, 


A'  ^  (  —  n 


I         I 
a      Kl 
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d'où,  par  le  théorème  de  Vandermonde, 

7ï  1  «  —  1    ) 


A'  =  (— i)      -'      (a — ax)...(a  —an-\)ici  —  an)  =  ^  —  \)      -      n\^n  —  v)\ . .  .\\ 
(ai—o.2)...(ai  —  an-i). 


(a,i-i—a„), 
\  =  nl(n  —  i)\...il 

Autres    solutions    par    MM.    Audibert,    L.    Bosi,     Bkaxd,    Emixe, 

G.    TZITZÉICA. 

Questions  1725  et  1726. 

(  189fi.  p.   2(io.  ) 

172o.   Si  ni  et  n  sont  deux  nombres  premiers, 

est  divisible  par  mn.  (J.-.J.   .AIilne.) 

1726.  Si  m,  n  et  p  sont  trois  nombres  pjremiers, 
{np)"'~^  -\-  (  pni}"-^  -+-  (  mn  )/'-'  —  i 
est  divisible  par  mnp.  (  J.-J.  .Milne.) 

SOLITIOX 
Tiir  .M.  G.  TziTZÉicA. 

172o.  Comme  m  et  n  ?oiit  premiers,  il  suffit  de  montrer  que 
le  nombre  proposé  est  divisible  par  /n  et  n  séparément.  Or 
cela  est  évident,  en  vertu  du  théorème  de  Fermât. 

1726.  Evidente  aussi,  d'après  le  même  théorème. 
Autres  solutions  de  MM.  Audibert,  Émink  cl  P.  II. 

Question  1728. 


5/  p  est  un  nombre  piremier  qui  ne  divise  pas  x  et  r  un 
nombre  entier  quelconque,  l'expression  xP''—p''~'- —  i  est  divi- 
sible /tar  p.  (.1.-.?.  MiLNE.t 
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SOLUTION 
Par  M.  EiiiNE. 

En  efTet,  l'expression  proposée  peut  s'écrire 

du  moment  que  a^  n'a  pas  le  facteur  premier  p  ;  toutes  ses  puis- 
sances aussi  ne  l'auront  pas.  Donc  a;P'^~'  n'étant  pas  divisible 
par  le  nombre  premier  /i,  d'après  le  théorème  de  Fermât, 
on  aura 

Autres  solutions  de  MM.  V.  II.  et  G.  Tzitzkica. 

Questions  1736  et  1737. 

(189r.,  p.  .^u-i 

Ces  deux  questions,  dont  les  énoncés  déjà  anciens  se  trou- 
vaient dans  les  archives  des  i\.  A.,  ont  été  posées  sous  la  si- 
gnature Wolstenholme,  et  résolues  dans  le  /.  E.  de  M.  de 
Longchamps  (1882,  p.  g5  et  p.  189).  Il  n'en  sera  donc  pas  in- 
séré de  solutions.  Si  nous  avions  connu  le  fait,  nous  n'aurions 
pas  publié  les  énoncés  dont  il  s'agit.  La  Rkdaction. 

Question  1743.      ' 

I  WM.   p.    llO.I 

O/i  peut  constriiii'e  six  //■ian.^'-lcs  sc/>ih/a/>/es  ciilre  eux 
ayant  pour  côté  coninian  un  segment  fixe,  et  situés  d'un 
même  enté  de  ce  segment  :  les  six  sommets  ainsi  obtenus 
sont  sur  une  même  circonjerence.  1  outes  les  circonjerences  / 

ainsi  obtenues  ont  un  même  axe  radical.       (  E.  Ulporcq.) 

soLuriox 
Par  M.   iKn.nini-i'.T. 

Sfiient  .\I>  le  segment  lixc,  <1  uu    jniiiil   (pielconque  du  plan. 

Sur  le  côté  \(1.  je  |irrnd>  uu  pdiul  (1|  Ici  que  AU  =  .VG.ACi. 
.l'ai  un  di'uxièmr  lri.iu;:lc  C|  Aiî  scnUdable  au  premier, 
VI!    ('•I.inl     liMiii(,ir.L;uc    de  .Xtl,.  Sur   h'   i-("p|é    U''..   je    prcMid-    uu 
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|j()int  Cj  tel  que  AB  =  BG.BC2.  J'obtiens  ainsi  un  troisième 
triangle  C2AB  semblable  an\  deux  autres,  AB  étant  homo- 
logue de  BGi.   Les   trois   autres   triangles,  de  sommets  C,  C, 


et  G'.,,  sont  symétriques  des  trois  premiers  par  rapport  à  la 
perpeirdiculaire  au  milieu  de  AB.  Pour  démontrer  que  le 
cercle  GGjGj  passe  par  les  points  G',  G';,  G',,  il  suffit  de 
démontrer  que  son  centre  est  sur  cette  perpendiculaire. 

Je  prends  AB  pour  axe  des  x,  l'axe  des  y  passant  par  G  et 
perpendiculaire  sur  AB;  je  désigne  par  h  l'ordonnée  du  point 
G,  par  a  et  b  les  abscisses  des  points  A  et  B.  J'ai  d'abord 


A.  B   _  ^ 

Ac7  "  bg7 


AG^ 
AÏÏT 


v/a^  -^-  h 


Les  coordonnées  cr.  y  du  point  G  s'obtiennent  par  les  pro- 
poi'tions 

o  —  Xi        (a  —  b  )'-  )']        (  ff  —  I)  )- 

a  a--f-  /t-  h  «--+-  h- 

d'oîi 

_  a{a^-^h:i  —  {n  —  br-\ 

h(a  —  hy- 


Vi 


cû-h  h-^ 
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La  perpendiculaire  au   milieu   de  GCi  a  doue  pour  équalioii 
?,  «a^Ca'-i-A-  —  (a  —  b  )-] 


Il  -  —  i  hy  = 


a-  \a-  -\-h'  —  (a  —  by-  ]- 

•2  h  y  (a  —  b  )-        h- (a  —  6)' 


ou,  en  ordonnant  et  supprimant  le  facleui' 

(a- -^ h-j [ a- -K  A-  —  yn  —  ()  i'^ |, 

1  a  X  —  -i  hy  -7-  b'  -T-  h-  —  '2  «6  —  o . 

De  même  la  perpendiculaire  au  milieu  de  CG2  a  pour  équation 

2  b  a:  —  9.  h  y  -+-  a-  +  h-  —  lab  =  o . 
Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  sont  donc 

a  -+-  b 


ce  qui  démontre  la  première  partie  du  ihéorcnic,  et 
«2  —  ab  -\-  b--^-  h- 


y=  — 

L'équation  du  cercle  est 
a  -t-  ^ 


ih 


«2  —  ab  -^  b'^-k-  h-  \  - 

~  ÏA  / 

(a-r-b)-         l,         a- — ab-hb'^-h'^ 
=  ' -h  (h -, 

Supposons  maintenant  que  le  point  G  varie,  A  et  B  restant 
fixes.  L'équation  du  cercle  devient,  en  transportant  l'origine 
au  point  O,  milieu  de  Alî, 

1' 

^•2  _(_    y2  —  ■_  (^(^(i ((I)  ^  l)i^  Il  î  ) 


(«-f-  by-  , 

V-  a-  —  ab  -+-  6>-  =  o. 


h  est  arbitraire,  la  dillérence  a  —  b  est  constante  et  égale  à 
la  distance  AR—  .>,/.  Posons  a -^  b  =z  o.a  et  faisons  r  =  o. 
Alors 

X-    —  S--~    \  i-  -\-  ,S-—   /-  -:    O, 


X-  -I-  j  /-  =;  O, 
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ce  qui  montre  que  AB  est  l'axe  radical  commun  de  ces  cercles. 
11  en  résulte  aussi  que  tous  ces  cercles  sont  orthogonaux  au 

cercle  qui  a  le  |5oint  0  pour  centre  et  pour  rayon  /y/'î  (  '  ). 

Autres  solutions  de  MM.  Baiusiex,  Buaxd,  Farjox,  Licmoixe,  Pro- 
vosT,  V.  Retali,  Tauatte. 


QIIESTIOXS. 


1764.  Soit_/(.y)  =  G  une  équation  réciproque  de  degré  un, 
n'ayant  pas  de  racine  commune  avec  x'^  —  i  =  o. 

bi  Ion  pose  a?  =  -jzn ,   1  équation  en  y  est  de  (Jcgre  ni, 

y  y  —  1 

et  le  produit  de  ses  racines  est  égal  à  ( — i)'"— ,.; • 

J  (\) 

Si  l'on  pose  x -\ =  'xz,  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion transformée  est  égal  à 

m  TZ  i 

Application  à  l'équation  binôme.  (A.   Pkli.et.) 

(')  En  complétant  la  construction  indiquée  par  iM.  D.,  il  est  évi- 
dent .pie  les  points  (A,C,  C,  )  (A,C',  C;)  (A,  C,',  CJ  (  B,  C,  CJ 
(  B,  C,,  C!,  )  (  B,  C,  C'j  )  sont  respectivement  en  ligne  droite,  et  que 
l'on  a 

AC.  AC,  =  AC.  AC;  =  AC;.  AC,  =  AB% 
BC.  BC,  =  BG,.BC',  =  BC'.BC;  =  BA». 

Donc  les  six  points  considérés  sont  sur  une  même  circonférence; 
la  puissance  de  A  par  rapport  à  cette  circonférence  est  AB%  et  il  en 
est  de  même  pour  celle  de  B;  AB»  étant  indépendant  de  la  forme 
du  triangle  ABC,  chacun  des  points  A,  B  a  même  puissance  par 
rapport  à  toutes  les  rirconférences  dont  il  s'agit.  Donc  AB  est  l'axe 
radical  cipiiiinun.  C.-A.  L. 
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M\}mm  coxf-oiRS  des  «  xoiveliis  awales  « 

?m\  1807. 

Sujet. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  uous  appellerons  : 

1°  Cubique  cquilatère  une  cubique  gauche  dont 
les  trois  asymptotes  sont  deux  à  deux  rectan- 
gulaires. (^Exemple  :  la  cubique  des  normales 
à  l'ellipsoïde.) 

2"  Tétraèdre  orthoccutriquc  un  tétraèdre  dont 
les  arêtes  opposées  sont  orthogonales.  Dans  un 
tel  tétraèdre,  les  hauteurs  sont  concourantes  ; 
le  point  de  concours  des  hauteurs  est  aussi  le 
point  par  lequel  passent  les  perpendiculaires 
communes  aux  arêtes  opposées;  enfin  ce  tétraèdre 
est  conjugué  par  rapport  à  une  sphère  qui  a  son 
centre  au  point  de  rencontre  des  hauteurs. 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  les  pro- 
priétés suivantes  : 

I.  Si  deu-v  cordes  AB,  CD  d'une  cubique  équi- 
latère  sont  orthogonales,  le  tétraèdre  ABCD  est 
ortliocentrique. 

IL  Si  une  cubique  gauche  quelconque  passe  par 
les  sommets  d'un  tétraèdre  conjugué  par  rapport 
à  une  quadrique,  elle  est  circonscrite  à  une  infinité 
de  tétraèdres  conjugués  par  rapport  à  cette  qua- 
drique. 

Ilf.   Toute  cuhi(pie  é(piilalère  circousci'ite  à  uu 

Ann.  de  Mal  Itënint.,  3'  S(-rio,  l.  \\l.  {.Mai   rSy;.)  l3 


(  '98  ) 
tétraèdre  orthocentrique  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  tétraèdre. 

IV.  Toute  cubique  passant  par  les  sommets  et 
le  point  de  rencontre  des  hauteurs  dun  tétraèdre 
orthocentrique  est  équilalère. 

V.  Si  Ton  coupe  une  cubique  équilatère  par  une 
série  de  plans  parallèles,  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  des  triangles  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  rencontre  de  la  cubique  et  des 
plans  est  la  sécante  double  de  la  cubique  normale 
aux  plans  sécants. 

VI.  Soit  li  une  sphère  de  j^ayon  R  et  dont  le 
centime  O  est  sur  une  cubique  équilatère.  Il  existe 
une  infinité  de  tétraèdres  ABCD  inscrits  à  la 
cubique  et  conjugués  par  rapport  à  Z. 

I**  Le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  tétraèdres 
est  une  droite. 

2**  On  considère  les  sphères  S  circonscrites  aux 
tétraèdres  ABCD  ;  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères 
est  une  droite.  —  Comment  se  déplace  cette  droite 
lorsque  O  restant  fixe  R  varie  ? 

3"  Chaque  sphère  S  coupe  la  cubique  en  deux 
autres  points  E  et  F.  Démontrer  que  ces  points  sont 
fixes  et  ne  dépendent  pas  de  R. 

4°  Lorsque  O  Aarie,  la  droite  EF  décrit  une 
quadrique  et  le  plan  OEF  enveloppe  un  cône  du 
deuxième  degré. 

5"  Lorsque  O  varie,  le  milieu  de  EF  décrit  une 
cubique  équilatère. 
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Conditions . 

L(j  concours  csl  ouverl  exclusivement  aux  abonnés 
dos  Nouvelles  annales  de  Malhémalifjiies. 

Le  meilleur  IMémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  j)rofit  de  l'auLeur  : 

1°   A  un  crédit  c!e   i  oo*^'"  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  MAI.  Gauthiei-^  illars  et  fils; 
2°  A  la  publication  du  Mémoire; 
3"   A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AVANT  LE  i"  jvovembre  iSq^^,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  inimédiate- 
ment  connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonjme. 
Dans  ce  derniei-  cas,  le  Mémoire  poi-tera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéi'o  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i  ^"^  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
féi'és  par  les  jugesdu  Concours.  Chacun  comprendra  du 
resLe  que  l'insertion  d'un  travail  liop  étendu  serait  ma- 
tériel lement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
1*',  décembre  1897,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concouis  qui  se  seront 
associés  à  elle,  .se  léservenl  la  fac  ulté  : 

i"    De    partager   les    récompenses   ei-de.s.sus  iiienlinn- 
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jit'cs,  au  cas  fout  à  J ail  exceptionnel  où  deux  Méinoiics 
V  auraient  droit  avec  un  égal  niériLc; 

2"  De  ne  pas  atlii])uer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés suiuu  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  scail 
faite  dans  le  journal  en  temps  vitile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faiie  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les   RÉnACTEURS. 


D5ca] 
SIR  CEUTAIXS  PROHLÈMES  DS:  REPRÉSE\TATIO\  COXFORIIE; 

Pak  m.  H.-A.  schwarz. 

Mimbrc  de  rAcadémie  royale  des  Scit-nces  de  Berlin, 
Alciiilirc  correspondant  do  i'Iiislilut. 


(Traduit   avec  raiilorisation  de  l'auteur  par  M.  I^.  LXUGtCL 


(Extrait  d'une  Comnuinicalion  à  AI.  Richclot,  de  Kœnigsberg.  Joi//vïfl/ 
de  Crelle,  t.  70,  P-  io5-i2o,  février  1869.  Reproduit  dans  le  t.  Il 
des  Gesainmelte  Math.  Abhandlungen  de  M.  Schwarz;  Berlin, 
Springer;  1890). 


Le  fait,  qin?  rintelligencc  de  la  plupart  des  travaux  de 
liieninnn  ne  fut  accc.'ssible  au  début  qu'à  un  petit  cercle 
(le  l(!cteurs,  tient,  je  le  croirs  volontiers,  à  ce  (jue  Rie- 
niaun   a  négligé,  tlans  la  publication  de  ses  recherches 
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générales,  d'expliquer  coiiiplèteineiît  la  nature  spéeiale 
de  ses  niélhodes  de  Irailenieiil  à  l'aide  d'une  exnosition 
détaillée  d'exemples  partieuliers. 

Il  en  est  aussi  de  même  de  ce  théoièine  établi  dans  le 
11°  21  de  la  dissertation  inaugurale  de  Riemann ^  qui  m'a 
suggéré  l'idée  générale  de  traiter  certains  problèmes  de 
représentation  conforme,  et  qui  nous  enseigne  :  qu'il 
est  possible  de  représenter  l'aire  d'une  ligure  simple- 
ment connexe  sur  l'aire  d'un  cercle,  en  conservant  la 
sitnilitude  dans  les  paities,  et  cela  d'une  seule  et 
unique  manière,  telle  qu'au  centre  du  cercle  corres- 
ponde un  point  intérieur  quelconque  donné  de  la  figure 
et,  à  un  point  quelconque  de  la  circonférence,  un  point 
quelconque  donné  du  contour  de  la   figure. 

M.  Mertens,  qui  suivait  en  même  temps  que  moi,  pen- 
dant le  semestre  d'hiver  1 863-64,  les  leçons  de 
]M.  JVeierstraf>s  sur  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques, attira  à  cette  occasion  mon  attention  sur  cette 
circonstance  caractéristique  que  Rieniann  avait,  d'une 
manière  générale,  démontré  l'existence  d'une  fonction 
qui,  par  exemple,  permet  de  pratiquer  la  représenla- 
lion  conforme  de  l'aire  d'un  triangle  rectiligne  plan 
sur  l'aiie  d'un  cercle^  tandis  que  la  détermination  expli- 
cite d'une  telle  fonction  semblait  encore,  à  cause  des  dis- 
continuités du  contour  situées  aux  scnnmets,  dépasser 
les  forces  de  l'analyse. 

Je  ne  connaissais  alors  aucun  (;as  [jaiticuliii-  d'une; 
aire  à  contour  assigné  [)Our  lequel  le  pioblème  de  la 
r('[)résentatiou  conforme  de  cette  aire  sur  celle  d'un  cer- 
cle eût  été  mené  à  bonne  fin. 

Vyant,  comuKî  particularisai  ion  de  la  lii^ure  à  re[>i'é- 
.senter  d'une  manière  conforme  sui'  l'aire  d'un  ccihIc, 
choisi  celle  dont  le  contour  est  formé  par  des  lignes 
droites  et  plus  spécialement  par  les  côtés  d'un  cv/z'/v,  je 
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ciois  avoir  décou\erl  un  cas  particulier  du  problème 
général,  cas  dont  la  solution  complète  même  dans  celte 
spécialisation  aurait  une  valeur  scientifique  et  f|ui  serait 
également  bienvennc,  comme  illustration  intuitive  du 
n"  21  de  la  dissertation  de  Riemann. 

On  est  conduit  à  la  solution  de  ce  problème,  ainsi 
fju'à  celle  de  bien  d'autres  problèmes  de  représentation 
conforme,  par  le  fécond  tliéoième  (pii  suit  : 

Lorsque,  pour  une  fonction  analytique,  à  wna  succes- 
sion continue  de  valeurs  réelles  de  l'argunu-nt  com- 
plexe, correspond  une  succession  continue  de  valeurs 
réelbîs  de  la  fonction,  alois,  à  cliaque  couple  de  valeurs 
conjuguées  de  l'argument  correspondent  des  valeurs 
conjuguées  de  la  fonction. 

Sur  le  plan  («)  dont  les  points  représentent  géomé- 
triquement les  valeurs  d'une  grandeur  complexe  //,  dé- 
limitons une  région  U'  simplement  connexe,  dont  le 
contour  est  en  partie  formé  par  un  segment  fini  /  de 
l'axe  des  quantités  réelles  dans  le  plan  («). 

Soit  /  =. f(^u)  une  fonction  analytique  de  l'argu- 
ment complexe  m,  uniforme  par  définition,  et  possédant 
le  caractère  d'une  fonction  entière  pour  toutes  les  va- 
leurs de  u  appartenant  à  l'intérieur  de  U' ;  c'est-à-dire 
que,  «0  désignant  une  valeur  quelcon([ue  de  m,  appar- 
tenant à  l'intérieur  de  la  région  U',  la  fonction  ^  (//) 
sera  pour  les  valeurs  de  u,  situées  dans  le  domaine  de 
ce  point  i/o,  développable  en  une  série  procédant  sui- 
vant les  puissances  de  la  grandeur  u  — ?/o,  dont  les  ex- 
posants sont  des  nombres  entiers  positifs,  série  conver- 
genle  pour  toutes  les  valeurs  de  u  —  Uq  suffisamment 
petites  en  valeur  absolue.  On  admettra  par  hypothèse 
que  lorsque  u  se  lapproclie  indéfiniment  du  contour,  la 
valeur  de  t  reste  toujours  finie  et  est  réelle  pour  tous 
les  points  de  la  ligne  /et  que  pour  toutes  les  valeius  de 
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l'argument  u  apparteiiaiil  à  rinléricur  de  la  région  L' 
et  à  son  contour,  la  valeur  de  la  fonction  t  =f(^u)  varie 
d'une  manière  continue  avec  la  valeur  de  l'argument  u. 
A  la  région  U'  correspond  une  région  U"  dont  les  points 
sont  les  symétriques  de  ceux  de  U',  par  rapport  à  l'axe 
des  quantités  réelles. 

Pour  tous   les   points  de  la  région  U",  une  fonction 
analytique  t  sera  donc  définie  par  ce  fait  que,  dans  les 
régions  U'  et  U'',    aux  valeurs  conjuguées  de  la  gran- 
deur u  sont  associées  des  valeurs  conjuguées  de  la  gran- 
deur t.  Si  l'on  conçoit  les  deux  régions  U' et  U"  raccor- 
dées entre  elles  le  long  du  segment  de  droite  /,  on  est 
en  présence  d'une  région  simplement  connexe  U'  -t-  U". 
Pour  toutes   les  valeurs  de  l'argument  u  appartenant  à 
l'intérieur  de  cette   région,   la  valeur  de   la  grandeur  t 
est,  par  définition,  uniforme  (^)  et  de  plus,  pour  les  va- 
leurs de  u  appartenant  à  l'intérieur  de  U'  ainsi  qu'à  l'in- 
térieur de  U",  elle  est  définie  comme  fonction  analytique 
de  cet  argument  et  celle-ci  possède  le  caractère  d'une 
fonction  entière.  A  la  traversée  de  la  ligne  /  et  le  long 
de  celte  ligne  la  valeur  de  t  varie  d'une  manière  conti- 
nue. De  ceci  l'on  conclut  que  la  fonction  t  définie  pour 
la  région  U"  est  un  prolongement  analytique  de  la  fonc- 
tion définie  pour  la  région  U'  et  (ju'elle  est  un  prolon- 
gement analytique  de  cette  dernière  au  delà  de  ia  ligne  /. 
L'exactitude  de  cette  affirmation  sera  démontiée,  comme 
il  suit,  au  cas  où,  comnre  il  est  permis  de  le  supposer, 
la  région  U' -I-  U"  recouvre  partout  le  plan  (  u)  seule- 
ment d'une  manière  simple  (^). 

Si  l'on  désigne  par  Uq   une  valeur  de  u,  appartenant 


(")  i.  e:  uni-dctorminative,  univoque.     L.   L. 
(')   L  e:  la  région  est  formée  par  une  surface  -à  un  seul  fcnillel. 
L.   L. 
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à  rintéiic-uf  de  L',  alors,  d  .'i[)rès  mi  llieofènu;  de  Cau- 
chj,  l'intégrale 

'XT.lJ     a  —  Mj 

lorsqu'elle  est  prise,  dans  le  sens  positif,  le  long  dn  con- 
tour de  la  régiuM  U'  ou  bien  lors(|u'elle  est  prise  le  long 
décelai  de  la  régioii  U",  a  dans  le  premier  cas  la  valeur 
/"(«o),  dans  le  second  la  valeur  o.  Lorsque  l'on  ajoute 
entre  elles  ces  deux  intégrales,  les  cliemins  d'intégration 
qui  sont  alors  parcourus  le  long  de  /deux  fois  et  en 
sens  contraiie  se  détruisent  et  ré([ualion 


f{u»)  =   — .  / dti. 


où  l'intégrale  doit  être  prise  dans  le  sens  positif  le  long 
du  contour  de  la  région  U'  -\-  U",  représente,  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  grandeur  Uq,  qui  sont  représentés  géo- 
métriquement par  les  points  appartenant  à  lintérieur 
de  cette  région,  une  fonction  continue  de  cet  argument 
dont  les  valeurs  coïncident  partout  avcM- celles  de  la  fonc- 
tion t  z=J'(^uy 

De  là  résulte  que  la  fonction  ainsi  délinie  ])ossède 
aussi  pour  toutes  les  valeurs  de  »,  appartenant  au  seg- 
ment /,  le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Par  conséquent,  sous  les  livpothèses  adoptées,  à  des 
valeurs  conjuguées  de  l'argument  correspondent  des  va- 
leuis  conjuguées  de  la  fonction,  ou  bien,  si  nous  em- 
ployons le  langage  de  la  Géométrie;  :  la  représentation 
conforme  du  plan  (u)  sur  le  plan  (?),  dont  les  points 
représentent  géométriquement  les  valeurs  de  la  grandeur 
complexe  t,  est  symétrique  pour  les  deux  plans  par  raj)- 
port  aux  axes  des  quantités  réelles:  à  des  points  symé- 
triques correspondent  des  points  symétriques,  images  des 
premiers. 
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Si  maintenant  l'on  pratique  les  prolotigemenls  analv- 
tiques  de  la  fonction  t  =ry(?f)  symétriquement  des  deux 
côtés  de  l'axe  des  quantités  réelles  sur  le  plan  (//),  l'on 
arrive  à  ce  résultat  que  les  points  singuliers,  quelle  que 
soit  leur  nature,  sont  ou  bien  situés  séparément  sur 
l'axe  des  quantités  réelles,  ou  bien  situés  symétrique- 
ment par  paires  de  part  et  d'autre  de  cet  axe. 

Cette  proposition  peut  s'étendre  directement  au  cas 
où,  dans  la  représentation  par  l'entremise  d'une  fonc- 
tion analytique,  à  un  segment  de  droite  situé  dans  la 
région  de  l'argument  ou  formant  une  partie  du  contour 
de  ladite  région  correspond  encore  un  segment  de  ligne 
droite  dans  le  plan  dont  les  points  représentent  géomé- 
triquement les  valeurs  de  la  fonction  analytique. 

Dans  le  problème  spécial  de  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  d'un  carré  sur  celle  d'un  cercle,  il  était 
donc  à  présumer  que,  lorsque  l'on  prescrit  que  le  centre 
du  cercle  doit  correspondre  au  centre  du  carré,  les 
images  des  quatre  droites  qui  sont  les  axes  de  symétrie 
du  carré  pourraient  être  aussi  des  ligues  droites.  Cette 
considération  fournit  la  position  des  quatre  points  singu- 
liers situés  sur  le  contour  du  cercle  qui  correspondent 
dans  le  cas  de  ces  données  spéciales  aux  quatre  sommets 
du  carré. 

Maintenant  il  saute  aux  yeux  que  la  solution  du  pro- 
blème en  question  peut  être  simpliliée  en  remplaçant 
l'aire  du  cercle  par  la  surface  d'un  demi-plan  que  Ton 
peut  déduire  de  l'aire  du  cercle  au  moyen  d'une  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  ic'ciproques  ;  à  vrai  dire 
la  simplification  introduite  ainsi  tient  à  ce  fait  qu'alors 
les  contours  de  deux  régions  dont  ou  doit  pratiquer  l'une 
sur  l'autre  la  représentation  conformer  sont  tous  deux 
rectilignes. 

D'après  la  loi  générale  donnée  prccédemiuenl,  la  fonc- 
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lion  par  l'enlremise  de  laquelle  esl  pralicable  la  reprë- 
senlation  conforme  peut  doneelre  prolongée  analytique- 
inent  au  del.à  de  la  région  intérieure  du  carré  pour  la- 
quelle elle  est  priiuiti\eineut  supposée  définie. 

Si  l'on  choisit  cotnuie  centre  de  la  transCormation  l'un 
dos  points  singuliers  sur  le  contour  du  ciMcIe,  on  recon- 
nait  que  les  points  de  l'axe  des  quantités  réelles 

[)euvent  être  pris  comme  points  singuliers,  tandis  (jue 
le  demi-plan  situé  du  côté  positif  de  l'axe  des  quantités 
réelles  sera  la  représentation  conforme  de  l'aire  du  cercle. 

Lorsque  la  position  d'un  point  à  l'intérieur  du  carré 
donné  est  déterminée  par  la  valeur  de  la  grandeur  com- 
plexe 1/,  alors  le  problème  en  question  exige  que  la  va- 
riable /,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  giandeur  ii  (|ui 
correspondent  aux  points  situés  à  l'intérieur  du  carré 
donné,  soit  définie  comme  fonction  analytique  uni- 
forme de  l'argument  u,  possédant  le  caractère  d'une 
fonction  entière  et  ayant  des  valeurs  réelles  pour  les 
valeurs  de  l'argument  u  qui  correspondent  aux  points 
situés  sur  le  contour  du  carré. 

Maintenant,  d'après  la  loi  donnée  précédemment,  la 
région  de  l'argument  u  peut  être  d'aboid  étendue  aux 
aires  de  quatre  can-és  contigus  au  carié  donné  et  situés 
symétriquement  par  lapport  à  ce  carré  et  peut  ainsi, 
par  répétition  successive,  être  encore  étendue  à  une 
région  aussi  grande  que  l'on  veut  du  plan  (tf). 

On  reconnaît  ainsi  que  la  fonction  t  doit  de  même, 
pour  celte  extension  du  domaine  de  son  argument,  être 
une  fonction  unifornii;  pour  toutes  les  valeurs  finies  de 
l'argument  u,  et  que,  de  plus,  c'est  une  fonction  dou- 
blement périodique  de  //,  le  rapport  des  deux  périodes 
foudainen laies  étant  (>gal  à  y  —  i  , 
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Oïl  est  donc  ainsi  (^n  présence  des  fondions  lemnis- 
ratiques. 

Le  conlour  du  carré  a  dos  poinls  singuliers  en  ses 
quatre  sommets.  Ces  points  doivent  être  exceptés  de  la 
condition  que  l'aire  du  carré  doit  être  i-eprésentée  en 
conservant  la  similitude  en  les  plus  petites  parties  sur 
l'aire  du  cercle  ou  sur  celle  du  demi-plan,  car,  autre- 
ment, le  problème  proposé  renferjuerait  une  condition 
impossible  à  remplir. 

Chaque  portion  de  l'aire  du  carré  située  dans  le  voi- 
sinage d'un  des  sommets  dudit  carré,  portion  de  surface 
angulaire  plane  d'ouverture  de  90'%  voisine  du  sommet 
de  l'angle,  doit  être  représentée,  par  l'entremise  de  la 
fonction  qui  fournit  la  représentation,  sur  une  surface 
angulaire  plane  d'ouverture  de  180". 

On  est  donc  en  présence  de  ce  problème  :  Trouver  la 
fonction  la  plus  générale  par  l'entremise  de  laquelle  une 
portion  de  surface  angulaire  d'ouverture  a?:  sur  le  plan 

u  =  re'?,         0^0  :p  au,         o  -</•■<  /"o, 

située  dans  le  voisinage  du  sommet  Ji  =  o,  est  représen- 
tée d'une  manière  conforme  sur  le  plan 

t  =  pe'\"',         o'^ii^Tz, 

de  telle  sorte  qu'entre  les  limites  assignées,  à  chaque 
point  u  =  /'ct',  corresponde  un  point  t  =  oc't"  se  dépla- 
çant avec  le  premier  d'une  manière  conlinue,  pendant 
qu(;  l'on  a  les  valeurs  respectives  correspondantes 

/•  =  0,         p  =  o;  cp  =  o,  (l  —  o;  o  =  ar,         -^  =  -. 

La  fonction  la  plus  simple  {>ar  l'enlreniise  de  laquelle 
peut  être  pralirpiée  une  t(dle  représentation  est  la  fonc- 

ll<)U 
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Chaque  autre  foiiclion  /  de  rarguinent  u,  qui  perinel  éga- 
lement de  pratiquer  une  repiéseatatiou  jouissant  des 
propriétés  assignées,  possède,  d'après  le  lliéorènie  pré- 
cédent, lorsqu'on  la  regarde  comme  fonction  de  la  gran- 
deur complexe  i^j  le  caractère  d'une  fonction  entière 
pour  la  valeur  ^  =  o  et  pour  les  valeurs  de  la  grandeur 
t'  situées  dans  le  domaine  de  cette  valeur  1^  =  0.  Et  de 
même,  inversement,  on  rcîconnaîr  que  la  giandeur  p"  est 
une  fonction  analytique  de  l'argument  t .  (|ui.  pour  toutes 
les  valeurs  de  la  grandeur  complexe  t  situées  dans  le 
domaine  de  la  valeur  t  =  o,  y  compris  cette  dernière 
valeur,  possède  le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Par  conséquent,  on  obtient  les  représentations  ana- 
lytiques suivantes,  valables  dans  les  domaines  des  va- 
leurs i>  =  o  ei  t  ^  o  : 


t  =   G  t-  (  I  ^-  a  1  p  -1-  «2  ^""  -T-  • 

•  •)> 

I 

v  =   —  ^  (  I  -t-  61  /  -h  b.2t-  -h. 

■  •), 

..). 

La  constante  C  est  différente  de  zéro  et  positive;  les 
coefficients  «,  Z»,  c  ont  tous  des  valeurs  réelles^  ce  qui 
tient  à  ce  qu'à  toutes  les  valeurs  positives  suffisamment 
petites  des  grandeurs  respectives  u  et  v  doivent  aussi 
correspondre  des  valeurs  positives  de  la  grandeur  t. 

Dans  un  problème  de  représentation  conforme,  la  si- 
tualion  et  la  grandeur  absolue  de  la  figure  dans  le  plan 
(m),  sur  lecjuel  est  pratiquée  la  r<'présentation  conforme 
d'une  figure  donnée  sur  le  plan  (^),  sont  en  général  in- 
différentes. Cette  circonstance  introduit  dans  la  solution 
générale  du  problème  de  représentation  deux  constantes 
arbitraires  (jui  déterminent  la  situation  et  la  grandeur 
absolue  susdites.  Ainsi  si  u  ^J'(t)  csl  une  fonction  par 


(  '-^'<n)  ) 

l  «Milrcinisr  de  hujiiolie  la  ligure  T  dans  le  plan  ( /)  sera 
rc^piéseiiLée  sur  tine  ligure  U  dans  le  plan  («),  alors 

;/.'  ^  Cl  «  -h  C2 

est  nue  pareille  fonction;  seulement,  la  Hgure  eorres- 
ponilaiîte  U'  dans  le  [)lan  («')  est  située  en  un  autre  en- 
droit, et  construite  suivant  une  autre  éclielie  et  a  une 
orientation  diii'érenle  de  celle  de  la  figure  U  sur  le  plan 

Lorsfju'il  s'agit  alors  de  trouver  les  propriétés  carac- 
téristiques de  la  re[)résentation  conforme  d'une  figureT 
sur  une  figure  U,  on  doit  donc  rechercher  une  dépen- 
dance entre  les  grandeurs  u  et  /  qui  soit  indépendante 
de  la  situation  particulière  et  de  la  grandeur  absolue  de 
la  figure  U  sur  le  plan  (u)  ;  c'est-à-dire  qu'il  s'agit  d'éta- 
blir une  équation  dinérentielle  dans  l'intégrale  générale 
de  laquelle  les  constantes  C|  et  ('o  se  présentent  comme 
constantes  d'intégiation . 

Or,  on  a 

du  '  du 

7/7  "^  ^'177' 

d  ,        du'  d  ,       d(t 

-—  loi;    -—    r=    — -  loy  -r  • 

d/      ■     dt  dl      '    dl 

Cette  fonction,  par  conséquent,  est  indéj)endante  de 
la  situation  particulière  et  de  la  grand(;ur  absolue  de  la 
figure  U  sui'  le  |)lan  ('/)• 

^  ,  ,   du         ,    d  ,       du  , 

Le  passatre  de  u  -a  —r  et  a  -7-  log-7-  est  un  proirres  con- 
*■  ^  dt  dt      ^  dt  1      t? 

sidérable  en  ce  sens  qu'alors  toutes  les  valeurs  de  l'ar- 

1  III  1         (^fti  .    .... 

gunuMit  /,q)()ur  les(pielles  la  granticur  -j-  est  soit  infini- 
ment petite  soit  infiniment  grande  et  |;our  les(juelles  la 

1  d  ,       du  •    ,.    ■  11- 

irrancteur  -7- loir— -  est   inlniiinci;!    i;i  ande,    doivent    être 

^  dt      ^  dl  r,  ' 

regardées  comme  des  valeurs  siugulièrcîs  dans  le  problème 


(  '-^'^  ) 

lit'  lepréaeiilaliuij,  \  aleuis  pour  lesquclleb  il  lu-  peut 
donc  plus  être  que.slioii  de  représentation  conservant  la 
similitude  au  sens  propre  de  ces  mots. 

Dans  le  cas  déjà  traité  de  la  représentation  conforme 
d'un  angle  ~  sur  un  angle  a—,  on  a 

d  ,       du        a  —  I 

:77  '"^S    //   =  — ; h  di-i-  d^t  ^ 

dl  dt  t 

Cette  fonction,  par  conséquent,  dans  le  domaine  de 
la  valeur  f  =  o,  possède  le  caractère  d'une  fonction  ra- 
tionnelle fractionnaire.  Les  coefficients  J( ,  d-y^  ..  .  ont 
tous  des  valeurs  réelles  et,  par  conséquent,  la  valeur  de 

la  fonction -7- lo£r -7-)  pour  toutes   ces   valeurs   réelles  de 
dt     ^  dt    ^ 

l'argument  t  pour  lesquelles  la  série  converge,  est  éga- 
lement réelle. 


S  agit-il  de  pratiquer  la  re[)résenlation  conforme  d'une 
figure  T  du  plan  (f)  sur  une  région  U  du  plan  (z<)  dont 
le  contour  est  formé  par  une  ligne  simple  (c'est-à-dire 
qui  ne  passe  par  aucun  point  plus  d'une  fois),  région 
située     tout    entière   à    distance   finie,    on    sait    alors 

d'avance  que  la  grandeur  -j-  ne  peut  devenir  infiniment 

j)etite  ni    infiniment  giande  pour   aucun    point   situé  à 

l'intérieur  de  T  et  que,   par  suite,  la  fonction  -f^'^^'j- 

doit,  pour  toutes  ces  valeurs  de  l'argument  /,   posséder 
le  caractère  d'une  fonction  entière. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe  les  valeurs  singulières 
de  la  grandeur  f,  situées  à  distance  finie,  sont  t  z= —  i, 

f  r=z  o,  Z  =r  -I-  I  :  y.  est  éijal  à  -•   La  fonctiou 


d        du        1  /     I  1  I 

dt  "'■  ~dt  '"  ~i  \T^i        7    ""  <^T/' 
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qui,  pour  Loutes  les  \aleurs  réelles  de  1  aryunuuL  (, 
possède  égaleiiient  dt;s  valeurs  réelles,  a,  j)uiir  loutes 
les  valeurs  finies  de  t  dont  la  partie  imaginaire  est  posi- 
tive, le  earactère  d'une  fonction  entière -,  par  conséquent 
celle  fonction  possède,  pour  (outes  les  valeuis  finies  de  f, 
le  caraclère  d'une  fonction  entière.  Pour  les  valeurs 
infiniuient  grandes  de  ï,  on  a  le  dé\  elopj)enîent 

et,  par  suite, 

fl         du  3    I  I         ^'    '     . 

,  ,      p  .  d  ,       du  I 

par   conséquent,   la   fonction  -^log-^j  pour   toutes  les 

valeurs   infiniment    grandes    de    ^,    devient    infiniinenl 

petite:  -j-Ioît-t-  est  donc  une  fonclion  rationnelle  de  t 
i  ^  dt     ^  dt 

et  celte  fonction  est  égale  à 

I  /     I  1  I 

""  ^  l  /  +T  '^^  i  ~  ? — 

On  obtient  alors  par  intégration 

du.  I  ,       ,    ^  „        I      ,-. 


r'        dt 


U  =  (,,     ^      __________   -4-  (,, 


On  s'aperçoit   donc  aisément    que,    par  l'entrcmi.^e  de 
I  inlcgrale  lemniscaiique 

r'  dt 

•0    V  in.i  -/-) 

Faire   de   chacun    d<s  deux  demi-j)I.ins,   eu  lefl(pu'Is   est 


(  ^'-^  ) 

pailagé  le  plan  (/)  par  l'axe  des  (jiiaiitilés  réelles,  sera 
représentée  diiDe  manière  conforme  sur  Tairediin  carré 


de  côlé  égal  à 


1  —  I 


Au  moven  de  la  siihsiilulion  5  = l'on  passe  du 

/  -T-  I  '^ 


-Ki 


demi-plan   silué  du  côlé  positif  de   Taxe  des  (piantités 
réelles  sur  le  plan  (z)  à  Faire  du  cercle  décrit  dans  le 
plan  (5)  du  point  5=0  comme  centre  avec  le  rayon  1 . 
Au  moyen  des  fonctions 

//  =    /     — _)  .f  =  sin  aniM,  \k  =  v —  ')' 

■h    /'  —  ■''" 

Taire  du  (  ercie  situ<-  sur  le  plan    (\),  i^fig.    2),    décrit 


(  21^  ) 

avec  le  rayon  i  du  point  s  ==  o  comme  centre,  et  l'aire 
du  carré  situé  sur  le  plan  (h)  et  dont  les  sommets  sont 

/    -?^=  {fis'-  0^  sont 


K,  K/,  —  K,  —  K/,  avec  K 


correspondantes  et  représentables  l'une  sur  l'autre,  la 
similitude  étant  conservée  en  les  plus  petites  parties. 
Pour  rendre  cette  représentation  intuitive  à  l'aide  de 


Fiff.  2. 


figures,  j'ai  calculé,  avec  l'approximation  requise  pour 
les  valeurs  de  a  formées  à  l'aide  de  multiples  entiers 
de  yj^  K  et  de  tV^'j  '^^  valeurs  correspondantes  de  s 
d'après  lesquelles  j'ai  dessiné  les  figures  ('  ). 


(  '  )  Tableau  des  valeurs  que  prend  la  fonction  sinamu  {k  =  \J—  i) 


•  K  formées  à  Taide  de  multiples  entiers 


pour  les  valeurs  u  =   — 
de  ,'<,  K  et  nr  Kt  avec  o  S  «  ^  m,  m  +  n^  lo. 
Ann.  de  Malliémat.,i'  série,  l.  XVI.  (\fai  iSgy.)  l4 


n 

(  ^'-'4 

) 

5 

0,7071 

+0,7071  i 

4 

0,5407 
+0,5407  i 

0,6978 
+0,5336  i 

o,86")3 
+o,5o47  i 

I 
10 

3 

0,3971 
+0,3971  i 

0,5366 
+0,39411 

0,6792 
+0,38 1 5  i 

0,8209 
+0,3525  i 

0,9537 
+0,0008  i 

2 

0,2627 
+0,2627  i 

0,39.56 
+0,26171 

0,5291 
+0,2571  i 

0,6608 
+0,2455  i 

0,7866 

+0,2235  l 

0,8995 
+0,1877  ' 

0,9906 
+0,1 367  i 

I 

0,1  3i  r 
+o,i3ii  i 

0,2624 
+0,1 309  i 

0,3934 
+0,1299 1 

0,5228 
+0,1268  i 

o,648i 
+0,1202  i 

0,7649 

+0,1 084  l 

0,8671 
+-0,0903  i 

0,9476 
+o,o653  i 

0,9994 
+o,o344  i 

0   ( 

)    0 , i3i I 

0,2621 

0,0924 

o,52o5 

o.6'i36 

0,7^74 

0,8563 

0,9335 

0,9830 

a         1 

2 

3 

4 

5 

(i 

7 

8 

9 

Au  moyen  de  cette  représentation,  on  obtient  l'inter- 
prétation géométrique  qui  suit  de  ce  théorème  démontré 

par  Ahel  (  '  )  :  la  valeur  de  la  grandeur  sin  am  — .  et 

d'une  manière  générale  la  valeur  de  la  grandeur 

ip -^- cji)K 


s'obtient  par  la  résolution  d'équations  quadratiques,  si 
l'on  suppose  que  le  module  Â  a  pour  valeur  \J ■ —  i,  que 


(')  Comparer  Œuvres  d'Abel,  édit.  Sylow  et  Lie,  t.  I,  p.  3i3-3i4  ; 
p.  36o-362.  T.  II.  p.  261,  262.  268.  et  p.  oo5.  ligne  24  à  partir  d'en 
liaut.  L.  L. 


(  ^^'3   ) 
2-"  H-  1  est  un  nombre  premier,  et  que  p  et  //  désignent 
deux  nombres  entiers  quelconques. 

Chaque  point  de  l'aire  du  carré  en  question  qui  re- 
présente géométriquement  la  valeur  de  l'une  des  gran- 
deurs 

u  = ^—  K 

•2^«-i-  I 

possède  cette  propriété  que  le  point  qui  lui  correspond 
sur  l'aire  circulaire  et  qui  représente  géométriquement 
la  valeur  de  la  grandeur  5  =  sinamïf  peut  être  trouvé 
au  moyen  de  constructions  géométriques  qui  n'exigent 
que  l'emploi  de  la  règle  et  du  compas. 

Si  au  lieu  d'un  can  é  nous  avons  un  rectangle  dont 
les  côtés  sont  entre  eux  comme  aK  et  K',  alois  la  re- 
présentation conforme  du  demi-plan  T  pourra  être  pra- 
tiquée sur  un  rectangle  semblable  au  rectangle  donné 
par  l'entremise  de  l'intégrale  elliptique 


u  =     I 


dt 


lorsque  le  module  A  est  déterminé  à  l'aide  de  l'équation 


q){l+q-^)(l-^q-i). 


\2q*^'2q*-i-'iq*  -+-... 
L       1-1-2(7  -i-iq'^-i-.  ..       ]   ' 


nq  -\-  iq*- 
_K' 

OÙ  l'on  a  posé  ^  =  e    ^     [OC'' 

Lorsqu'il  s'agit  de  pratiquer  la  représentation  con- 
forme de  llaire  d'un  demi-plan  T  sur  celle  d'un  triangle 


(')  Ce  numéro  [i],  ainsi  que  d'autres  que  l'on  rencontrera  dans 
le  cours  du  Mémoire,  se  rapporle  aux  Moles  ajoutées  par  M.  Srhwarz 
dans  la  Collection  de  ses  Mémoires  (  Berlin,  Springer;  1890)  et  qui 
sont  reproduites  à  la  fin  de  cette  traduction,  L.  L. 


(  ^>M 

leGliligne  dont  les  angles  sont  a-,  ^t.,  vt:,  on  obtient, 
au  niojen  Je  déductions  tout  à  fait  analogues,  la  for- 
mule suivante,  qui  permet  d'opérer  la  représentation 

'  '« 

Ici  les  trois  grandeurs  réelles  a,  b,  c,  qui  corres- 
pondent aux  trois  sommets  du  triangle  rectiligne  peuvent 
être  choisies  arbitrairement,  pourvu  seulement  qu'elles 
se  succèdent  le  long  du  contour  du  demi-plan  T,  dans 
le  même  sens  relativement  à  l'aire  de  ce  plan,  que  les 
angles  a—,  1*37:,  v—  du  triangle  se  succèdent,  relativement 
à  l'aire  de  ce  triangle,  le  long  du  périmètre  de  ce  dernier. 

Ces  résultats  fournissent  la  forme  de  la  fonction  par 
l'entremise  de  laquelle  la  surface  d'un  demi-plan  peut 
être  représentée,  d'une  manière  conforme,  sur  l'aire 
simplement  connexe  dont  le  contour  est  celui  d'un 
polygone  rectiligne  plan  quelconque.  Seulement,  dans 
le  cas  général  d'un  polygone  à  /i  sommets,  parmi  les  n 
grandeurs  réelles  «,  b,  c,  d,  .  .  . ,  qui  correspondent 
aux  n  sommets  du  polygone  rectiligne,  trois  seulement 
seront  choisies  arbitrairement;  les  7i  —  3  qui  restent 
sont  déterminées  par  les  rapports  donnés  entre  les  lon- 
gueurs respectives  des  côtés  du  polygone  considéré. 

Si  le  polvgone  est  un  polygone  régulier  de  Ji  côtés  et 
que  l'on  remplace  la  surface  du  demi-plan  par  l'aire 
d'un  cercle,  alors  la  représentation  de  l'aire  du  cercle 
sur  celle  d'un  n  — ■  gone  régulier,  les  centres  des  deux 
figures  se  correspondant  entre  eux,  sera  praticable  par 
l'entremise  de  la  fonction 


"-./•■ 


ds 


(1—5")" 

Ces  résultats,  rpie   j'indique  ici,  je  les  ai   exposés  an 


(  '^'7  ) 
printemps  de  1  année   1864,  dans  \e  Séminaire  inathé- 
niatiqiie  de  l'Univcrsilé  de  Berlin,  et  les  ai  présentés,  lors 
de   ma  «  Promotion  »,    à   la   Faculté  philosophique  de 
cette  Université. 

En  août  1866  ils  ont  été  communiqués  par  ]M.  Tf^eier- 
strass  à  l'Académie  de  Berlin. 

Relativement  au  problème  de  la  représentation  de 
l'aire  d'un  polygone  rectiligne  sur  celle  d'un  cercle,  j'ai 
eu  le  plaisir  de  voir  mes  recherclies  se  rencontrer  avec 
celles  de  M.  Christoffet  sur  le  sujet  suivant  :  Sul  pro- 
hleiiia  délie  température  stazionarie  e  la  rappresenta- 
zione  di  iina  data  superficie  [Aiiuali  di  iMateinatica, 
W  série,  Tomo  I  ;  1  86  j  ). 

Je  suis  arrivé  à  démontrer  rigoureusement  la  possi- 
bilité de  déterminer  les  constantes  dans  le  cas  n  =  ^. 
Pour  le  cas  général,  je  dois  une  démonstration  rigou- 
reuse à  une  bienveillante  Communication  de  M.  TJ^eier- 
slrass  [2]. 

La  formule  indiquée  ci-dessus  peut  être  facilement 
étendue  au  cas  où  la  surface  dont  le  contour  est  celui 
d'un  polygone  rectiligne  renferme,  à  son  intérieur,  des 
points  de  ramification  ou  bien  le  point  situé  k  l'infini 
sur  le  plan. 

Par  exemple,  l'aire  du  cercle  sur  le  plan  (^)  de  centre 
.V  =  o  et  de  rayoji  i  sera  représentée,  d'une  manière 
conforme,  sur  l'aue  extérieure  à  un  carré,  par  l'entre- 
mise de  la  formule 


/^"- 


au  centre  s  =■  o  correspond  le  point  situé  à  l'infini  sur 
le  plan  (u). 

En  même  temps,  on  peut  donc  considérer  comme  ré- 
solu, en  princij)e,  le  problème   de   la  détermination  de 


(.,8) 
l'état  thermique  stationnairc  sous  certaines  conditions 
assignées  relativement  au  contour,  dans  le  cas  d'une  aire 
plane  s'étendant  à  l'infini  et  extérieure  à  un  carré. 

On  est  maintenant  près  de  désirer  de  voir  remplir  ce 
desideratum  :  obtenir  un  exemple  simple  pour  la  repré- 
sentation d'une  aire  à  contour  formé  par  une  ligne 
courbe  à  cours  continu  sur  l'aire  d'un  cercle;  et  quelle 
figure  peut-on  choisir  préférablement  à  une  ellipse  ? 

Ici  la  recherche  conduit  au  but,  dune  manière  satis- 
faisante, à  l'aide  de  représentations  conformes  prati- 
quées par  l'entremise  des  fonctions  analytiques  les  plus 
simples. 

L'aire  sur  le  plan  (u),  intérieure  à  une  parabole  de 
fover  II  =  o  et  de  sommet  zi  ^  i ,  sera  représentée,  d'une 
manière  conforme,  sur  l'aire  d'un  cercle  dans  le 
plan  (s),  de  centre  s  =  o  et  de  ra^on  i,  par  l'entremise 
de  la  fonction 

s  =  tang2(  ♦  -  \/u). 

L'aire  intérieure  à  uac  ellipse  dont  les  foyers  sont 
zf  =  ±  I  et  les  extrémités  des  axes  «  =  riz  a,  dz  bi  sera 
représentée,  d'une  manière  conforme,  par  l'entremise 
de  la  fonction 


,/9.K 

5  =  sin  am     —  arc  s 


\nu\. 


sur  l'aire  d'un  cercle  de  centre  .v  =  o  et  de  rayon  — . 

'        s/A' 

lorsque  le   module   k  est  déterminé  à  l'aide  des  équa- 
tions 

la  —  h  \  2 

^  '  \\\-^  q,{v-^  (]^\.  .  .\        \    I  —  2-7  —  27*  — .  .  .        '     ' 


(  ''-'O  ) 

La  ligne  courbe  la  plus  simple  est  la  circonférence. 

Dans  le  problème  de  la  représentation  de  l'aire  d'une 
figure  du  plan  (u),  limitée  par  des  segments  darcs  de 
cercle,  sur  la  surface  d'un  demi-plan  T,  on  est  conduit 
au  but  par  une  déduction  tout  à  fait  analogue  à  celle  qui 
a  été  exposée  pour  la  représentation  de  polygones  à 
contour  xectiligne. 

Lorsque  la  figure  limitée  par  des  arcs  de  cercle  dans 
le  plan  (u)  est  représentée  d'une  manière  conforme  par 
l'entremise  de  la  fonction 


(^-i  a  -T-  Ci 


sur  un  plan  (//),  la  figure  correspondante  sur  le  plan 
(u')  est  également  limitée  par  des  arcs  de  cercle  parmi 
lesquels  aussi  peuvent  se  présenter  des  segments  recti- 
1  ignés. 

Pour  obtenir,  une  fois  pour  toutes,  toutes  ces  repré- 
sentations que  l'on  peut  déduire  les  unes  des  autres  au 
moyen  de  transformations  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, oji  éliminera  les  constantes  C.  On  a 

d         du'         d         du  C-j  du 

-T  lOÏ  —r-    =    — r  102'  — ; 2   -p^ -; 7-  5 

dt      '■   dt         dt      -  dt  Lsît-^Ci    dt 

d^  ,       du  d-  ,       du  CA  f  du\'^ 

dr^  dl         dt-      ■   dt  {L3U-i-C;y-\dt 

G(         d-u 


"Gsii^-Ci    dt^ 

Si  l'on  désigne  alors  la  fonction 

d-  ,       du        i  /  d  ,       du  \  - 

-T—  loi;  -; {  -r  ios  -,-  ) 

dt^-      ^  dt         -lydl      '^  dt  / 

par  M'(//,  f),  il  résulte  ceci  : 

W{u',f)  =  W(u,f) 


(    220    ) 

et,  par  conséquent,  l'expression  W  est  indépendante  des 
constantes  C  (')  [4]. 

Deux  arcs  de  cercle  qui  déterminent  un  sommet  du 
contour  d'encadrement  de  la  figure  peuvent  comprendre 
entre  eux,  sur  l'aire  intérieure  de  la  figure,  un  angle  a?:. 
Les  constantes  G  [)euvent  être  choisies  telles  que  ce 
sommet,  déterminé  sur  le  plan  (u)  par  deux  segments 
d'arcs  de  cercle,  corresponde,  sur  le  plan  (//)  à  un 
sommet  déterminé  par  deux  segments  rectilignes. 

Alors,  lorsqu'au  point  angulaire  correspond  la  valeur 

t  =  to^  la  fonction -T-log-i- a,   d'après  ce  qui  précède, 

pour  les  valeurs  de  la  grandeur  t  situées  dans  le  do- 
maine de  la  valeur  t  =  t^^  le  développement  suivant 

—  -+-  rfi  -f-  «r/a  U  —  /o  )  -^  •  •  •  j 


où  les  coefficients  cl  ont  des  valeurs  réelles. 

Par  conséquent,  la  fonction  T(«,  t)  =  T(«',  l)  pos- 
sède le  développement 


■?.   {t—tof 


valable  pour  le  domaine  de  la  valeur  £=  fo?  dévelop- 
pement où  les  coefficients  0  ont  également  des  valeurs 
réelles. 

Si  la  surface  limitée  par  le  polygone  curviligne  ne 
renferme  à  son  intérieur  aucun  point  de  ramification, 
alors  la  fonction  ^*(«,  t)  possède  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'argument  Z,  qui  correspondent  aux  points  situés  à 
l'intérieur  du  demi-plan,  le  caractère  d'une  fonction 


(')  L'expression  W  est  un  invariant  différentiel  aujourd'hui  bien 
connu  sous  le  nom  d'invariant  différentiel  ou  dérivée  de  Schwarz 
qui  lui  a  été  donné  par  CaK/cy  (Schwarzian  deri\ative).        L.  L. 
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entière,  puisqu'elle  a  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 
l'argument  t  des  valeurs  également  réelles  et  qu'elle 
possède  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle;  cette 
fonction  est  donc  une  fonction  rationnelle  F(i)  de  t. 

Le  problème  de  la  représentation  conforme  de  l'aire 
d'un  polygone  limité  par  des  arcs  de  cercles  sur  celle 
d'un  demi-plan  est  par  conséquent  ramené  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  aux  dérivées  totales 

W{u^  /)  =  F(0, 

ainsi  qu'à  la  détermination  d'un  certain  nombre  de 
constantes. 

Cette  solution  peut  aisément  être  étendue  au  cas  où 
1  aire  du  polygone  en  question,  limité  par  des  arcs  de 
cercle,  renferme  à  son  intérieur  des  points  de  ramifica- 
tion; la  fonction  rationnelle  F(i)  deviendra  aussi,  en 
ce  cas,  infiniment  grande  pour  des  valeurs  complexes 
de  la  grandeur  ?,  et  le  nombre  des  constantes  à  détermi- 
ner, ainsi  que  celui  des  équations  de  condition  à  rem- 
plir, sera  augmenté. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  W{u,  t)  =^F(i)  est  repiésen- 
table  comme  quotient  de  deux  solutions  d'une  même 
équation  différentielle  du  second  ordre  ayaiit  pour 
coefficients  des  fonctions  rationnelles.  Je  dois  cette 
remarque  à  une  bienveillante  communication  de 
M.  Weierstrass. 

Si  la  figure  à  représenler  est  un  triangle  dont  les  cô- 
tés sont  des  arcs  de  cercle,  ré(|uation  dilférentielle  pré- 
citée est  celle  de  la  série  hypergéométi-ique  et  la  déter- 
mination des  constantes  est  praticable  sans  que  l'on 
ait  à  résoudre  des  équations  iranscendanles  [5]. 


(     .2.     ) 

Par  reiitremise  de  l'inlégrale 

regardée  comme  foiiclion  de  sa  limile  supérieure  et  où 
a,  l),  c  désignent  des  constantes  réelles,  a,  j3,  y  des  con- 
slantes  positives  satisfaisant  à  la  condition  a+  |i-i-y=  i , 
les  aires  des  deux  demi-plans  T'  et  T",  en  lesquels  l'axe 
des  quantités  réelles  partage  le  plan  (f),  seront  représen- 
tées sur  celles  de  deux  triangles  rectilignes  symétriques 
entre  eux,  U'  et  U"  ayant  pour  angles  a-,  ^t:,  vt. 

Le  plan  (t)  pourra  être  représenté  d'une  manière 
conforme,  au  moyen  d'une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques,  sur  la  surface  d'une  sphère,  de 
telle  sorte  qu'à  l'axe  des  quantités  réelles  sur  le  plan  (t) 
corresponde  un  grand  cercle  de  la  sphère.  Alors,  aux 
points  symétriques  sur  les  deux  hémisphères  corres- 
pondent comme  images  des  points  symétriques  sur  les 
aires  des  deux  triangles  plans. 

Si  l'on  amène  maintenant  les  deux  triangles  dans  inie 
position  telle  que  leurs  sommets  correspondants  coïn- 
cident, et  si  l'on  conçoit  alors  que  leurs  surfaces,  dis- 
tinctes et  séparées  dans  la  représentation,  aient  en  com- 
mun les  points  du  contour  d'encadrement  et  se 
raccordent  entre  elles  le  long  de  celui-ci,  qui  forme  ainsi 
un  pli,  on  est  en  présence  d'une  surface  fermée  U, 
simplement  connexe,  recouvrant  partout  doublement 
un  triangle  aux  angles  a-,  3~,  ""■  Le  long  de  tout  le 
contour  de  ce  triangle,  la  surface  U  possède  un  pli  le 
long  duquel  les  deux  feuillets  se  raccordent  entre  eux 
d'une  manière  continue.  On  peut  encore  dire,  en 
d'autres  termes,  que  cette  surface  peut  être  regardée 
comme  celle  d'un  prisme  triangulaire  à  hauteur  infini- 
ment petite. 
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Maintenant,  à  cette  surface  fermée  U  correspond,  d'une 
manière  uniforme,  la  surface  totale  de  la  sphère.  Eu  tous 
les  points,  la  représentation  conserve  la  similitude  en  les 
plus  petites  parties,  exception  faite  des  points  qui  cor- 
respondent aux  sommets;  en  ces  derniers,  la  représen- 
tation reste  seulement  uniforme  (')  et  continue. 

Lorsque  l'on  n'a  fait  aucune  convention  relative  au 
chemin  d'intégration,  la  fonction  intégrale  n  est  une 
fonction  multiforme  de  la  limite  supérieure  ?,  à  nombre 
infini  de  déterminations,  et  de  même,  en  général,  t  est 
une  fonction  multiforme  de  a,  à  nombre  infini  de  dé- 
terminations. 

Il  se  présente  des  exceptions  à  cela  pour  les  seuls 
systèmes  de  valeurs  de  a,  [j,  y  qui  suivent  : 

III  111  111  V.     1      I 

2       i       i  2       j      ()  3      3       .1  3      b      (> 

Comparez  le  Mémoire  précédemment  cité  de  ]M.  Chris- 
toffelel  Briot  et  Bouquet.  [Théorie  des  fonctions  dou- 
blement périodiques,  i'*^  édition,  p.  3o6-3o8). 

Lesditférentes  valeurs  que  peut  prendre  la  grandeur  u, 
le  chemin  d'intégration  étant  pris  quelconque,  pour 
une  valeur  déterminée  de  la  limite  supérieure  «,  peu- 
vent toujours  être  déduites  géométriquement  de  l'une 
d'entre  elles  au  moj'Cn  de  la  surface  U,  en  concevant 
que  l'on  ait  recouvert  le  plan  [u)  d'un  réseau  de  sur- 
faces U  en  développant  la  surface  U  un  nombre  infini 
de  fois  sur  le  plan  en  question. 

De  la  même  manière,  de  la  représentation  conforme 
de  l'aire  d'un  cercle  sur  celle  d'un  polygone  rectiligne 
de  n  côtés,  l'on  déduit  la  représentation  conforme  de  la 


(')   Uniforme  {eindeutig) .   dan?  le  sens  du  mol  nnidélerminalif, 
univor[ur.  iiioiiolrope.  1-    '■ 
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surface  de  la  sphère  sur  les  deux  côlés  de  la  surface  de 
ce  polygone  de  n  côtés. 

Le  problème  inverse  de  ce  dernier  est  un  cas  parti- 
culier de  ce  problème  plus  général  :  Représenter  d'une 
manière  uniforme  la  surface  fermée  simplement  con- 
nexe d'un  polyèdre,  encadré  par  des  faces  planes,  sur  la 
surface  d'une  sphère,  de  telle  sorte  que  la  représenta- 
tion soit  partout  semblable  à  l'original  en  les  plus  petites 
parties,  à  l'exception  des  points  correspondant  aux  som- 
mets, points  du  reste  où  la  continuité  ne  doit  éprouver 
aucune  rupture. 

En  admettant  par  hypothèse  qu'une  représentation, 
jouissant  des  propriétés  susdites,  soit  en  général  pos- 
sible, l'on  arrive  à  la  solution  suivante  : 

Concevons  la  surface  du  polyèdre  développée  sur  un 
plan  et  désignons  par  «  la  variable  complexe  qui  sera 
représentée  géométriquement  par  un  point  à  l'intérieur 
du  réseau  des  faces  du  polyèdre  étendu  sur  le  plan. 
On  représentera  directement,  d'une  manière  uniforme, 
la  surface  de  la  sphère  sur  un  plan  (x)  dont  les  points 
représentent  géométriquement  les  valeurs  d'une  gran- 
deur complexe  x. 

Ceci  posé,  l'on  a 

^  =€,!(. -.,)--. 

Dans  cette  formule,  que  j'ai  communiquée  à  M.  JVeiev- 
strass  en  1866,  Xv  désigne  la  valeur  de  la  grandeur 
X,  qui  correspond  à  un  des  sommets  du  polyèdre,  tandis 
que  la  somme  des  angles  compris  entre  les  arêtes  qui 
aboutissent  à  ce  sommet  est  égale  à  iv..,~.  Le  produit  II 
doit  s'étendre  à  tous  les  sommets  du  polyèdre.  La  somme 
-(a.v — 1),  étendue  à  tous  les  sommets  du  polyèdre, 
lorsque  la  valeur  a:  =  oc  ne  correspond  pas  à  un  sommet 
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du  polyèdre,  a  pour  valeur  —  i,  ainsi  qu'il  i^ésulle  du 
théorème  à'Euler  relatif  aux  polyèdres. 

L'exactitude  de  cette  formule,  toujours  sous  l'hypo- 
tlièse  de  la  possibilité  d'une  pareille  représentation, 
peut  être  démontrée  au  moyen  de  la  considération  de 

la  lonction  -j-  log  -^  ;  l'on  peut  aussi  démontrer  que  les 

constantes  Xv  sont,  par  les  conditions  du  problème,  dé- 
terminées d'une  manière  uniforme,  à  trois  constantes 
arbitraires  complexes  près  renfermées  dans  une  substi- 
tution fractionnaire  du  premier  degré;  jusqu'ici,  je  ne 
suis  pas  encore  parvenu  à  démontrer  rigoureusement 
qu'il  est  possible,  pour  tout  polvèdre  assigné,  de  déter- 
miner explicitement  ces  constantes  conformément  aux 
conditions  du  problème  [6]. 

En  certains  cas,  cette  détermination  des  constantes 
est  praticable  a  priori,  par  exemple,  lorsque  le  polyèdre 
assigné  est  régulier. 

Ainsi  la  représentation  de  la  surface  de  la  sphère  sur 
celle  d'un  cube  peut  être  pratiquée  par  l'entremise  de 
l'intégrale 

dx 


r  dx 

"=  /     V  '    ■ 


UFoir  page  2  du  Tome  I  des  Œuvres  de  M.  Schwarz  : 
Sur  la  surface  minima  dont  le  contour  donné  est  un 
quadrilatère  gauche  dont  les  côtés  sont  formés  par 
quatre  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  (publié  d'abord 
dans  les  Monatsberichte  der  Berliner  Akad.^  p.  i5o; 
i865)]. 

On  peut. rattacher  à  la  représentation  de  la  surface 
des  polyèdres  réguliers  sur  la  sphère  un  nombre  de 
problèmes  analytiques  parmi  lesquels  je  mentionnerai 
le  suivant  : 

Trouver  tous   les   triangles  sphériques  qui   peuvent 
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être    représentés    d'une    manière    conforme    sur    l'aire 
d'un   cercle  par  l'entremise  de    fonctions    algébriques 
des  coordonnées  [y]. 


Qu'il  est  toujours  possible  de  représenter,  d'une  ma- 
nière connexe  et  en  conservant  la  similitude  en  les 
plus  petites  parties,  une  surface  plane  simplement  con- 
nexe, dont  le  contour  est  formé  par  une  ligne  simple 
composée  de  portions  de  courbes  analytiques,  sur  l'aire 
d'un  cercle  :  c'est  ce  que  Jiieinnnn  a  clierché  à  démon- 
trer à  l'aide  du  principe  dit  de  Dirichlet. 

Gomme  il  a  été  fait  des  objections,  bien  fondées 
relativement  à  la  rigueur,  à  la  légitiuiité  de  ce  mode 
de  raisonnement  dans  les  démonstrations  des  tliéorèmes 
d'existence,  il  était  désirable  de  posséder  un  procédé 
de  démonstration  qui  ne  pourrait  donner  lieu  aux  cri- 
tiques élevées  contre  le  principe  de  Dirichlet. 

J'ai  clierché  à  établir  une  telle  démonstration  dans 
un  Mémoire  communiqué  à  M.  TJ^eier strass,  en  novembre 
de  l'année  1868,  pour  le  cas  où  le  contour  de  la  figure 
à  représenter  est  en  tous  ses  points  convexe  par  rap- 
port à  l'extérieur  de  la  figure  [8]. 


Notes  de  M.  Schwarz  au  précédent  Mémoire 
publiées  dans  les  Gesammelle  Abhandlungen,tome  II ;  1890. 

[i]  Relativement  à  ces  considérations  on  peut  comparer  le 
passage  suivant  du  Mémoire  dt  Jacobi  :  Sur  les  nombres  com- 
plexes que  l'on  doit  considérer  dans  la  théorie  des  résidus 
des  cinquième,  huitième  et  douzième  puissances  {Journal  de 
Crelle,  t.  J9,  p.  3i 5  ):«...  Ce  pourrait  être  un  problème  aussi 
intéressant  que  difficile  d'obtenir  une  interprétation  géomé- 
trique de  cette  division  de  l'arc  de  la  lemniscate  en  a  -^  b  ^  —  i 
parties  et  de  la  composition  de  la  p'*"''  partie  de  l'arc  à  laide  de 
sa  division  en  a  h-  ^  / — i  et  en  a  —  b  / — /  parties.    Dans   ces 
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derniers  temps  les  imaginaires  ont  pris  place  avec  grand  succès 
dans  le  domaine  de  la  Géométrie;  on  peut  s'attendre,  après  le 
merveilleux  progrès  qu'elle  a  réalisé  ainsi  entre  les  mains  de 
Steiner,  à  ce  qu'elle  prenne  aussi  possession  de  ces  idées  plus 
abstraites.  » 

[2]  La  démonstration  que  l'on  doit  à  M.  Welerstrass,  rela- 
tivement à  la  possibilité  de  la  détermination  des  constantes 
repose  sur  une  variation  continue  des  constantes  a,  6,  c,  .... 
Une  démonstration  basée  sur  les  mêmes  idées  a  été  publiée  par 
M.  Schlâfli,  dans  son  Mémoire  :  Sur  la  possibilité  générale 
de  la  représentation  conforme  d'une  figure  plane  déli- 
mitée par  des  droites  sur  un  demi-plan  {Journal  de  Crelle, 
t.  78,  p.  63-8o;  1873). 

Le  Mémoire  de  l'Auteur  (AL  Schwarz),  Sur  l'intégration 
de  r équation  aux  dérivées  partielles  \u  =  o  ...,  publié 
p.  144-171  des  Œuvres,  t.  II,  tire  son  origine  essentiellement 
de  l'effort  fait  pour  trouver  une  démonstration  indépendante 
pour  la  possibilité  de  la  détermination  des  constantes  en  ques- 
tion. 

[3]  Comparez,  p.  10-2-107  des  Œuvres  précitées,  t.  II  :  No- 
tizia  sulla  rappresentazione  conforme  di  un'  area  ellitica 
sopra  un'  area  circolare,  par  M.  Schwarz. 

[4]  Dans  le  Mémoire  :  Sur  la  construction  des  Cartes  géo- 
graphiques (  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  et  Belles-Lettres,  i-j'-^f^^  p.  i6i-i85),  Lagrange  traite  le 
problème  suivant  :  «  Si  l'on  désigne  pary(  «  -i-  ti)  et  F(  u  —  ti) 
deux  fonctions  conjuguées  des  deux  arguments  complexes  con- 
jugués u  -H  ti,  u  —  ti,  déterminer  toutes  les  représentations 
conformes  du  plan  u  -i-  ^i  sur  le  plan  x-^yi,  praticables  i)ar 
l'entremise  des  équations 

X  =^  -  [f(u  —  ti)  -r-  F(u  —  ti)\, 

y  =  — .  I  /(  u  -T-  ti)  —  V(  u  —  /f  )|, 

X  -\- yi  =  f{u  +  ti),         X  — yi  =  F(  m  —  ti), 

et  qui  jouissent    de   celle  propriété    qu'an    réseau    des   lignes 
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droites  respectives  u  =  const.,  t  =  const.  sur  le  plan  u  -+-  ti. 
correspond  un  réseau  de  circonférences  sur  le  plan  x  -\-yi.  » 
Pour  résoudre  ce  problème,  Lagrange  évalue  les  cour- 
bures -  et  -  des  courbes  sur  le  plan  x  -^ yio^x  correspondent 
respectivement  aux  droites  u  =  const.,  v  =  const.  et  il  obtient, 

la  grandeur  —===^=^=:=^  étant  désignée  par  Q, 
\J f'{u-v-  ti)F'{u—  ti) 

les  équations 

1  _        diî        i  _  dQ. 
r  ôt         p        du 

Au  moyen  respectivement  de  la  première  et  de  la  seconde  de 
ces  deux  équations  l'on  obtient,  puisque  par  suite  de  la  condi- 
tion posée  la  grandeur  /•  ne  doit  pas  dépendre  de  la  gran- 
deur u,  ni  la  grandeur  p  de  la  grandeur  t,  l'équation  de  con- 
dition suivante 

- — —  =  c).         (Lagrange,  Ioc.  cit.,  p.  173.) 
otOii 

Cette  équation  de  condition  conduit  à  l'équation 

f'{u-\-ti)        3  / /■" (u-^tii 


f(u  +  ti)        -î  \f{u-hti) 
^^  ^  F"'(u  —  ti)        3  /F"(ii  —  ti)Y 


F'{u—ti)        2  \F'(u  —  ti) 

à  l'aide  de  laquelle  on  reconnaît  que  dans  le  problème  consi- 
déré par  Lagrange  les  expressions  dans  le  second  et  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  précédente  doivent  être  égales 
à  une  même  constante  réelle,  que  l'on  pourra  désigner  par 
—  2  A. 

La  fonction  y"  par  conséquent  doit  satisfaire  à  une  équation 
de  la  forme 


Lagrange,  du  reste,  n'a  pas  présenté  l'équation  qui  sert  à 
déterminer  la  fonction/ sous  cette  forme;  il  arrive,  en  posant 

-, —  -  —  o{u  -h  ti). 
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(■(lual  1(111 


,3)  jlpLtlil^^^, 

'  o{u^  il) 

Le  passage  de  l'équation  didérentielle  non  linéaire  du  troi- 
sième ordre  (a)  à  l'équation  difTérentielIe  linéaiie  du  second 
ordre  (3)  est  un  cas  particulier  du  passage  traité  p.  i\<^-iio 
des  OEuvres  de  l'auteur,  t.  II  {Théorie  de  la  série  hyper- 
géométrique  de  Gaiiss),  oii  l'on  pose/)  =  o,  <7  =  —  k.  D'après 
cela,  lorsque  la  fonction  y(  »  +  ti)  vérifie  l'équation  différen- 

•    II        '      X       I         r  •  fiu  +  ti)  ,        .         ,  , 

tielle  (2),   la   lonction  est   une  seconde  intégrale 

\/f'{u-hti) 

particulière  de  l'équation  dillcrentielle  (3). 

Lorsqu'il  n'est  pas  question  d'un  réseau  de  circonférences, 
mais  que  l'on  traite  séparément  d'un  arc  de  cercle  du  plan 
X -^- yi  qui  doit,  par  exemple,  correspondre  à  un  segment  de 
l'axe  des  quantités  réelles  /  =  o  du  plan  u  -i-  ti,  lors  d'une  re- 
présentation conforme  praticable  par  l'entremise  de  la  fonc- 
tion X  -^yi  ^=/{u-i-  ti),  les  conclusions  de  Lagrajige  restent 
valables  en  leurs  points  essentiels,  avec  cette  modification  que 
l'équation  (i)  doit  être  satisfaite,  non  pour  une  région  dou- 
blement étendue,  mais  seulement  tout  le  long  d'une  ligne, 
c'est-à-dire  ici  le  long  d'un  segment  de  l'axe  des  quantités 
réelles  sur  le  plan  u-\-li,  en  sorte,  par  conséquent,  que  la 
g'randeur 

ne  doit  pas  nécessairement  être  une  constante,  mais  peut  être 
une  fonction  quelconque  de  l'argument  complexe  u-hti,  qui 
jouit  de  cette  propriété  qu'à  des  valeurs  réelles  (correspon- 
dant au  segment  en  question  de  l'axe  des  quantités  réelles)  de 
l'argument,  correspondent  des  valeurs  réelles  de  la  fonction. 

Conformément  aux  notations  de  l'auteur,  p.  219  de  ce  Mé- 
moire, et  p.  220,  t.  Il  des  QEui-res  (Sur  la  Théorie  de  la 
série  hyper  géométrique),  l'expression  du  premier  membre 
de  l'équation  (t),  tirée  des  recherches  de  Lagrange,  pourrait 
être  désignée  par  ^{f,  u-j-ti);  ce  qui  nous  prouve  qu'il  est 
possible  de  déduire  directement  l'expression  difTérentielIe  M' 
des  recherches  contenues  dans  le  Mémoire  précité  de  La- 
grange. 

An/i.  de  .M,il liénittt .,  3'  série,  l.  \\1.   (M.ii    1.^(17.)  I  •"> 
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(Jiiant  à  la  notation  W(s,  x),  on  peut  Jaire  l'objeclion  que, 
relativement  à  cette  expression,  nous  n'avons  pas  à  faire  à  une 
fonction  des  deux  arguments  s  et  x,  mais  plutôt  à  une  ex- 
pression difTérentielle  formée  à  l'aide  de  la  fonction  s,  en  dif- 
férentiant  d'une  certaine  manière  par  rapport  à  x.  Aussi  la 
notation  et  la  désignation  adoptées  par  M.  Cayley,  pour  cette 
expression  différentielle 


j  I       5"'       3  //J'Y 


ont    incontestablement   l'avantage    sur    celles    employées    par 
l'auteur. 

M.  Cayley  a  fait  llionneur  à  l'auteur  de  joindre  son  nom  à 
la  désignation  de  l'expression  \s,  x\  [Arthur  Cavlkv,  Sur  la 
dérivée  de  Schwarz  et  les  fonctions  des  corps  réi^uliers  ; 
Cambridge  {Math.  Trans..  t.  .\I1I,  l'art  I.  p.  S-fiS)].  Le 
Mémoire  de  M.  Cayley,  rempli  de  détails  et  extraordinai re- 
ment riche  en  matières,  expose  les  recherches  des  divers 
écrivains  sur  les  questions  qui  peuvent  être  rattachées  à  l'ex- 
pression différentielle  •  5,  j^- '  ,  sous  une  forme  des  plus  lucides 
et  complètes,  en  ajoutant  encore  du  nouveau  aux  résultats  des 
recherches  des  autres.  Le  Mémoire  renferme  aussi  une  biblio- 
graphie du  sujet,  ainsi  qu'un  développement  détaillé  des  for- 
mules de  transformation  relatives  à  l'expression  difrérentiell.e 
j  s,  j"  !.  A  l'aide  de  l'une  des  formules  qu'il  établit, 

i  (  { ds 


M.  Cayley  retrouve  la  théorie  des  réciprocants,  déjà  connue 
par  les  travaux  de  Sylvester. 

Un  travail  de  M.  Neovius  (Helsingfors,  i883,  p.  i4j,  intitulé: 
Détermination  de  deux  surfaces  minima  périodiques  par- 
ticulière'S  sur  lesquelles  sont  situées  une  infinité  de  droites 
et  une  infinité'  de  lignes  fi^éodésiques  planes,  renferme  un 
exposé  des  relations  qui  existent  entre  l'expression  différen- 
tielle désignée  par  Dar(/>)  par  M.  Schottky  (Sur  la  représen- 
tation conforme  d'aires  planes  à  connexion  multiple.  Berlin 
1873  ;•  Dissertation  inaugurale)  et  l'expression  désignée  par 
\v,  £/]   par  ^L   Dedekind.  d'une  part  \Sur  les  fonctions  nio- 
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dulaires  elliptiques  (d'elle,   tome  83.  p.  278)]  et  la  sii<;dite 
expression  diflérentielle  j  5,  a-  ',  d'autre  part. 
Ces  relations  sont  données  par  les  équations 


'du\-'  t 


jM.  Neovius  renvoie  encore  aux  pages  298;  4'5,  4'^'  des  Œu- 
vres de  Riemann,  première  édition. 

L'Ouvrage  de  M.  Klein  {Leçons  sur  l'icoscièdre  et  la  réso- 
lution des  équations  du  cinquième  degré;  Leipzig,  1884  ) 
renferme,  pages  66  à  82,  une  présentation  détaillée  de  cer- 
taines recherches  reposant  sur  la  considération  de  l'expression 
différentielle  |  r,,  Z  J. 

M.  Klein,  pour  l'expression  dillérentielle  [  r,,  Z  ',  emploie  la 
notation  [r,  j^. 

[j]  Voir  à  ce  sujet.  Section  III  du  Mémoire  déjà  cité  : 
Sur  les  cas  où  la  série  hyper  géométrique  de  Gauss  repré- 
sente une  fonction  algébrique  de  son  cjuatrième  élément 
(ScHWARZ,  Œuvres,  t.  II,  p.  221  à  233). 

[6]  La  démonstration  de  la  possibilité  de  déterminer  les 
constantes  dont  on  parle  ici  est  donnée  pour  le  tétraèdre  (Re- 
présentation conforme  de  la  surface  d'un  tétraèdre  sur 
celle  cVune  sphère),  aux  page?  94  à  loi,  loc.  cit.,  et  pour  un 
polyèdre  quelconque  à  faces  planes,  daas  le  ^lémoire  Sur 
l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  /larticlles  \u  =  o 
(p.  167  à  170,  loc.  cit.). 

[7]  Voir  Section  VI  du  Mémoire,  déjà  cité.  Sur  la  série 
hyper  géométrique  de  Gauss  (loc.  cit.,  p.  2^3  à  2J4)- 

[8]  La  démonstration  citée  ici  est,  en  ses  points  essentiels, 
la  même  que  celle  tlonnée  par  1  "auteur'  dans  le  INIénioire  Sur 
la  théorie  de  ta  représentation  confortne  (lue.  cit..  l.  II, 
p.    108  à  i3.>). 
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COMPOSITION    MATIIKIIATIOIE    POLU    L'ADMISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECILMOIE  E\  1865  C); 

Solution  gkométriqii:  i'\r  M.  I".  SARÏIAUX, 
Kléve  à  l"Ecole  Lacordaire. 


On  donne  sur  lui  j)/an  deux  circoiiféiences  Q  et  C; 
d' un  point  A  de  C  o/i  mène  des  tuni^entes  à  (y,  enjoint 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes  ;  cette  droite 
coupe  la  tan  fiente  menée  en  A  à  la  circonférence  C 
en  un  point  M.  On  demande  V c^.cpiation  du  lien  décrit 
par  M  lorscpie  A  parcourt  la  circonférence  C. 

Examiner  les  différentes  formes  du  lieu  selon  la. 
grandeur  et  les  posit/ojis  relatives  des  circonférences  C 

et  a. 

Indiquer  les  cas  oit  il  se  décompose  ;  faire  voir  cpie 
le  lieu  des  points  M  est  tangent  à  la  circonférence  C 
en  chacun  des  points  d'intersection  de  cette  courbe  et 
de  la  cil  conférence  C 

Les  cercles  C  et  C  définissent  un  faisceau  de  cercles. 
Or,  on  sait  qne  les  polaiies  d'un  point  A  par  rapport 
à  tous  les  cercles  de  ce  faisceau  se  coupent  au  même 
point -M.  C'est,  en  somme,  le  lieu  de  ce  pointai,  quand 
A  décrit  le  cercle  C,  que  l'on  cherche. 

Ce  point  M  peut  être  considéré  comme  le  point  d'in- 
tersection de  la  tangente  en  A  au  cercle  C,  avec  la 
polaire  du  point  A,  par  rapport  au  cercle  du  faisceau 
composé  de  l'axe  radical  A  des  circonférences  Cet  C  et 


(')    Voir  l.  III,  J.'  séiie.  \^.  ^(iS;  iS;(iJ. 
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de  Ja  droite  de  l'iiiliui.  II  est  donc,  sur  cha(jue  laugeiile 
mobile  à  la  circonférence  C,  Je  point  svinétrique  du 
point  de  contact  A,  par  rapport  au  point  d'intersection 
de  cette  laugenLe  avec  l'axe  radical.  Ou  a  donc  ainsi 
une  génération  simple  du  lieu  (*). 

Les  points  du  lieu  à  l'infini  sont  ceux  pour  lesquels 
la  tangente  au  cercle  est  parallèle  à  la  polaire  du  point  A , 
par  rapport  à  l'axe  radical  A  et  à  la  droite  de  1  inlini. 
Ils  se  trouvent  donc  sur  une  parallèle  à  A.  On  voit  faci- 
lement que  les  asymptotes  sont  les  symétriques,  par 
raj)port  à  l'axe  radical  A,  des  tangentes  au  cercle  C  aux 
extrémités  de  la  ligne  des  centres,  et  que  la  courbe  reste 
toujours  dans  la  région  du  plan  comprise  entre  ces 
droites. 

Il  n'y  a  évidemment  pas  de  points  léels  sui-  la  ligne 
des  centres  quand  A  conjx'  réellement  le  cei'cle  C.  Dans 
ce  cas,  le  lieu  passe  par  les  points  d'intersection  de  C 
et  de  A.  Appelons  S  un  de  ces  points.  Quand  A  vient 
en  S,  le  point  M  arri\ant  aussi  en  ce  point,  la  tangente; 
en  S  à  la  courbe,  lieu  des  points  AI,  est  la  position  limite 
de  SM  (|uand  A  vient  en  S.  La  droite  SM,  A,  la  droite  SA 
et  la  parallèle  à  MA,  menée  de  S,  forment  un  faisceau 
liarmonique.  Lorsque  A  vient  eu  S,  la  tlroite  SA  et  cette 
parallèle  coïncident  a\ec  la  tangente  en  S  à  C  :  il  en  est 
donc  de  même  de  SM.  Ainsi  :  le  lieu  de  AI  est  langent 
à  C  en  S  (-)• 


C)  Ou  peut  (lire  ;i(issi  :  le  ceiili'C  liulical  do  C,  C  cl  ilr  \,  cuiisi- 
clérc-  coniiiie  un  cerile  de  ruvon  nul,  tsL  i'i  la  i-ciicniiirc  de  A  cl  di- 
\M.  l-;ianl  aussi  sur  l'axe  railical  de  V  el  de  C,  il  csl  le  iiiiiiru  du 
segment  AM  ;  donc,   ct.c. 

{- )  On  peut  aussi  arriver  à  ce  résulLaL  eu  faisant  usai;<-  d'iiitini' 
ment  petits,  ou  encore  en  app!i<|uant  la  construction  de  la  normali- 
en un  poini  qiieIcQnf|ue  du  lieu  considért- conMiie  étant  engendré  par 
un  piiiiit  il  uni-  li^iiic;  iiinhijc  de  ;;randi-ur  in\  ^iriable.  Il  e>t  facile  de 
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Quand  A  ne  coupe  pas  réellement  le  cercle  C,  les 
points  limites  du  faisceau  des  cercles  sont  réels,  et  un 
point  du  lieu  est  sur  l'une  et  l'autre  des  polaires  de  A 
par  rapport  à  ces  cercles  limites.  Donc  le  lieu  passe  par 
ces  points.  Celui  qui  est  à  l'intérieur  de  C  est  un  point 
isolé  du  lieu;  la  sécante,  (jui  passe  par  l'autre,  lestant 
constamment  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  au 
point  mobile  A,  a  pour  positions  limites,  quand  INI  se 
confond  avec  ce  point  limite,  les  perpendiculaires  aux 
tang(enles  issues  de  ce  point  au  cercle  C.  Ces  perpendi- 
culaiies  sont  donc  les  tangentes  au  point  double  du 
lieu. 

On  a  donc  deux  formes  du  lieu  :  l'une  ta  points  doubles 
imaginaiies  ne  coupant  pas  la  ligne  des  centres,  l'autre 
à  points  doubles  réels  sur  celle-ci. 

Le  lieu  ne  dépendant  que  de  la  [)osition  relative  de  C 
et  de  A,  il  n'v  aura  de  cas  particulier  que  quand  A  sera 
tangente  au  cercle  C.  Les  jjoints  limites  sont  alors  con- 
londiisau  point  de  contact  de  A  et  de  C.  Quand  le  point  A 
vient  en  ce  point  de  contact,  le  point  d'intersection  de 
ses  polaires  par  rapport  aux  cercles  du  faisceau  est  in- 
déterminé sur  la  tangente  A.  Donc  la  droite  A  fait  partie 
du  lieu.  Le  reste  du  lieu,  engendré  comme  précédem- 
ment, a  pour  asymptote  unique  la  symétrique  par  rap- 
port à  A  de  la  tangente  au  ceicle  C  à  Texlrémité  de  la 
ligne  des  centres.  Le  point  de  contact  est  un  point 
double  du  lieu,  et  les  tangentes  eu  ce  point  étant  les 
perpendiculaires  issues  de  lui  à  la  ciiconférence,  sont 
confondues  avec  la  ligne  des  centies.  Donc  c'est  un  pouit 
de  rebroussement.  On  voit  facilement  que  le  lieu  est 
une  cissoïde   droite  engendrée,  d'après  la  construction 


trouver  celle  sénération.  qui  est  tout  à  l'ait  analogue  a  celle  donnée 
par  Newton  pour  la  cissoïde. 
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coiinuc.  ])ar  viu  point  pris  sur  une  sécante  mobile  autour 
du  point  de  contact  de  C  et  de  A,  à  partir  du  point  d'in- 
lersection  de  cette  sécante  avec  le  cercle  tangent  au 
cercle  C,  au  point  de  contact  de  A  avec  C,  et  décrit  sur 
le  segment  de  la  ligne  des  centres  compris  entre  A  et 
l'asymptote  comme  diamètre. 

Le  lieu  se  composant  d'une  cissoïde  et  d'une  droite 
est  donc  du  quatrième  degré. 

On  le  voit  d'ailleurs  directement  en  remarquant  que 
sur  une  droite  passant  par  l'un  des  points  limites  du 
laisceau,  il  y  a  deux  points  du  lieu  correspondant  aux 
deux  points  A  d'intersection  de  la  perpendiculaire  menée 
par  ce  point  à  la  droite  considérée  avec  le  cercle  G, 
puisque  cette  dioite  est  la  polaire  par  rapport  au  point 
limite  de  ces  points  A.  Le  point  limite  étant  un  point 
double  du  lieu,  il  v  a  quatie  points  du  lieu  sur  une 
droite;  il  est  donc  du  quatrième  degré. 

De  plus,  tous  les  cercles  du  faisceau  passant  par  les 
deux  points  cycliques  du  plan,  les  polaires  de  ces  points 
par  rapport  à  ces  cercles  se  coupent  en  ces  points 
uièmes.  Donc  le  lieu  est  circulaire. 

Ces  lésuitats  iuontrent  que,  dans  le  cas  de  décompo- 
sition, le  lieu  est  une  cubique  circulaire  à  point  de 
rebroussement,  donc  une  cissoïde,  et  que  les  tangentes 
au  lieu,  dans  le  cas  général,  aux  points  d'intersection 
de  C  et  de  A,  sont  les  tangentes  au  cercle  C;  puisque, 
d'après  le  mode  de  génération,  le  lieu  ne  peut  pénétrer 
dans  le  cercle  C,  ni  avoir  en  ces  points  des  rebrousse- 
nients,  puisque  la  droite  A,  le  coupant  déjà  en  deux 
points  à  l'intini,  le  couperait  en  (jualre  autres  points. 
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EXERCICES    DE    LICEXCE; 

Par   m.  C.    BÛURLET. 


I.  f{z)  désignant  une  fonction  liolomorplie  à  riiilé- 
rieur  d'un  contour  fermé  simple  C,  et  a  et  è  deux 
nombres  dont  les  affixes  sont  situées  à  l'intérieur  du 
contour  C,  démontrer  que  l'on  a 

l'intégrale  du  premier  membre  étant  prise  le  long  d'un 
chemin  allant  de  a  en  Z»  à  l'intérieur  du  contour  C  et 
celle  du  second  membre  étant  prise  le  long  de  ce  con- 
tour C,  dans  le  sens  positif. 

II.  u{z)  désignant  une  fonction  de  la  variable  imagi- 
naire 2,  régulière  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  ayant  l'ori- 
gine O  pour  centre,  et  z  désignant  un  point  quelconque 
situé  à  l'intéiieur  de  ce  cercle,  démontrer  que,  si  l'on 
pose 

//_,=    f    u{z)dz, 


dz. 


11-,,=       I         ll^p^ydZ-, 

ces  intégrales  élanl  prises  le  long  de  cîieuiins  situés   a 
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1  iiJlérJcur  du  cercle  C,  on  a 


r  I  I       xP 

-  Xl'  Il 

iP  />  -T- 1       I 


+'  du 


(/>  — i)!L/?  />  —  I       I       dz 

I          T'"^l>   d"'u  1 

_|_  (_  ,  )W ^ h   .  .  .      • 

m  -h  p     m .      </-'"  J 

III.    \*[x)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  «t,  dé- 
montrer que  l'équation  diiïérenticlle  linéaire 

P'"'Hkx)  d"'v        P''«-"(^/.r)  d'"-'iy 
m  !  dx-'"^    '       {ni  —  \}\      c/jr'«-i 

OÙ  Â  désigne  une  constante  et  P'(x),  P"(a:),  ...,  P("'^(j?) 
les  dérivées  de  P(a:),  se  ramène  à  une  équation  linéaire 
à  coefficients  constants,  en  ^,  en  posant 


COI{RESFO\UA\CL 


M.  de  Saint-Germain.  —  -i  propos  de  la  quadrature  du 
rercle.  —  Un  ouvrier  c  liarpenlier  cl»  Calvados,  !\I.  Henri 
<iuillot,  a  trouvé  une  construction  «impie  du  côté  fl'un  carré 
approximativement  équivalent  à  un  cercle  :  il  suffit  de  con- 
struire un  lrianf;le  rectangle  dont  rhy|)oténu<c  o«l  épale  au 
diamètre  du  cercle  et  une  des  cailiétcs  à  une  fois  et  ilemie  le 
côté  du  décagone  régulier  inscrit  :  la  secon<le  catliètc  e«t  le 
côté  proposé.  Le  rayon  du  cercle  étant  i,  ce  côté  est  égal  à 
1,772167,  au  lieu  de  \/- =  i  ,772  foi  ;  l'erreur  relative  c*!  infé- 
rieure à  ihmhJ'  gïa|»luquement  négligealile. 

M.  M.  d'Ocagne.  —  Extrait  d'une  lettre.  —  ■<  Le  llico- 
lèuie  sur  lequel  est  fondée  la  solution  de  la  question  1717. 
publiée   tian»    le    numéro   d  avril  (p.    iSHi.  -c   liome   dan>   ma 


■J 
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IVole  Sur  V enveloppe  de  certaines  droites  variables  {\.  A., 
3"  série,  t.  V,  p.  89;  f8<SG).  Une  élégante  généralisation  de  ce 
théorème  a  été  depui?  lors  obtenue  par  M.  R.  Godefroy  {C.  B., 
t.  Cil,  p.  6o4;  1886).  Il  est  d'ailleurs  très  facile  d'atteindre 
immédiatement  et  sans  démonstration  nouvelle  à  cette  géné- 
ralisation. 

»  En  effet,  le  théorème  que  j'ai  obtenu  consiste  en  ceci  : 
Si  un  serment  de  droite  ab  dont  les  extrémités  a  et  b 
décrivent  les  courbes  planes  (a)  et  (  b)  a  une  projection 
constante  sur  Vaxe  A,  le  point  où  la  droite  ab  touche  son 
enveloppe  est  symétrique  par  rapport  au  milieu  de  ab  du 
point  où  cette  droite  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  A  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  a  et  b 
aux  courbes  (a)  et  (b). 

»  Si  par  un  point  o  quelconque  du  plan  on  mène  des  seg- 
ments od  équipollents  aux  segments  ab,  le  lieu  (d)  des  extré- 
mités de  ces  segments  est  une  droite  perpendiculaire  à  A. 

»  Supposons  maintenant  que  les  segments  ab  soient  équi- 
])ollents  aux  \ecteurs  od  d'une  courbe  quelconque  id).  Pour 
construire  le  point  où  le  segment  ab  touche  son  enveloppe, 
nous  pouvons  substituer  à  la  courbe  (d)  sa  tangente  au  point 
d  correspondant.  C'est  en  cela  que  consiste  la  généralisation  de 
M.  R.  Godefroy.  » 

M.  E.  Lemoine.  —  Extrait  d'une  lettre.  —  «  A  propos  de 
la  question  1743,  une  solution  de  moi  est  mentionée  dans  le 
numéro  d'avril,  p.  196;  ce  n'était  pas  à  proprement  paHer  une 
solution  ;  je  a  ou  lais  simplement  faire  remarquer  que  cète  ques- 
tion IIÂ'3  n'est  autre  ciiose  que  la  définition  des  cercles  de 
Neuberg.   » 

D'  F.  Schur.  —  Au  sujet  de  l'article  de  M.  F.  Farjon, 
Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon.  publié  dans  le  numéro 
,de  février  1897,  je  crois  utile  de  signaler  les  travaux  suivants, 
dans  lesquels  la  même  méthode  est  employée  : 

Dandelin,  Recherches  nouvelles  sur  les  sections  coniques 
(Annales  de  Mathématiques,  par  J.-D.  Gergonne,  t.  X\', 
p.  38;). 

IIesse,  Ueber  das  genadlinige  Sechseck  auf  de  m  Ilyper- 
boloid  (  Crelle's  Journal,  Bd.  "Il,  p.  40). 

ScuftOTEK,  Théorie  der  Oberflâchen.  a.  Ordiuing.  Leipzig. 
Teubner.  1880.  S.  117. 
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Leçons  sir  les  applications  aÉOAiÉTiuQi  es  de  l'A_\ \- 
L\SE,  par  jM.  Louis  liaffy,  chargé  de  Coui-s  à  la  Faculté 
des  Sciences,  luaitrc  de  conféieiices  à  l'Ecole  Aorniale 
supérieure,  i  vol.  in-8  de  2JO  pages.  Paris,  Gautliier- 
Villars  el  fils  ;  i  897. 

Le  livre  de  M.  RalTy  est  avant  tout  un  traité  didactique  où 
les  éléments  de  la  théorie  des  couibes  et  des  surfaces  sont 
exposés  de  façon  méthodique,  et  illustrés,  comme  on  dit  quel- 
quefois, par  de  nombreux  exemples.  Ceux-ci  ne  forment  pas 
une  compilation  d'exercices;  chacun  d'eux  vient  à  sa  place,  au 
fur  et  à  mesure  de  l'exposition  théorique,  de  sorte  que  le  tout 
forme  un  ensemble  bien  coordonné  et  bien  fondu,  ce  qui  en 
facilitera  notablement  la  lecture  aux  étudiants.  Ces  exemples 
se  rapportent  d'ailleurs  aux  fij,'ures  <;éométriques,  courbes  ou 
surfaces,  les  plus  classiques,  et  dont  il  n'est  pas  permis  d'igno- 
rer les  propriétés  essentielles  à  quiconque  veut  faire  des  études 
sérieuses  de  mathématiques. 

Bien  que  I\l.  Raffy  ait  évité  de  donner  des  indications  histo- 
riques ou  bibliographiques,  pour  éviter  d'être  entraîné  tro|) 
loin,  on  peut  reconnaître  facilement  qu'il  a  mis  à  profit  des 
travaux  récents,  de  sorte  que  les  étudiants  qui  auraient  déjà 
lu  d'autres  livres  avant  d'aborder  le  sien,  pourront  y  trou\er 
diverses  questions  dignes  d'intérêt  et  nouvelles  pour  eux;  je 
crois  même  que  certaines  solutions  appartiennent  en  propre  à 
l'auteur  du  Livre. 

Le  souci  de  la  rigueur  et  la  pratique  de  renseignement  ont 
conduit  J\L  KafTy  à  adopter  certaines  définitions  un  peu  res- 
trictives, mais  (lu  moins  parfaitement  précises,  et  d'ailleurs 
très  suffisamment  générales.  Je  crois  cette  tendance  bonne, 
car  on  rencontre  trop  souvent,  dans  divers  Livres  ou  Mémoires, 
des  propositions  sujettes  à  critique,  (|uelquefois  vraimenl 
inexactes,  parce  que  les  hypothèses  ou  les  liélinilions  dont  elles 
dépendent   n'ont    pas   été  établies  avec   assez  de  noitclé;  sans 
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compter  qu'on  est  exposé  à  employer  une  déiiionstration  com- 
pliquée sans  grand  profit  pour  la  généralité  des  résultats. 

M.  Raffy  a  dû,  toujours  dans  le  même  ordre  d'idées,  préciser 
certains  points  délicats.  Je  signalerai,  en  particulier,  une  dis- 
cussion intéressante  de  la  question  relative  à  la  fixation  du 
signe  de  la  torsion  d'une  courbe,  discussion  conduisant  à  des 
conventions  logiques  et  très  nettes  qu'il  serait  trop  long  de 
détailler  ici,  mais  sur  lesquelles  j'appelle  spécialement  l'atten- 
tion des  lecteurs  des  Nouvelles  Annales.  Les  quelques  pages 
où  ce  sujet  est  traité  sont  certainement  de  celles  qui  justifient 
ce  passage  de  la  Préface  :  «  Ce  Livre,  ai-je  dit,  s'adresse  à  ceux 
qui  apprennent;  mais  je  serais  heureux  si  ceux  qui  savent, 
venant  à  y  jeter  les  yeux,  y  trouvaient  matière  à  penser.  » 

M.  RafTy  a  précisé  de  même  le  signe  du  paramètre  de  distri- 
bution des  plans  tangents  à  une  surface  gauche;  il  fait  d'ail- 
leurs remarquer,  très  justement,  que  le  paramètre  de  distribu- 
tion de  la  surface  engendrée  par  les  binormales  d'une  courbe 
n'est  autre  chose  que  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  elle- 
même.  De  sorte  que  les  questions  de  signe  relatives  à  la  torsion 
.et  au  paramètre  de  distribution  se  rattachent  tout  naturelle- 
ment l'une  à  l'autre. 

On  peut  regretter  que  M.  Rafly  ait  cru  devoir  laisser  de  côté 
létude  de  certaines  questions  telles  que,  par  exemple,  celles 
qui  se  rapportent  aux  courbes  dont  les  normales  principales 
sont  normales  d'une  autre  courbe.  Mais  l'auteur  déclare  dans 
sa  Préface  qu'il  a  voulu  surtout  traiter  complètement  certaines 
questions  fondamentales  et  préparer  l'étude  ultérieure  des 
courbes. 

Je  pense  en  avoir  dit  assez  pour  montrer  ce  qui  caractérise 
les  Leçons  de  M.  Rafly,  et  pour  faire  comprendre  que  l'auteur 
n'a  pas  voulu  reproduire  ce  qui  se  trouve  déjà  plus  ou  moins 
complètement  dans  d'autres  Traités,  mais  faire  une  œuvre 
personnelle  et  apporter  quelques  perfectionnements  à  l'exposi- 
tion des  théories  classiques.  Pour  donner  une  idée  du  contenu 
de  ce  Livre,  sans  reproduire  le  détail  de  la  Table  des  matières, 
il  suffit  de  dire  que  ces  Leçons  correspondent  à  la  partie  du 
proirramme  du  certificat  «  Calcul  différentiel  et  intégral  » 
relative  aux  applications  géométriques,  et  donnent  la  matière 
d'une  préparation  essentielle  aux  Leçons  de  M.  Darboux  qui 
font  la  matière  du  [)rogramme  de  Géoniétrir  -inijérieure. 

<ji.   BiociiK. 
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176o.  On  coupe,  par  un  plan  arbitraire,  un  ellipsoïde  donné, 
et  l'on  prend  la  circonférence  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  l'ellipse  d'intersection.  Lorsqu'on  fait  varier 
le  plan,  on  obtient  des  circonférences  qui  n'occupent  qu'une 
région  déterminée  de  res|)ace;  on  demande  quelle  est  la  sur- 
face qui  limite  cette  région?  (  M.\x^iiH:iii.) 

1766.  Un  donne  un  cylindre  de  révolution  et  un  cône  dont 
l'axe  de  révolution  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 
On  déplace  un  cône  de  grandeur  constante,  dont  l'axe  de  révo- 
lution reste  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  de  façon 
que  son  sommet  décrive  la  courbe  d'intersection  du  cylindre 
et  du  cône  donnés.  On  demande  quelle  est  l'enveloppe  de  la 
trace  de  ce  cône  mobile  sur  un  ])lan  de  section  droite  du 
cylindre.  (Mannheim.) 

1767.  Etant  donné  un  point  M  de  l'espace,  on  lui  fait  cor- 
respondre le  point  M'  qui  lui  est  diamétralement  opposé  dans 
la  sphère  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  cercle  fixe  F  donné 
dans  un  plan  tt.  Si  le  point  M  décrit  une  courbe  (M)  ou  une 
surface  [M],  le  point  M'  décrit  une  courbe  (M')  ou  une  sur- 
face [M']. 

Démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

i"  Si  la  surface  [M]  est  une  quadrique  passant  par  le  cercle  F, 
la  surface  [M']  est  aussi  une  quadrique  passant  par  ce  cercle. 

Ces  deux  quadriques  se  coupent  suivant  un  second  cercle  Fi 
et  la  sphère  admettant  Fi  pour  section  diamétrale  contient 
aussi  le  cercle  F. 

Si  la  surface  [MJ  se  réduit  à  un  plan,  le  ihéorènic  subsiste, 
mais  la  quadrique  [M'J  passe  alors  par  le  |)oint  à  l'inlini  dans 
la  direction  normale  au  plan  du  cercle  1'. 

2°  Si  la  courbe  (M j  est  une  section  circulaire  de  la  qua- 
<lrique  fM]  dans  un  plan  parallèle  au  plan  "i  du  cercle  l",,  la 
courbe  (M' )  est  une  section  circulaire  de  la  (|na(liiqiic  (  M'J 
égalemciil  dans  un  plan  iiarallèle  à  -j. 


(  M4  ) 

i"  l'our  des  surfaoes  ou  des  cuurhes  queinmqufs  on  a  les 
propositions  suivantes  : 

Les  parallèles  aux  normales  en  i\J  et  en  jM'  aux  surfaces  [.M| 
et  [M],  respectivement  menées  par  IM'  et  M.  se  cou|)ent  dans 
le  plan  -. 

Les  plans  parallèles  aux  plans  normaux  en  M  et  en  M'  aux 
courbes  (M)  et  (M),  respectivement  menés  par  M'  et  M,  se 
coupent  dans  le  plan  -. 

(^ Cette  seconde  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
de  la  jjremière  ). 

Remarque.  —  11  résulte  de  là  que  les  normales  en  M  et 
en  M'  aux  surfaces  [!M]  et  [M'j  se  rencontrent,  et  que  les  plans 
normaux  en  M  et  en  M'  aux  courbes  (M)  et  (M'j  se  coupent 
suivant  une  droite  parallèle  au  plan  tt.         (M.  d'Ocag.ne). 

1708.   L'expression 

A  =i/n — 1  )(/«  — 9.  ). .  .(/?i  —  A  ) (m  —  •;■.)(/??  —  a  )...(/«  — /. — \) 

n[n  —  \)  , 

{m  —  i){  ni  —  \).  .  A  m  —  k  —  21  —  ... 

1.2 

-, K  —  I  i"^i  [m  —  k  )  (  m  —  k  —  i  1 .  .  .  1  /??  —  2  /.■  -f-  1  ) 

1 

-T- (  —  I /' ( /?î  —  k  —  i){  ni  —  k  —  1). . .( m  —  2 X  j 

est  indépendante  de  m  pour  k  =  n,  ou  k  <  n. 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

A  =  I  .  2 .  i . .  .  /^ . 

et  dans  le  second 

A  =  o. 
Ainsi  Ion  a 

(  ni  —  i)( m  —  2 ) ( «i  —  3  ) —  3  (  m  —  2  ) (  m  —  3  ) i  m  —  \  ) 

-1-  3  (  /n  —  3  )  (  /?i  • —  ^){ni  —  5)  —  (m  — 1\){  ni  —  5  j  (  «i  —  6  ;  =  6, 
(ni  —  i)(ni  —  i)(ni  —  3  ;  —  i(ni  —  i)i  m  —  3  )  (  w  —  4  ) 

-T-  (m  —  "i )  {  m  —  ^){ni  —  5 )  =  o. 
(  Genty.) 


ERRATA. 


T.  \VI,  1S97.  P-  ^''?  diMixicmc  formule,  nu  lieu  (le  -rr.  n}.  lise:  —  m. 
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PREMIER  COACOIRS  DES  «  XOUYELLES  ANXALES  » 
POIR  1897. 

Résultat. 

Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  premier  concours  de  189-,  le  prix  a  été  décerné 
à  M.  A.  Pages.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  l'un  de  nos 
prochains  numéros. 

[R4b] 

SUR  LES  INTÉGRALES  COMMUNES  A  PLISIEIIRS  PROBLÈMES 
SIR  L'ÉQUILIBRE  DU\  FIL  FLEXIBLE  ET  IXEXTEXSIBLE  ; 

Par  m.  a.  SALTYKOW. 


Soient  X,  Y,  Z  les  composantes,  suivant  trois  axes 
rectangulaires,  de  la  force  rapportée  à  l'unité  de  masse 
d'un  fil  flexible  et  inextensible;  a:,  j),  z  les  coordonnées 
d'un  élément  5  k  la densi  té  5  T  la  tension,  regardées  comme 
fonctions  de  l'arc  s  du  fil.  Les  équations  différentielles 
de  l'équilibre  du  fil  sont 


4:)-''^=- 


(0 


Ann.de  Mathénxat.,  3'série,  l.  \V1.  (Juin  1897.) 
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T.   Soient  A  une  constante,  X,  Y  ,  Z  des  fonctions  de  x^ 
)-,  s,  ou  k  une  fonction  de  5,  X,  Y,  Z  dépendant  de  >v,  x, 
y,  z. 

S'il  existe  la  condition 

X  Y  Z 

«),   «2î  ''^s  étant  des   constantes    arbitraires,  les  équa- 
tions (i)  ont  trois  intégrales 

dx  dz  ^1 

s  +  «3  as  ds   y  -r-  a-)        „ 


X  -h  ai        ,  ,  dx        ,  ,  f/r  x  -^  a^  ' 

Ci,C2,  C3  sont  des  constantes  arbitraires. 

II.  Soient  A  une  constante,  X,  Y,  Z  des  fonctions  de 

1.   S'il  existe  la  condition 

(j  +  a^)a^-\-{x^ai)ax^ 

—  [(z  +  ae  a;  -1-  «7  )  (a;  -I-  a,  )  +  (  «2  ^  —  «4  )  (  J  +  «5  )]  Y  ) 
_  (^ -+- «6^  +  «7)«9-f-(«4 — a2a7)aio 

(       — [(s  +  agor -T- «7)(^-^«i)-f-(«2^  —  «4)(^  +  «3)]Z  ( 

a,,  «2,  •••,  «10  étant  des  constantes  arbitraires,  les  équa- 
tions (t)  admettent  deux  intégrales 

rr^  r  /                              dx       ^                     dy       ,  ^  dz  1  ^ 

T    (i;-{-  a2jK-r-«3  »  -7 {a^x  —  ai,)-j {x-\-  ai)—  M-  «9 s  =  Ci, 

„  r  dx  dy       ,  dz~\  _ 

T    («67+  «s)  -1 {  z  ^  a^x  -^  a-,)  ^  -^  (j  +  «5  )  -7-     -t-  «io«  =  '-'2, 

où  C|,  C]^  sont  des  constantes  arbitraires. 


=  k, 


(  ^4?  ) 

En  effet,  on  a 

relations  où  l'on  a  posé 

(z  -+-  a^y  -h  a3)(y  -[-  «5)  -f-  (a^y  -h  ai)(x  -h-  a^ 


Vi  = 


{z  ^  aeX-h  a-!)(x  -+-  ai)  -^{a^oc  —  ai)(y-h  as) 
_  (5+  a^_y  -^a:i){z-^  a^x  -^-  a-,)  -{-  (^3/  -+-  «8)(«4  —  <^''23") 
("^  H-  aeo?  +  a7)(a7  -I-  ai)  -T-(a.2a"  —  «4  )(jK  +  «5) 

jj   ^  (jK  +  «5)Q'9+  (a?  +  ai)CTio 

(:3  -4-  a^x  -f-  «7  )(a7  -+-  «i)  -f-  {a^x  —  «4)  (^  +  «5)  ' 

.,   _  (^ -i- «6^  +  «7)  «9 -H  («4  —  a2ar)aio 

(5-l-a6irH-a7)(a7-l-  i7i)  +  {aj,x  —  a,i){y  -^  a^) 

Il  est  évident  que 

{ai,x  —  ai,)\i  +  (,x-^  ai)\i-=  z  -^a-^y  +  az, 
(z  -+-  aex+a^)\l  —  (  J -+-  «5)V2=  «e  J  -!-«8, 
(«2^  —  <^4  )  Ui  +  (a7M-ai)  U2  =  «9, 
(  5 -!- «6  ^ -!- «7  )  Ui  —  (JK -H  «5  )  U2  =  «10- 

FI  s'ensuit  que  les  premiers  membres  des  équations 

(  «2  ^  —  «4  )  Si  +  (■2^  +  «1  )  §2  =  O, 

(z+  aax  -\-  «7)81  —  (jK  +  «5)  §2=  o 

sont  des  dérivées  exactes  :     . 

f/  l  _r  dx       ,  .  dy       ,  -^  dz~\ 

^JT|^(.  +  a2j'-«3)^-(a2^-a4)^-(^  +  aO^J+«9.^ 

d  \  rr\ ,  .dx        .  ^  dz        .  ^  dy'\ 

^JT[^(«eJ  +  «8)^-r.  +  «e^+«7)^-(r  +  «5)^J-«,o5 

2.   S'il  existe  la  condition 

/rf  rtjX  -f-  «2^  -H  aaZ  -4-  «iCj'Z  —  zY) 

-^a^izX  —  xZ) -\- afi{x>L — y\)'\  =  a-,, 


(   ^48  ) 
^/,,  «o.  .  .  .,  (i-,  étant  des  coiistautcs  arbitraires,  les  équa- 


tions (  I  )  ont  1  intégrale 


^ ,        dx  dy  dz  1     de  dy 


[. 


ds 


ds 


ds 


V  ds  ds 


dx  dz' 

o^\  Z-z X 


dz\  /     dy  dx  \  1 

C  est  une  constante  arbitraire. 
m.  —  1.   S'il  existe  la  condition 


(y-^a5)W,(s)  +  (x  +  ai)W^(s) 


[(^  -f-<22jK-+-«3)(7  +  «5)-f-(«6jK  +  «a!8)(a7  +  ai)]X  ) 

—  [(z-\-  asx-r-a-j){x^  ai)+  (a^x —  «4)  (jk  -i- ««)]  V  ^ 

(z  -\-  a^  x-\-a-)Wi(s)-i-{a!, —  a2x)Wz(s ) 

(        — [(z  -\-  ficx  -i-  a-,)(x-^  ai)  -^  (a^x  —  a:,){y  -h  a-„)]Z     \ 

cii^aii  ■  •  •  1  <(s  étant  des  constantes  arbitraires,  U^', ,  ^'2 
des  fonctions  arbitraires,  les  équations  (i)  admettent 
deux  intégrales 


[dx  dv  dz'\        r 

(-  +  eu  y  ^^  aj)  ^  -  {a.iX^a,)  -^  -{x'^a,)  ^-J  -J  W^is)  ds  =  Ci, 

[V  dx  .   dy       ,  ^dz^        /*„,   ^ 

où  C|,  Co  sont  des  constantes  arbitraires. 


I 


2.    S'il  existe  la  condition 

k\a\\  -t-  «2  Y  -^  a{L  -+-  a!^{  yZ  —  ^  Y) 

—  a-^{z\  —  xZ)^ai{xY  —yX)]  =  W{s), 

a,,  «2?  •  .  •  5  «G  étant  des  constantes  arbitraires.   M'  une 


m 
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fonction  arbitraire  Je  s,  les  équations  (i)  ont  l'intégrale 


,  r      dx 


dy  dz 

«5  ds 


^a.  (y—  —  -^^ 
\     ds        "  ds 

[     dx  dz \ 

C  est  une  constante  arbitraire. 

Ayant  applicjué  la  théorie  (  '  )  de  M.  Koi^kine  pour  ré- 
soudre le  problème  (-)  de  M.  Bertrand  sur  les  intégrales 
des  équations  (i),  j'ai  trouvé  les  cincj  cas  cités.  Ils  sont 
les  seuls,  quand  il  J  a  des  intégrales  communes  à  plu- 
sieurs problèmes  sur  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible soumis  à  l'action  d'une  force,  rapportée  à  l'unité 
de  masse  du  fil  et  dont  les  composantes  sur  trois  axes 
rectangulaires  de  coordonnées  x.y^z  sont  des  fonctions 
de  x,j',3  et  d<i  l'arc  s. 


[L'4a] 


SIR  LA  DÉVIATION  DAi\S  L'ELLIFSE;  "^ 

Pau  m.  a.  MANNHEIM. 


M.  d'Ocagne  a  publié  dans  ce  Journal,  sons  le  litre  : 
De  la  dévialion  dans  l'ellipse  ('M,  un   article,  déjà  an- 


(')  Matheniatische  Annalen,  B.  i,  S.  i3. 

(^)  Journal  de  LioiivUle.  t.  XVIII.  —  Mémoire  sur  les  intégrales 
communes  à  plusieurs  problèmes  de  Mécanique. 
('■  )    Voir  Toino  V,  Iroisièmo  série,  p.  370  et  53i^  :  iS8f). 
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cien,  au  sujet  duquel  voici  quelques  remarques  géomé- 
triques. 

M.  d'Ocagne  appelle  dé<^iationde  V  ellipse  au  point  M, 
l'angle  ô,  que  la  ta/igente  T'T"  à  l'ellipse,  en  ce  point, 
fait  avec  les  tangentes  correspondantes  T'M',  T"M" 
aux  cercles  décrits  sur  les  axes  de  V ellipse  comme  dia- 
mètres. Il  clierche  la  position  du  point  de  l'ellipse  pour 
lequel  cet  angle  atteint  son  maximum,  et  donne  quelques 
propriétés  relatives  à  ce  point. 

Lorsque  o  est  maximum,  pour  un  déplacement  infi- 
niment petit  de  M,  sur  l'ellipse,  sa  variation  de  gran- 
deur est  nulle.  L'angle  M,  TM'  est  alors  de  forme  inva- 


riable et  donne  lieu  au  centre  instantané  de  rotation  C, 
qui  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  M,,  sur  le  rayon 
OM',  et  enfin  sur  la  perpendiculaire  T'C  à  Ox. 

On  peut  dire  la  même  chose  pour  l'angle  M,  T" M"; 
le  point  C  est  donc  aussi  sur  la  perpendiculaire  T"C 
àOj. 

Le  p<jint  C  étant  le  centre  instantané  relatif  au  dépla- 
cement de  T'T",  ce  segment  est  de  grandeur  invariable 
pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  IM|  sur  V el- 
lipse. 

Déplaçons  T'T"  d'une  façon  continue  dans  l'angle 
xOy\  le  point  M,  marqué  sur  ce  segment,  décrit  alors 


(  25i  ) 
une  ellipse  qui  n'est  aulre  que  Tellipse  donnée,  puisque 
ces  deux  courbes  ont  leurs  axes  dirigés  suivant  Ox^  Oy 
et  qu'au  point  M|  la  droite  IMjC  est  une  normale  qui 
leur  est  commune.  Il  résulte  de  là  que  M|  partage  T'T''' 
en  deux  segments  respectivement  égaux  aux  demi- 
axes  de  l'ellipse  donnée. 

Par  suite,  OC  est  égal  à  la  demi-somme  des  axes  de 
l'ellipse,  et  alors  le  segment  M,C  est  égal  au  demi- 
diamètre  conjugué  de  OM,.  Abaissons  la  perpendicu- 
laire OQ  sur  T'T".  Le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse 
en  M|  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle 
à  T'T"  divisé  par  OQ.  Mais  ce  demi-diamètre  est  égal 
à  M|  C,  qui  est  égal  à  OQ,  donc  le  rajon  de  courbure 
en  M,  est  égal  à  OQ,  ou  autrement  on  obtient  le  centre 
de  courbure  de  V ellipse  pour  le  point  M( ,  en  projeta/it 
le  centre  O  sur  la  normale  à  l'ellipse  en  ce  point. 

La  longueur  M,  C  étant  moyenne  proportionnelle 
entre  M,  T'  et  M,  T",  demi-axes  de  l'ellipse,  est  facile  à 
déterminer.  Avec  le  segment  ainsi  obtenu,  pour  rayon, 
on  décrit  du  point  O  une  circonférence  de  cercle.  On 
construit  ensuite  une  tangente  à  ce  cercle  de  façon  que 
le  segment  QT'  compris  entre  son  point  de  contact  et 
l'axe  Ox  soit  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse 5  sur 
cette  tangente  on  prend  le  symétrique  de  Q  par  rapport 
au  milieu  de  T'T",  et  l'on  obtient  le  point  M|.  Il 
est  facile  de  retrouver  les  expressions  données  par 
M.  d'Ocagne,  relatives  à  l'angle  de  déviation  maxi- 
mum. Pour  arriver  à  ces  expressions,  M.  d'Ocagne  a 
fait  usage  de  celle  qu'il  a  d'abord  établie,  et  qui  donne, 
quel  que  soit  le  point  pris  sur  l'ellipse,  la  valeur  de  0 
connaissant  l'anomalie  excentrique  cp. 

Si,  dans  celte  expression  de  0,  on  donne  une  aulre 
signification  aux  lettres  qu'elle  renferme,  on  obtient  la 
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formule  (')  qui  détermine,  pour  une  ligne  de  courbure 
en  un  point  d'une  surface,  la  tangente  de  l'angle  que 
fait,  avec  le  plan  tangent  en  ce  point  à  cette  surface, 
l'axe  de  courbure  de  cette  ligne  de  courbure. 

Cette  remai-que  pourrait  donner  lieu  à  un  examen 
particulier. 


[02i] 

Sia  LES  COMQIES  Ql!  0\T  AVEC  OE  COURBE  BOX^ÉE  M 

m  BE  SES   POIMS   ll\   COXTACT    B'ORBRE    SUPÉRIEUR 

(A  PROPOS  BE  LA  QUESTIOX  1757); 

Par  m.  m.  d'OGAGNE. 


1.  Cette  Note  contient  une  solution  de  la  question 
1737,  ainsi  que  divers  développements  qui  s'y  rattachent. 

Soit,  au  point  O  considéré  sur  la  courbe  donnée,  C  le 
centre  de  courbure.  Proposons-nous  d'étudier  l'enve- 
loppe des  axes  des  paraboles  qui  ont  avec  la  courbe  en 
ce  point  un  contact  du  second  ordre,  c'est-à-dire  qui 
sont  tangentes  en  O  à  la  courbe  donnée  et  admettent 
en  ce  point  le  centre  de  courbure  C. 

On  sait  que  la  projection  du  centre  de  courbure  sur 
le  diainèlre,  en  un  point  d' une  parabole,  se  troui^e  sur 
la  perpendiculaire  élevée  à  la  normale  par  le  point  oii 
celle-ci  rencontre  V axe  [^). 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  se  donne  le  diamètre  OM 


C)  Voir  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinéma- 
tique, p.  227. 

(-)  Ce  théorème  résulte  de  Textension  à  la  parabole  de  celui  que 
M.  Mannheim  a  démontré  pour  l'ellipse. 


(  2^3) 
de  l'une  des  paraboles  considérées  au  point  O  (^or.  j^^ 
il  suffit  de  projeter  le  centre  de  courbure  C  en  M  sur 


Fis-. 


OM,  puis  le  point  M  en  Q  sur  OC,  et  de  tirer  par  Q  la 
parallèle  QP  à  OM  pour  avoir  l'axe  de  cette  parabole. 
L'axe  étant  ainsi  construit,  il  serait  facile  d'obtenir 
son  enveloppe,  mais,  ce  problème  ayant  déjà  été  résolu, 
nous  le  laissons  de  côté  (  '  ).  On  sait  que  cette  enveloppe 
est  une  bypocycloïde  à  trois  points  de  rebroiissement 
(dont  l'un  au  point   C),    engendrée  par  un  cercle  de 

rayon  —  roulant  à  lintérieur  d'un  cercle  de  rayon 

Nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  construction 
demandée  du  point  P  où  l'axe  touche  son  enveloppe,  et 
du  centre  de  courbure  correspondant  p  de  cette  enve- 
loppe. 

Si  l'on  appelle  0  l'angle  que  OM  fait  avec  la  tangente 
Ox,  la  tangente  en  M  au  cercle,  déciit  sur  OC  comme 
diamètre,  fait  avec  Ox  l'angle  a  d.  , 


(')   Voir  le  Recueil  d'Exercices  de  Tisserand  (2°  édit.,  i"  Partie, 

probl.  n°  35,  p.  7.3).  Nous  signalerons  à  ce  propos  un  défaut  de  la 

fig.  9  {lac.  cit,.  p.  76).  La  distance  du  point  0   à  la   di'oite    VC  c:>l 

.      ,     .   H       ,        ,    ,.       ,  OB 
rçaie  a  —  >  cest-a-diie  ;i 


(   -^oi  ) 
Pax^  suite,  en  représentant  par  d(Q)  et  d(M)  les  dil- 
fërentielles  des  arcs  décrits  par  Q  et  M,  on  a 

f/(Q)=^(M)sin2e, 

=  MIsin2e.rf(2e), 
=  iMq.dfi. 

Mais  la  normale  MQ,  au  lieu  de  Q,  coupant  en  q  la 
normale  Pp  à  l'enveloppe  de  PQ,  on  a,  puiscjue  cette 
dernière  droite  fait  aussi  l'angle  9  avec  Ox, 

d{Q_)=  qq.df). 
Par  suite, 

Q^  =  2MQ, 
ou 

QP  =  2HQ. 

Ainsi,  l'axe  PQ  rencontranL  CM  au  point  H,  il  suffit 
de  prolonger  HQ  du  double  de  sa  longueur  pour  ob- 
tenir le  point  P  oii  l'axe  PQ  touche  son  enveloppe. 

Remarquons  que  le  lieu  du  point  H  n'est  autre  que 
la  podaire  de  cette  enveloppe  par  rapport  au  point  C. 
Si  donc  h  est  la  projection  de  ce  point  C  sur  la  nor- 
male Vp  à  cette  enveloppe,  HA  est  la  normale  au  lieu 
de  H.  Il  en  résulte,  d'après   un   théorème  bien  connu 

de  M.  Mannheim,  le  rapport  77-^  étant  constant  el  égal 
à  2,  que 

hq 

Il  suffit  donc  encore  de  prolonger  hq  du  double  de 
sa  longueur  pour  obtenir  le  centre  de  courbure  p. 

2.  Résolvons  le  même  problème  pour  les  axes  des 
hyperboles  équilatères  qui  ont  aussi  en  O  un  contact  du 
second  oidre  avec  la  courbe  considérée,  c'est-à-dire  qui 
admettent  aussi   le  point  C  pour  centre  de  courbure. 


(  255  ) 

On  sait  que,  dans  une  hyperbole  équilatère,  la  pro- 
jection du  centre  de  courbure  sur  le  diamètre,  en  un 
point,  est  symétrique  du  centre  par  rapport  à  ce 
point  (  '  ). 

D'autre  part,  les  axes  sont  parallèles  aux  bissectrices 
des  angles  que  le  diamètre  forme  avec  la  normale. 

Si  donc  nous  nous  donnons  le  diamètre  OM  d'une 
des  liyperboles  équilatères  considérées  en  O  {fig.  2), 

Fig.  2. 


nous  n'avons  qu'à  projeter  en  ]M  sur  ce  diamètre  le  sy- 
métrique D  du  centre  de  courbure  C  par  rapport  à  O 
pour  avoir  le  centre  de  cette  hyperbole.  Le  lieu  de  ce 
centre  est  donc  le  cercle  déc-rit  sur  OD  comme  diamètre, 
résultat  connu  (-). 

Menant  par  M  les  parallèles  MP  et  MP'  aux  bissec- 
trices des  angles  que  OM  fait  avec  OD,  on  a  les  axes. 
Ces  axes  ont  évidemment  pour  enveloppe  une  seule  et 
même  courbe,  car,  si  le  point  M  faille  tour  complet  du 


(')  J'ai  obtenu  ce  théorème  dans  ma  Note  Sur  les  transforma- 
tions centrales  des  courbures  planes  (  n»  9)  {Mathesis,  i884)-  J'ai 
fait  vuir  dans  mou  Cours  de  Géométrie  infini lésinialc,  p.  aJ^i, 
i\n\\  résuite  immédiatement  de  la  construction  de  M.  Alannliciiii. 

(-■)  Tisserand,  loc.  cit..  p.  7». 
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cercle,  le  point  Q  vient  eu  Q'.  Clierclions  les  points  P 

et  P' où  ces  axes  touchent  celte  enveloppe.  Pour  cela, 

appelant  encore  H  l'angle  DOM,  remarquons  que 

DIM  =  i(). 
Dès  lors 

diM)=  2MI.M. 

Mais  si  la  normale  MI,  au  lieu  que  décrit  M,  coupe  en 
m  la  normale  Pm  à  l'enveloppe  de  MP,  on  a,  en  remar- 

quant  que  PM  fait  avec  OD  l'angle  -  1 

Il  résulte  de  là  que 

Mm  =  4  MI, 

ou,  si  H  est  la  projection  de  I  sur  MP. 
MP  =  4MH, 

ou  encore,  si  MP  rencontre  le  cercle  en  (), 
MP  =  2MQ. 

De  même,  le  second  axe  touche  l'enveloppe  au  point 

P',  tel  que 

MP'=2MQ'. 

D'ailleurs^  il  est  évident  que  la  normale  à  l'enveloppe 
de  ce  second  axe  passe  aussi  par  le  point  J?i. 

J'ai  déjà  eu  l'occasion  de  rencontrer  cette  courhe 
[Journ.  de  Math,  spéc,  1'^  série,  t.  Y,  p.  81^  1886) 
et  j'ai  fait  voir  que  c'est  une  hjpocycloïde  à  trois  re- 
broussements  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  Pt  rou- 
lant à  l'intérieur  d'un  cercle  de  ravon  3R. 

Si  p  est  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  répon- 
dant au  point  P,  le  point  Q  étant  le  milieu  de  MP,  le 
point  q  est  de  même  le  milieu  de  nip. 

Or,  les  droites   MQ  et  MQ'  étant   rectangulaires,  la 
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droite  (^Q'  passe  par  le  centre  I  du  cercle,  et  comme 
ou  a 

mq  MQ'  ' 

il  en  résulte  que;  les  points/?  et  P'  sont  en  ligne  droite 
avec  le  centre  I.  De  même  pour  les  points  j)'  et  P. 

Ainsi  les  centres  de  courbure  p  et  p'  répondant  aux 
points  P  et  P'  sont  respectivement  sur  les  droites  IP' 
e^IP. 

Remarquons  que  l'on  a  aussi 

ip^  _  im  __  „ 
ÏP'  ""   IM  ~ 

L'enveloppe  des  axes  est  donc  honiothétique  à  sa  dé- 
veloppée par  rapport  à  I. 

3.  S'il  s'agit  de  c(mstruire  soit  la  pai-abole,  soit  l'iiv- 
perjjole  équilatère  osculatrice  en  O,  c'est-à-dire  ayant 
en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe 
donnée,  il  faut  connaître  le  centre  de  courbure  C)  de  la 
développée  de  cette  courbe  correspondant  au  point  C. 

D'après  un  théorème  connu  de  Maclaurin  (*  ),  il  suffit 
de  prolonger  C|C  (dans  le  sens  de  C|  vers  C)  du  tiers 
de  sa  longueur,  et  de  joindre  le  point  y  ainsi  obtenu  au 
[»oiut  O,  pour  obtenir  le  diamètre  de  toute  conique 
admettant  pour  centres  des  deux  [)remières  courbures 
les  points  C  et  C| . 

Dès  lors,  si  l'on  prend  cette  direction  Oy  pour  la 
droite  0^1  du  n"  1,  on  en  déduit  l'axe  de  la  parabole 
osculatrice  qui  se  trouve  déterminée  par  son  axe,  un 
de  ses  points  et  la  tangente  en  ce  point;  construction 
connue. 


(  '  )  J'ai  donné  une  démonstration  géométrique  de  ce  tliéorème  dans 
le  Bulletin  de  la  Soc.  Math,  de  France  (t.  X\,  p.  59). 
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Si  l'on  prend  la  direction  Oy  pour  la  droite  OM  du 
n"  2,  on  en  déduit  le  centre  cl  les  axes  de  l'hyperbole 
équilatère  osculatrice  qui  se  trouve  déterminée  par  ses 
asymptotes,  bissectrices  des  angles  de  ses  axes,  un  de 
ses  points  et  la  tangente  en  ce  point,  construction  égale- 
ment connue  (  '  ). 

4.  Proposons-nous  enfin  de  construire  la  conique 
osculatrice  à  une  courbe  donnée  en  un  point  donné, 
c'est-à-dire  ayant  avec  cette  courbe  un  contact  du  qua- 
trième ordre. 

Pour  cela,  établissons,  à  titre  de  lenime,  la  relation 
qui  existe  entre  le  centre  de  troisième  courbure  C2  et  le 
centre  Q  de  la  conique. 

Fig.  3. 


Nous  venons  de  voir  que,  si  C,  est  le  centre  de  seconde 
courbure  et  si  la  normale  CC,  à  la  première  développée 
rencontre  le  diamètre  Où  en  y,  on  a 


yC 


CGi 


Dès  lors,  si  la  normale  à  la  courbe  lieu  du  point  y 


(')  Pour  ces  constructions,  voir  mon  Cours,  p.  4'  et  4'-- 
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[lorsque  le  point  O  décrit  la  conique)  rencoutre  la 
normale  CiCo  à  la  seconde  développée  au  point  -', , 
on  a 

Cela  posé,  on  a,  dans  le  triangle  OCy,  en  appelant  D 
et  h  les  points  où  les  normales  en  O  et  y  à  la  conique  (O) 
et  à  la  courbe  (y)  rencontrent  la  normale  à  l'enveloppe 
de  Oy,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  dia- 
mètre par  le  centre  û, 

^(O)  _  OC  d{C)  _  CGi  (/(y)  _   Y  A- 

On  tire  de  là,  en  multipliant  membre  à  membre, 

OG  ^  Yïi 
OD        Y-^  " 

Donc,  si  G  et  y,  sont  les  projections  de  C  et  y  sur  OQ, 

U  il        Y^ 

11  résulte  de  là  que  les  parallèles  à  OC  et  y  C,  menées 
respectivetnent  pai-  C  et  par  y'j ,  se  coupent  en  H  sur  la 
droite  CC2  ('). 

De  là  la  construction  du  centre  Û,  lorsque  les  centres 
des  trois  premières  courbures  C,  C| ,  Co  sont  donnés  : 

Prolonger  C)  C  et  C2C1  du  tiers  de  leur  longueur 
en  Cy  et  C)  y<  ;  projeter  y,  et  (Z  en  y'j  et  C  sur  Oy,  et 
tirer  par  v'^  et  C  des  parallèles  respectivement  à  Cy 
et  à  CO,  qui  se  coupent  en  H.  La  droite  CH  ren- 
contre Oy  au  centre  Q  demandé. 

On  est,  dès  lors,  ramené  à  ce  problème  :  Construire 


(  '  )  Comparer  :  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  M.  iMannheim, 
■>.'  cdit.,  p.  3o8. 
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la  conique  (O),  qui  passe  au  point  O  oïl  son  centre  de 
courbure  est  C  et  qui  admet  pour  centre  le  point  ù. 

Le  problème  sera  résolu  si  nous  connaissons  la  lon- 
gueur du  diamètre  conjugué  de  QO,  dirigé  suivant  la 
perpendiculaire  ùP  abaissée  du  centre  ù  sur  la  nor- 
male OC. 

Or,  on  sait  ('  )  que  la  longueur  de  ce  demi-diauiètre 
co7ijugué  est  la  moyenne  géométrique  deOV  et  de  OC. 

Si  les  segments  OP  et  OC  sont  de  même  sens,  ce 
demi-diamètre  est  réel,  la  conique  osculatrice  est  une 
ellipse,  et  l'on  est  fijialement  ramené  à  ce  problème  bien 
connu  :  construire  une  ellipse  connaissant  un  système 
de  deux  diamètres  conjugués. 

Si  les  segments  OP  et  OC  sont  de  sens  contraires,  ce 
demi-diamètre  est  imaginaire,  et  la  conique  osculatrice 
est  une  byperbole  ;  mais  la  moyenne  géométrique  des 
valeurs  absolues  de  OP  et  de  OC  donne  le  demi-dia- 
mètre de  l'hyperbole  complémentaire  dirigé  suivant  OP, 
et  l'on  est  ramené  à  un  problème  non  moins  connu  que 
le  piécédent. 

S.  Soient  K  le  point  où  C'H  rencontre  yiy',,  E  le 
point  où  ce  rencontre  C,  Vt-  On  a 

(i)  C,Yi  =  G,E-Y>E. 

Or,  si  l'on  appelle  o,  pi,  Oo  les  rayons  OC,  CC) ,  CCo, 


(')  Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  d'un  tliéorème  de 
(^liasles  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Si  sur  la  normale  en  un  point  O 
d'une  conique  on  porte  de  part  et  d'autre  de  ce  point  des  seg- 
ments égaux  au  demi-diamètre  conjugue'  de  celui  qui  aboutit 
en  0,  les  extrémités  de  ces  segments  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  au  centre  de  courbure  C  répondant  au  point  O  et  à 
la  projection  P  du  centre  Q.  sur  la  normale  OC. 

Je  suis,  de  mon  côté,  parvenu  à  ce  théorème  par  une  voie  tout 
élémentaire  {Nouvelles  Annales,  2"  série,  t.  XIX,  p.  269:  1880). 


on  a 


(2)  CiYi  = 

En  outre, 


{   -^6i 

G,G, 


d'où 

et 

d'où 
îMais 


CiE  _  Gy 
GGi  ~  OG^ 


_  GG,.Gy  _  pf 


G'K        O- 


g'y'i     oc 

^^-— ÔG 


G'y'i  _  GVFi  _  tic 

TTy    ~   OG   ""  tiO' 


...    ,  .  -,  QC' 

51  donc  nous  représentons  par  A  le  i  apport -^^^  pris 

avec  son  signe,  nous  aidons 

G'y'.=  XOy. 
Par  suite, 

ÀÔT^^  À/  p|\ 

OG  p  V'"         9  / 

et 

p! 


G'K  = 


(4;    -  YiE=-C'K  =  -X    p-^ 


Remplaçant,  dans  (i),  Cl  y, ,  Cl  E  et  yt  E  par  leurs  va- 
leurs (2),  (3),  (4),  on  obtient 


3  ^  / 
Si  la  conique  osculatricc  est  une  parabole  A  =  1  et 


Cette    formule    peut    s'interpréter    géométriquement 
Ann.  de  Matliémat.,  3"  série,  l.  \VI.  (Juin  1897.)  ^~ 


(     -iCvA    ) 

comme  suit  (  '  )  :  Soient  1  le  poi/il  obtenu  en  prolongeant 
la  normale  OC  vers  V extérieur  de  la  courhe  de  la 

ijuantité  01=  -»  e^  S  le  sj  niàtrif/ue  du  centre  de  se- 

conde  courbure  C,  par  rapport  à  I.  La  perpendicu- 
laire élevée  en  S  à  C|S  passe  par  le  centre  de  troisième 
courbure  C^. 

Lorsc|ue  cette  condition  est  vérifiée,  il  existe  donc  au 
point  O  une  parabole  ayant  avec  la  courbe  un  contact  du 
qualv'ièiïieordre.c  esl-h-dire  une  parabole  surosculatrice. 


[M'5ca] 

IDEXTITÉ  DE  LA  STKOPIIOIDE  AVEC  LA  FOCALE  A  \Œl]D. 
S0\  APPLICATIOA  A  L'OPTIOIE  GÉOMÉTRIOUE; 

Par  m.  GiNO  LORIA, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Gènes  (Italie). 
(Extrait  d"unc  lettre  adressée  à  .M.  Laisanl.) 


....  Vous  vous  rappelez  sans  doute  l'histoire  de  la 
stroplioïde.  Découverte  par  Torricelli,  qui  la  considé- 
rait comme  le  lieu  des  loyers  des  sections  planes  pro- 
duites dans  un  cône  droit  par  les  plans  cjui  passent  par 
une  tangente  perpendiculaire  à  une  des  génératrices  du 
cône,  elle  a  été  étudiée  à  ce  point  de  vue  par  Guide 
Grandi,  dans  un  Traité  inédit,  et  après  par  Grégoire 
Cazalis,  dans  deux  remarquables  Mémoires.  Indépen- 
damment de  ces  géomètres,  elle  a  été  définie  de  la  même 
manière,  en  1819,  par  Quetelet  et  étudiée  ensuite  par 
Dandelin  et  Chasles.  D'autre  part,  elle  a  été  définie  et 
traitée  (particulièrement  la  stroplioïde  droite)  dans  le 
plan  par  un  grand  nombre  de  géomètres,  qui  l'engen- 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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draiciit  au  moyeu  d  uu  augle  donué  par  le  procédé  bien 
connu  que  je  rappellerai  plus  bas  :  ou  n'a  peut-être  pas 
remarqué  que  le  premier  entre  ces  géomètres  est  A.  de 
Moivre,  dont  on  a  une  JNole  :  A  ready  description  and 
{luadrature  of  a  cuj've  of  the  third  order,  resenibliusç 
that  coniinonly  called  the  Foliale ,  dans  les  Phil. 
Transaclions  de  l'année   iji5. 

Or,  pour  établir  un  lien  entre  les  recherches  sur  la 
strophoïde  déflnie  in  solido  et  celle  dont  le  point  de  dé- 
part est  la  définition  in  piano,  on  peut  employer  un 
raisonnement  très  simple  et  tout  à  fait  élémentaire  dont 
Quetelet  et  Dandelin  ont  fait  usage  [voir  notamment 
Matliesis,  t.  ^  1,  p.  as-i). 

Permettez-moi  de  proliter  de  celte  occasion  pour  fixer 
un  instant  votre  attention  sur  un  problème  d'Optique 
géométrique  qui  est  résolu  par  la  strophoïde.  C'est  une 
question  résolue  par  jM.  E.  Sang  (voir  la  Note  On  the 
ciuves  produced  by  rcjlection  from  a  polisplied  revol- 
ving  straight  wire,  qui  se  trouve  dans  les  Trans.  of 
ilie  R.  Society  of  Edinhargli,  Vol.  XXVIII,  Part  J, 
p.  2y.'3-2;-6;  1877)  qui  l'a  traitée  par  la  Géométrie  ana- 
lytique, sans  toutefois  remarquer  que  la  courbe  dont  il 
donne  l'équation  n'est  autre  chose  qu'une  strophoïde 
oblique  ;  en  conséquence,  il  a  imaginé  une  nouvelle  mé- 
thode pour  construire  cette  courbe,  méliiode  qu'on  peut 
joindre  à  toutes  les  autres  connues. 

Voici  le  pro])lème  optique  dont  il  s'agit  :  Dans  un 
plan  sont  placés  en  A  un  point  lumineux  et  en  lî 
l'œil  d'un  observateur;  soit  O  un  point  fixe  du  même 
plan,  autour  duquel  tourne  une  droite  réfléchissante  s 
(miroir)^  à  chaque  position  de  .v  correspond  un  rayon 
lumineux  sortant  de  A  et  se  réfléchissant  en  B  :  quel  est  le 
lieu  géométrique  de  tous  les  points  d'incidence  M:^  Pour 
lépondre  à  celle  (pieslion,   je  l'cmarcjnc   (pi'éianl   pii>c' 
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arbitrairement  une  position  du  miroir. ç,  pour  trouver  la 
position  correspondante  du  point  M,  il  suffitde  trouver  le 
point  A'  symétrique  de  A  par  rapport  à  ^,  de  le  joindre  par 


une  droite  à  B  et  de  déterminer  l'intersection  des  droites 
A'B  et  s.  Or,  le  lieu  des  points  A'  est  le  cercle  G  de 
centre  O  et  de  rayon  OA.  Donc  noire  courbe  est  en- 
gendrée par  deux  faisceaux  de  rayons  dont  les  centres 
sont  O  et  B,  et  entre  lesquels  existe  une  correspondance 
algébrique  (i,  2).  A  chaque  rayon  s  du  premier  faisceau 
correspond  la  droite  qui  joint  B  au  symétrique  A'  de  A 
par  rapport  à  s.  Et  pour  tracer  les  rayons  du  premier 
faisceau,  qui  correspondent  à  un  rayon  /•  du  premier, 
déterminons  les  intersections  A', ,  A',  du  rayon  /•  et  du 
cercle  C;  les  normales  abaissées  de  O  sur  les  droites 
AA',  et  AA!,  seront  les  rayons  cherchés,  et  les  points 
/•5,  =  M,,  JS2  =  Mo  seront  deux  points  de  la  courbe.  Il 
s'ensuit  que  cette  courbe  est  du  troisième  ordre  et  a  un 
point  double  en  O  et  un  point  simple  en  B.  Si  l'on  sup^- 
pose  que  s  passe  par  un  des  points  circulaires  à  l'infini, 
on  verra  que  ce  point  est  situé  sur  la  courbe  ;  celle-ci  est 
donc  une  cubique  circulaire  non  moins  que  rationnelle. 
Pour  avoir  les  tangenlcs  de  la  courbe  en  B  et  en  O,  il 
suffit    de    trouver  dans  chaque    faisceau  le  rayon   (ou 
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le  couple  de  rayons)  qui  correspond  à  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres.  Eu  conséquence,  la  tangente 
en  B  n'est  autre  que  la  droite  qui  joint  B  au  symétrique  D 
du  point  A  par  rapport  au  diamètre  OB;  et,  pour 
trouver  les  tangentes  en  O,  on  marque  les  extrémités 
D,  et  Do  du  diamètre  OB,  et  les  normales  aux  cordes  AD, 
et  AD-2  seront  les  tangentes  à  la  courbe.  Gomme  ces 
tangentes  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  elles, 
nous  concluons  que  le  lieu  cherclié  est  une  cubique  cir- 
culaire (fui  a  un  point  double  à  tangentes  orthogonales. 
C'est  donc  une  stroplioïde,  comme  je  l'avais  annoncé 

[Dlb] 

HEVELOI'PEMEXT  EX  SÉIWES  TIU(iO\OMÉTU!(iLES 
DES  POEWOMES  DE  M.  LÉAITÉ; 

Par  m.  Paul  APPELL. 


Pour  exprimer  une  Ibnction  /(.^■),  comiaissant  les  va- 
leurs moyennes  de  cette  fonction  et  de  ses  dérivées  dans 
un  intervalle  donné,  de  — h  h  -\-li.,  par  exemple. 
M.  Léauté  [Comptes  rendus^  i4  ji"ii  1880;  Journal 
de  Liouville.,  1881)  a  considéré  une  suite  de  polynômes 
Po,  l^,  Po,  •  .  . ,  P//  de  degrés  o,  1,2,  .  , ,  n  en  x^  pos- 
sédant les  propriétés  caractéristiques  saivantes  : 

(0  i'o='; 

(2)  -^--  =  P„_,.  n^\; 


(3) 


I  P„  c/.r  =  o. 


La  relation  (2)  permet  de  déduire  cliacpie  polynôme 
du  précédent   par   une  (piadrature.    cl   l,i  condilion  (.'•)) 
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détermine  la  eonstaiitc    aibltraire   intioduile  par  celle, 
(juadrature. 

Ces  polviionies  P„  sont  homogènes  et  de  degré  n  en  x 
et  //.  Mettons  ces  deux  rjuantités  en  évidence  en  appe- 
lant le  polynôme 

Vn(^,   II}- 

Aous  ramènerons  //  à  avoir  la  valeur  —,  en  faisant 

lix' 

on  a  alors 

Les  polynômes  V„(x' ,  t.)  possèdent  donc  les  propriétés 
caractéristiques  suivantes 


Po  =  i, 


V„  dx   =  (j. 


Le  polynôme  P,  est  égal  à  x' .  On  sait  que  dans  les 
limites  — -  et  ^-t:,  x'  peut  être  représenté  parla  série 
trigonométiifjue 


(  i  )       Pi  =  j"'  =  -2  (  sin  x 


sin  ix—  -  siii  Zx  - 


(  t'Oje:;  Bertrand,   Calcul  intégral,  n"5ol). 

On  a  ainsi  le  développement  de  P,  entre  — t:  et  +  t:. 

Pour  avoir  celui  de  Po,  multiplions  par  dx' \es,  deux 
niendjres  de  (4)  et  intégrons-  il  vient 


P,  =  c,  —  -2     CO'sX 7  CC)«a  X cos  i  x 


où  c,  est  une  constante  d'intégration,   car  P^  est  une 
fonction  primitive  de  P, .  Pour  déterminer  Co,  écrivons 


j         Po  rix'  =  o. 


(    ■>.67    ^) 


^lOus  aurons,  en  reinplaraiit  Po  parla  série  el  leuiar- 
quant  que  tous  les  ternies  cos.r',   cosax',   .  .  .  ont  leurs 


intégrales  nulles, 

•J-.Co   =  O, 

donc 


(  ")  )      p2  =  —  ■■».  I  co?  .r'  —  —  cos  ■>.  x'  —  —  cos  3x'  — ...  1 . 
« 
Intégrant  de  nouveau  et  déterminant  de  même  la  coii- 
stanle  d'intégration  par  la  condition 

f        V,d.r'=o. 

on  trouve  qu  elle  est  nulle,  et  Ton  a 

(G)       Ps  =  —  ^?.  (  ?in t' —  —  sin  •>,./;'  -^  —  sin  3.c'  —  .  .  .  )  ; 


et  ainsi  de  suite.    Eu  général,   /;/   étant   un   entier    po- 
sitif, 

l'2w      =  (— i)'«-.i(cos.r'— --^  cos'2;r'-^  :7j^  cos3.r' — .  . .  j  , 

/  ■       -             '        •          -           '         •    ..    ,  ■\ 

( —  I  )'"  '2    Sin ./■ ; sni  î  X  -f- SM1  3 .r  — . . .     . 


-2/HH-l 


Ces    formules    donnent,    en    particulier,    les   valeurs 
asymptotiques  des  polynômes  P„  pour  n  très  grand. 
Si  l'on  revient  à  la  variable  x,  on  a 


"  =  X 


\\,{.r,  /^  1=  -^^  VJx',T.). 
Donc,  pour  n  pair,  n  =^  2ni. 

,,  .  h-'"  [  -.r  1  ■>.T.x  I  DTT.r  \ 

-2'"    '  //  r-'ll  h  32"'  //  /' 

et  pour  II  inqiair,  /i  z=  im  -{-  i. 

p  ,        ,„,     /<-'"♦'/  .     ~x  I        .     i-r.x  I        .      i-x  \ 
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Ces  développements  font  ressortir  les  rapports  signa- 
lés par  M.  Halphen  entre  les  polynômes  de  M.  Léauté 
et  les  polynômes  de  Bernoulli. 

Ils  se  rattachent  également  à  deux  questions  posées 
par  M.  Cesàro  dans  \  Intermédiaire  (mars  1897), 
questions  1019  et  1017, 

Faisons,  en  effet,  A  :=  i ,  rt  cosignons  par  Oo,„(j:)  et 
'f2w+i  {x)  les  deux  séries  ci-dessus 

o.,„,      (:r)  =  cos-r -—  cos2  7ra"  -1-  --—  cosZt.x  — .  .  . . 

'f  2,»+i  {x)=^\nT.x-  -^  sin  1-x  -+-  ^^  sin3-.r  -  .  .  .  . 

On  a  évidemment 

?2/«(^)   —'i2„i(x  -hl) 

=  '2  (  cosr.x  -h COS^T.X  -h  z —  COS  ^~X  -h . 

\  3-'"  .)-'" 

C  est  la  série  considérée  par  M.  Cesàro  dans  la  ques- 
tion 1019. 
De  même 

(f2/«  +  l  (a-)  —  O-im  +  l  (x-i-  l) 

=  1  {  sin-x  -^■~ — —?,\no-x-^  ^ s\n'j-x-h 

^■2/ii-t-i  yim+l 


LICElVCE  ES  SCIEiVCES  MATIIÉMATIOIES. 


SESSION    Dli    NOVEMBRE   1896.    —    COMPOSITIONS. 


LiUe. 


AjVALYSF..  —  Supposant  connue  la  définition  de  Vin- 
léf^raledéji me  d'une    fonction   continue  entre   deux 


(  a69  ) 

limites  Ji nies ,  étendre  cette  définition  au  cas  oii  Vune 
des  limites  devient  infinie.  Dans  le  cas  oii  la  fonction 
à  intégrer  est  une  fraction  rationnelle,  énoncer  et  dé- 
montrer la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Von  puisse  étendre  jusqu'à  l'infini  les  linntes  de  l'in- 
tégration. 

Mècx^iqve.  —  ].  Dans  la  théorie  des  courbes  funi- 
culaires, on  étudiera  les  questions  suivantes  : 

i"  Equations  d'équilibre  d'un  fil; 

2°  Equations  intiinsèques ; 

3°  Formule  donnant  la  tension  quand  il  existe  une 
fonction  des  forces  ; 

4'^  Equilibre  d'un  fil  tendu  sans  frottement  sur  une 
surface  fixe  et  sounns  seulement  aux  forces  appliquées 
à  ses  extréndtés  et  aux  réactions  de  la  sut  face. 

II.  Deux  points  matériels  pesants,  dont  les  masses 
sont  égales  à  l'unité,  se  meuvent  sans  frottement,  Vun 
sur  une  droite  verticale  fixe,  l'autre  sur  un  plan  fixe 
qui  fait  avec  la  verticale  un  angle  égal  à  a;  les  deux 
points  s' attirent  proportionnellement  h  leur  distance; 
étudier  le  mouvement. 

On  prendra  pour  axe  des  z  la  verticale  sur  laquelle 
se  meut  le  prender  point,  et  pour  axes  des  x  et  des  y 
deux  droites  rectangulaires  situées  dans  le  plan  fixe, 
l'axe  des  x  étant  une  horizontale  de  ce  plan. 

Astronomie.  —  En  un  lieu  de  colalitude  •',  calculer 
pour  l'époque  sidérale  t  l'angle  x  de  l'écliptique  avec 
r horizon  et  l' azimut  y  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  plans.  On  connaît  l'obliquité  (>)  de  récliptiquc. 

^application  numérique  : 

t  =  -i"  i7"':)r)*.()  >,         Y  =  3g'''P-i'  i<>'',o,         (0  =  iV-y.-;'  K/'.yfi. 


(  ^-7"  ) 


SESSION    DI-:    MARS-AVKIL    1897.    -    COMPOSITIONS. 


Besançon. 


ANALYSE.  —  1.  Etant  donnée  une  circonférence  S, 
déterminer  une  courbe  C,  telle  que  M  élcmt  un  point 
quelconque  pris  sur  la  courbe  C,  P  étant  la  polaire  du 
point  M  par  rapport  à  S,  C  l'eni^eloppe  de  cette  po- 
laire, M'  le  point  oii  P  louche  C,  la  distajice  MM'  soil 
une  constante  donnée  l  indépendante  de  la  position 
du  point  M  sur  la  courbe  C.  Soit  O  le  centre  de  S  ; 
étudier  les  vaiiations  de  l'angle  que  fait  la  droite 
MM'  avec  OM.  Calculer  la  relation  qui  a  lieu  entre  les 
rayons  OM  et  OM',  ainsi  que  les  angles  que  font  les 
tangentes  en  IM  et  en  ^\.'  aux  courbes  C  et  C  respecti- 
vement avec  les  rayons  OM  et  OjM'.  On  étudiera  la 
nature  et  la  disposition  de  la  courbe  ij,. 

11.    Calculer  V intégrale  définie    j     e'^'cosx  dx. 

^  0 

La  seconde  question  étant  classique,  je  nie  borne  à 
indiquer  la  solution  de  la  première.  En  désignant  par  /■ 
et  H  les  coordonnées  polaires  de  M,  par  x  et  j;:.Ies  coor- 
données rectilignes  de  M',  on  a 

T>2  n  2 

.r  =  —  (  /-cosO  -T-  /-'sin  0  ).  v  =  — •  (/-sin  0  —  /-'cosO  ). 

,.2  ■/  /.2    ^ 

où  /■'=:  — -;  et,  en  exprimant  la  condition  de  lénoncé. 

et')  '■ 

on  est  conduit  à  l'é(|uation 

,.^//2,.2_(R2_  ,.2)2 


(  ^-^  ) 

donl  rintégration  est  facile;  a  et  b  étant  deux  constantes 
déterminées  par  les  éqviations 


I  2  K-  -+-  /2  I  I 


«2        b-i  W*  a'-b"'        R* 

on  a 

I    _  cos2  (  0  _  fj„  )        si ii2  (  0  —  f)o  ) 
/•-  a-  b^ 

La  courbe  C  est  par  suite  une  ellipse.  La  courbe  C  est 
une  ellipse  égale  à  celle-ci,  mais  dont  l'orientation  dif- 
fère de  90°  de  celle  de  C.  Ou  reconnaît  facilement  que 
l'angle  de  MM'  avec  OM  varie  toujours  dans  le  même 
sens.  En  désignant  OM'  par  ;■, ,  on  a 

r-~r-  r\  =  </--!-  b-. 

Enfin,  V  étant  l'angle  de  la  courbe  C  avec  OM,  on  a 

.    ,.       R^ 
sin  V  =  —  j 

et  la  symétrie  de  cette  formule  montre  que  cet  angle 
égale  celui  que  fait  la  courbe  C  avec  OM'. 

Mécanique.  —  Vne  barre  pesante  AB  est  reliée  à  un 
poids  P  situé  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  son 
milieu;  la  base  repose  sur  une  chaînette  renversée 
dont  Vaxe  est  vertical.  Le  poids  P  étant  situé  sur 
l'axe  dans  la  position  d'équilibre,  étant  donné  (juc  la, 
barre  roule  sur  la  chaînette  sans  glisser,  trouver  en 
fonction  du  temps  l'angle  de  r,P  avec  la  verticale. 

Le  travail  de  la  réaction  étant  nul,  on  peut  employer 
le  principe  des  forces  vives.  La  force  vive  du  système 
est  la  force  vive  du  centre  de  gravité  augmentée;  de  la 
force  vive  due  à  larolalion.  0  étant  l'angle  que   lait    la 


(  -r^  )  ■ 

Ijarie  avec  la  base  de  Ja  cliaîjielLe,  .r  l'abscisse  du  point 
de  contacl,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  ont 
des  expressions  de  la  forme 

jri=^  ar  —  (a  -h  /)?in  0. 

y^=z  {a  -^  l)  cosO; 

d'ailleurs 

,  a  db 

dx  = , 

cos6 

et  l'on  arrive  à  une  équation  de  la  forme 


Caen. 

Analyse  ex  Géo.métuie.  —  1.  EtaiiL  donnée  Véqua- 
lion  aux  dérivées  parlielles 

du  fàu\- 

ôx  -^  \  ()y  ) 

oh  u  désigne  une  fonction  inconnue  des  deux  va/iables 
indépendantes  x  et  j,  on  demande  d'en  déterndner 
V intégrale  particulière  qui  se  réduit  à  ij  pour  x  =  o. 

II.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy, 
Os,  chercher  les  surfaces  réglées  S  satisfaisant  à  la 
double  condition  : 

1°  Que  leurs  génératrices  restent  constamment  pa- 
rallèles au  plan  xOz\ 

2°  Que  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure 
qui  passent  en  un  point  quelconque  d'une  surface  2  se 
projettent  sur  le  plan  xO y  suivant  deux  droites  éga- 
lement inclinées  sur  Ox. 

1.  La  méthode  la  plus  nouvelle  (  Lagrange  et  Cliarpit) 
consiste  à  associer  à  l'équalion   proposée  une  é(piation 
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Ou       i)u 


nui   permette  de  calculer  les  dérivées  — > Si  l'ou 

désiijne   ces  dérivées  par  p  et  q^  on  peut  prendre  pour 
l'équation  adjointe  une  intégrale  quelconque  du  système 

dx         dy  dz  dp  dq 


—  I         -icj        iq-  —  p  '+/'  '"^? 

égalant  la  première  et  la  dernière  fraction,  on  a  l'inté- 
grale 

X  =  lo^  — r^-  5  q  =z  (_je^  —  I . 

On  en  conclut  d'abord  que  u  doit  être  de  la  forme 

(I)  i<  =  (Ce-^-— i)j'-T-cp(a;); 

d'ailleurs,  —  est  donnée  par  l'équation  proposée  et  l'on 
doit  avoir 

Ce'^7--i-o'(.r)  =  X  -+-y  -^  {Ce^  —  i) y  -^-  o  {  x)  -h-  {Ce^  —  if: 

ou,  en  simplifiant, 

o'{x)  —  o{x)  =  X  -\-  {Ce-^ —  i)-; 

intégrant  cette  équation  linéaire  et  reportant  dans  la 
formule  (i) 

a  =  (Ce-*'—  \)y  —  X  —  ■>.  +  G-e--^'—  ■iCxe^-'r  Ce-''. 

C'est  une  intégrale  complète  dont  on  sait  tirer  l'inté- 
grale générale;  mais  il  convient  de  voir  si  elle  ne  se 
réduit  pas  à  ly  pour  des  valeurs  convenables  de  C  et  C; 
il  suftit  visiblement  de  laire  C  =  3,  C'  =  —  ~. 

Il,  L'équation  des  sui'faces  cherchées  est  de  la  lorme 

(I)  z=:x¥{y)-^o{y). 

L'é(|uaiion  aux  coeflicients  angulaires  des  tangentes 


(  '^-\  ) 

jeclions  des  lignes  de  eourbure  sur  OXY  esl 

\i\  —  q-^)s  —pqt]ni'-r-  \{i  -\-  q- )  r  ~ {\  -\- p-  )t]  m  —  .  .  .  —  o. 

Le  coefficient  de  m  doit  être  nul  :  or  (i)  /"  est  nul  : 
cette  condition  revient  à  /  =  o,  soit 

xW{y)^o"{y)  =  o; 

F"(j')  et  '^" {y)  sont  nuls  et  l'on  a 

z  =  axy  -i-  bx  -r-  cy  -\-  f. 

Mécanique.  —  I.  Etablir  les  formules  propres  à 
déterminer,  pour  un  instant  donné,  V accélération  des 
divers  points  d' un  solide  qui  se  meut  autour  d'un  point 
fixe.  Simplifier  ces  formules  par  un  choix  convenahle 
des  axes  coordonnées  :  théorème  de  liii^als.  Lieu  des 
points  du  solide  dont  l' accélération  tangentielle  a  une 
grandeur  donnée,  en  supposant  que  la  grandeur  de  la 
vitesse  de  la  rotation  instantanée  ne  varie  pas  avec  le 
temps. 

II.  Deux  points  A,  B,  de  masses  égales  à  V  unité, 
sont  liés  l'un  ci  l'autre  par  une  lige  de  masse  négli- 
geable et  de  longueur  constante  "xa.  Le  point  A  est 
assujetti  à  rester  sur  une  droite  OuLfixe  et  parfaitement 
polie;  le  point  B,  qui  peut  se  mouvoir  librement,  sauf 
sa  liaison  avec  A,  est  attiré  ^)ers  OZ  auec  une  intensité 
égale  au  produit  de  sa  distance  à  OZ  par  une  con- 
stante (0-.  A  l'instant  initial,  l'angle  BAZ  est  égal 
à  3o";  la  vitesse  du  point  A  est  nulle;  celle  du  point  B, 
égale  àiùa  ^8 ,  a  une  direction  perpendiculaire  sur  OZ. 

Détermine)'  le  mouvement  du  système  :  lignes  décrites 
par  B  et  par  le  point  milieu  de  AB. 

I.  Prenons  l'axe  instantané  pour  axes  des  z  et  le  plan 
tangent   au  cône  décrit   par   cet  axe  pour  plan  des  ::.r; 


(  ^^75  ) 

p,  q^  -j-  sont  nuls;  si,  on  oulre,  (o  est  constant,  -j-  sera 

aussi  nul;  les  composantes  de  l'accélération  sont  de  la 
forme 

l'accélération  tangenlielle  est 

y/ir^*  -t-  y-  \' x'-  -^  7'^     "  ^ x-  -i-  J'^  '^^ 

les  points  pour  lesquels  elle  a  une   valeur  donnée  sont 
sur  un  conoïde  défini  par  une  équation  de  la  foiiiie 


J[.  Les  forces  qui  agissent  sur  A  et  B  sont  perpen- 
diculaires à  OZ  ainsi  que  la  vitesse  initiale  du  milieu  M 
de  xVli;  M,  qui  est  le  centre  de  gravité,  restera  dans  un 
plan  normal  à  OZ  et  que  je  prends  pour  plan  des  xy . 
Les  coordonnées  de  B  sont  de  la  forme 

X  =  'la  sin6  cos'i>,         y  =  j.a  sinO  siii'l/,  j  =  a  cosO, 

celles  de  A  étant  o,  o,   — «-fcosO. 

Le  théorème  des  aires  projetées  sur  0X\   donne 

.    , ,,  cl'\i  10 

On  a,  en  outre,  lintégrale  des  forces  vives 

'       \  dr^  dt^  J  dfi 

—  8(7-(o"- —  oj-a-(/i  sin-0  —  i). 

Ilemplaçons -.'- par  sa  valeur  (i)  et  simplifions  :  on 
prtnira   diviser   par  le  dcmi-coe/licient   de    .  ,  ?  soil   [i.ir 


(  ^-7«  ) 
rt-(2  —  sin-(j),  et  l'on  aura 

dfi^-  ,4sin2  0  — I  3  — 4cos2Û 

2  -r-„    =  W-  r—r-, •     =  W"2    -, _ ; 

a(-  sin"-6  sin^Ô 

oidt             smO  dd  ,        1/3  ,- 

■—pr  =  5  costi  =  —  cos  col  y  y.. 

Dans  (i),  reiiiplacoiis  clt  par  sa  valeur 

dfi  dO 

di)  = 


sinO /3  — 4cos2e        sin2  6  v/3  —  cot^e' 
(2)  cotO  =  y/3cos'J>. 

La  loi  du  mou\  émeut  est  bien  simple.  Si  l'on  élimine 
h  et  •!»  entre  les  équations  qui  donnent  les  coordonnées 
de  B  et  l'équation  (2),  on  trouve 

-  =  —  y        4^  -i-  K  =  4«-; 

la  trajectoire  de   B   est  une   ellipse;  celle  de  M  est  de 
même  définie  par  les  équations 

;î  =  o,         l^x--\- y- ^=  a!^. 
J'ajoute  que  AB  décrit  une  surface  dont  l'équation  est 

(4ar2-T-jK-)(a?/3  —  z)'—  'icûx"^. 

Epreuve  pratique.  —  Deux  stations,  dont  les  longi- 
tudes diffèrent  de  i  Ho'',  ont  une  même  latitude  boréale. 
Il  s^ écoule  ^"^"^o"^  de  temps  sidéral  entre  l'instant  ou 
Regains  se  lève  pour  l'une  des  stations  et  celui  oii  la 
même  étoile  se  couche  pour  l'autre  station;  la  décli- 
naison de  Régulas  est  boréale  et  égale  à  xi'^  1^  1^" . 

Calculer  la  latitude  commune  des  deux  stations,  en 
ne  tenant  pas  compte  de  la  réfraction  atmospliéiique . 

On  trouve  pour  la  latitude  demandée  'ji'^ "Xà' \l^\%. 
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Grenoble. 


Analyse.  —  I.   Etant  donnée  l'équation  d'une  fa- 
mille de  courbes 

o  =  X  sin6  — y  cosB  — /(O)  =  o, 

déterminer  f  (H)  par  la  condition  que  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  V origine  O,  un  point  M  de  l'enweloppe 


des  droites  et  le  centre  de  courbure  correspondant  C 
soit  rectangle  et  isoscèle.  Courbe  enveloppe  des  droites 
considérées. 

Les  coordonnées  de  M  sont  données  par  0  =  0,  c3q  =  o; 
celles  de  C  par  C3Ô=  ^^  ?0^^  ^'  '^^  droites  c3o=  o,  '0!)=  o 
étant  rectangulaires. 

On  a 

Les  conditions 

.  OM  =  OC,        GM^  =  Ôm'  +  Ôg' 

conduisent  à 

/  =  ±/'  =  /", 
d'où 

Ann.  de  Matliémat.,  3"  série,  l.  XVI.  (.luin  1S97.)  l'S 


(  -^78  ) 
ce  qui  donne  une  spirale  logaiitliinique  pour  la  courbe 
cliercliée. 

IJ.    Calculer  les  intégrales 

u  =    I      d.r,  ('  =     /      — ; a.r. 

L     37» -T-  I  ./„      37* -f-  I 

Ou  ti'ouve 


1  x  J'). 

— -  arc  tanç 


v/^ 


Mécamque.  —  Un  point  matériel  pesant  M,  de 
niasse  m,  assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  la 
surface  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  a,  dont 
les  génératrices  sont  horizontales,    est  attiré  de  plus 


par  un  point  A  situé  sur  la  génératrice  la  plus  élevée 
du  cylindre  proportionnellement  à  sa  distance  r  à  ce 
point  A.  La  force  d' attraction  sera  représentée  par 
R= — niiK-r.  A  l'origine  le  point  matériel  est  placé 
en  un  point  Mq  sur  la  génératrice  du  point  A  avec  une 
vitesse  t'o  perpendiculaire  à  AM^.  On  demande  le  mou- 
vement du  point  et  la  réaction  de  la  surface  dans  le 
cas  général  oii  y.  est  {quelconque. 

Examiner  le  cas  suivant  :  on  a  'j.-  =  -  • 

'  a 

Démontrer  que  dans  ce  cas  la  trajectoire  est  algé- 
brique  toutes  les  fois  que  le  rapport  ^—^  est  commensu- 
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rablc,    et    voir    plus  pnrticaJièreinent   ce    quelle    est 

lorsque  - —  =  i . 

Le  mouvement  de  la  projection  sur  la  génératrice  du 
point  A  est  un  mouvement  périodique  dont  la  période 

est  —  •  Le  mouvement  de  la  projection  sur  la  section 

droite  du  cylindre  est  le  même  que  celui  d'un  point  qui 
serait  sollicité  par  une  force  verticale  constante,  mais 
dont  la  direction  serait  celle  de  la  pesanteur  ou  ladirec- 
tion  opposée  suivant  que  g —  a- a  est  positif  ou  négatif. 
Dans  tous  les  cas  c'est  un  mouvement  pendulaire.  La 
réaction  seule  est  changée. 

Dans   le   cas    où    !j.-="^-î    la   proj^'ction    parcourt  le 

cercle  avec  une  vitesse  angulaire  constante  et  le  mouve- 
ment dans  l'espace  est  le  même  cjue  celui  d'un  point  qui 
serait  attiré  vers  le  centre  O  de  la  section  droite  du 
point   A   proportionnellement   à    la  distance.   Lorsque 

'- — -  =  i,  la   l'éaction   devient    nulle,    et   le    point  décrit 

l'ellipse  section  du  cylindre  par  le  plan  qui  contient  O 
et  Vf,. 

Astronomie.  —  A  2'' 19™ 4% 85,  temps  solaire  vrai, 
la  hauteur  corrigée  du  centre  du  Soleil  est 

Il  =  14°  28'  11". 

Calculer  la  latitude  A  du  lieu,  la  déclinaison  cô  du 
Soleil  étant  tO  =  —  2.3"  22'  3  i",  45 . 

Détcrnnner  Cinjluence  qu'aurait  une  erreur  de 
±  I  seconde  sur  l'heure  'vraie  relativement  à  la  déter- 
V  anal  ion  de  la  latitude. 

Si    a    est  l'angle   horaire    du   Soleil,    et   o    un    angle 


(   28o   ) 
auxiliaire  défini  par  tangç  =  cot(D  cosa,  on  auia 

sinA  coso 


sin(Â  -h  Ci)  = 


sin  cD 


-^        cosXsinœ  tanga    , 
a  A  = r-î i^-  aa. 

cos(  A  -f-  ç>  ) 

On  trouve  successivement 

a  =      34-46, 12,75 
9  —  —  62. 14. 5i  ,06 
1=       45.  [1.38,3-2 
<:/).  =  ±  6  )79)  pour  dcc  =  dz  t  3". 

Marseille. 

Ajnalyse.  —  On  considère  les  sections  planes  nor- 
males au  paraboloïde  jcjz=kz  aux  points  d'intersec- 
tion de  cette  surface  et  du  cylindre  de  révolution 
x^ -\- y^  =z  p'-^,  et  ttiJigentes  à  la  courbe  : 

1°  Exprimer  le  rayon  de  courbure  de  cette  section 
plane  en  fonction  du  z  du  point  mobile  sur  la  courbe, 
et  étudier  sa  loi  de  variation  quand  le  point  mobile 
décrit  toute  cette  courbe. 

2°  1  a-t-il  des  points  oii  la  section  plane  soit  tan- 
gente à  l'une  des  lignes  de  courbure  qui  passent  au 
point  de  la  courbe  d'intersection? 

3°  Distinguer  cette  ligne  de  courbure  de  l'autre 
ligne  de  courbure,  et  pour  cela  déternnner  d' abord  les 
lignes  de  courbure  du  paraboloïde  hyperbolique. 

4"  Démontrer  enfin  que  les  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  hyperbolique  sont  les  lieux  des  points  tels 
que  leurs  distances  aux  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  au  sommet  aient  une  somme  ou  une  diffé- 
rence constante. 

Mécanique.  —  Dans  un  vlan  horizontal  o?i   donne 


(  '^8i  ) 
une  droite  Jîxe  Ox  et  deux  points  matériels  A  et  B 
ayant  chacun  pour  masse  l'unité. 

Le  point  A  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur 
la  droiteOx^  le  point  Vtse  meut  librement  dans  le  plan. 

Les  deux  points  A  ei  B  s'attirent  mutuellement  pro- 
portionnellement à  la  distance,  et  leur  attraction  à 
V unité  de  distance  est  k^. 

Ces  deux  points  sont  aussi  tous  deux  attirés  par  le 
point  O  proportionnellement  a  la  distance,  et  l  attrac- 
tion exercée  sur  chacun  d'eux  parle  point  O  à  l  unité 

de  distance  est  h'^ . 

5 
On  a  d' ailleurs  h-  =  -h- . 

4 

Trouver  le  mouvement  de  ces  deux  points,  et  aussi  le 
mouvement  relatif  de  B  par  rapport  à  A. 

Cas  particulier  : 

A  l'origine  du  mouvement  :  i°  les  points  sont  sans 
vitesse;  2°  la  droite  OA  est  égale  à  a\  3"  la  distance  x\B 
est  égal  à  a  ;  4"  la  droite  AB  est  per pendiculaire  surOx. 

AsTaoJNO.MiE.  —  Étant  données  les  coordonnées  équa- 
toriales  (a,  ô),  (a',  0')  de  deux  étoiles,  on  demande 
de  calculer  les  coordonnées  équatoriales  (ai,  S<  )  du 
pôle  boréal  du  grand  cercle  qui  passe  par  ces  étoiles. 

Données  numériques  : 

a  =  io9°36'i9",  8  0  =—  1 5°  27' 34",  3 

t'  —  2i7''58'  18", 6  0=  -t-  4.i"i9'i3",6. 

Résultats  : 

ai  =  37°  17'  17",  76,  Oi  =  47"4t>'39",0(). 

Paris. 

Analyse.  —  I.  Trouver  les  courbes  qui  sont  nor- 
males aux  droites 

nx  coscp  -1-  by  siii  'j;  =  c^coscc  sino. 
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OÙ  (p  désigne  un  paramètre  variable  et  oii  «,  &,  c  sont 


des  longueurs  constantes . 

Chercher  si,  parmi  ces  courbes,  il  y  a  des  coniques. 
Examiner  plus  particulièrement  le  cas  de  a  :=  b. 
II.    Intégrer  V équation 

cl*  X  cl-  X 

—r-, r-  Z  —z —   -\-  X  =^  t  COS/. 

dt*  dt- 

I.   On  voit  immédiatement,  si  V on  suppose 
c2=  ai—h^-, 
que  les  droites  proposées  sont  les  normales  à  l'ellipse 
x^^asinz),        y  =  b  coso. 
D'après  cela,  considérons  l'ellipse 

a7  =  Asincp,        y=  —  Bcoscp; 

ses  normales,  qui  sont  représentées  par  l'équation 

Ax  coso  H-  By  sin  o  =  (Â- —  B^)  cosç  sin  'y, 

deviendront  identiques  aux  droites  proposées,  si  l'on  fait 

c- 


B  =  b 
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En  conséquence,  si  la  dillérence  a- — b-  n'est  pas 
nulle,  les  droites  données  sont  les  normales  à  l'ellipse 
que  nous  venons  de  définir,  et  les  trajectoires  demandées 
sont  les  courbes  parallèles  à  cette  ellipse.  Une  seule 
d'entre  elles  est  une  conique  5  c'est  l'ellipse  elle-même. 

Si  l'on  suppose  maintenant 

a-  —  b'—  o, 
les  droites  proposées  ont  pour  enveloppe  la  couibe 

X  =  —  sin-o,         V  =  —  cos^o, 
a  ■  -^         a 
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qui  est  l'hypocycloïde  à  quatre  rebroussemenls^  les  tra- 
jectoires   cliercliées    sont    les    développantes    de    cette 
courbe. 

II.  L'équation  proposée  a  pour  intégrale  générale 


t^- 


f^ 


X  =  { k  -{-  Al  t)  cos  <  -I-  (B  -H  Bi  T)  sin/  —  —  sin  f cosf, 

o  24 

A,  A),  B,  B,  étant  quatre  constantes  arbitraires. 

Mécazvique.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
poli  xOy  est  placée  une  barre  homogène  AB,  de 
niasse  M  et  de  longueur  ia.  Le  milieu  C  de  cette  barre 
est  attaché   à  un  point  fixe  O    du   plan  par  un  fil 


élistique  OC  dont  on  néglige  la  masse  et  dont  la 
longueur  à  l' état  naturel  est  a.  Le  point  C  étant  écarté 
de  O  de  façon  à  tendre  le  fil  et  à  lui  donner  une  lon- 
gueur /"o  supérieure  à  a,  on  lance  la  bar  je  sur  le  jdan. 

Ti'ouver  le  mouvement . 

j4i  un  instant  quelconque  t,  on  appellera  r  et  0  les 
coordonnées  polaires  du  point  C  et  '^  l'angle  de  la 
barre  avec  Ox. 

On  admettia  (pie  la  tension  du  fiil  élastique  OC, 
quand  sa  longueur  est  /•,  est  pioportionnelle  à  son 
allongement  r  —  a  et,  par  suite,  que  l'intensité  de 
cette  tension  est  iMA-(/- — a),  A-  désignant  une  con- 
stante. 

Cinématique.  —  Quelle  courbe  faul-il  faire  rouler 
sans    glisser   sur    une    ligne    droite    pour    que     deux 
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points  A,  B  liés  à  cette  courbe  possèdent  constamiiienL 
des  vitesses  dont  le  rapport  soit  un  nombre  constant  m? 
Quelles  courbes  décrivent  alors  les  poin/s  A  ef  B? 
1  a-t-il  d'autres  couples  de  points  jouissant  de  la  même 
propriété? 

Astronomie.  —  Quelle  est,  en  temps  vrai  et  en 
temps  moyen,  Vheure  du  coucher  géométrique  du 
centre  du  Soleil  à  Paris,  le  jour  du  solstice  d'été? 

Latitude  de  Paris ^'6°5o  1 1" 

Déclinaison   du   Soleil +23     27    18,7 

Temps  moyen  à  midi  vrai  : 

Le  jour  du  solstice o''  i™27^,2i 

Le  lendemain o''  i™4o'î  33 


Poitiers. 

Analyse.  —  Une  surface  S  est  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  Ox^  O j  ,  Oz.  Dans  le  plan  des  xy, 
un  élément  superficiel  infiniment  petit  du  second  ordre 
est  la  base  d^u/i  cylindre  dont  les  gèjiératrices  sont 
parallèles  à  Oz.  Le  volume  compris  dans  ce  cylindre, 
entre  le  plan  des  xy  et  la  surface  S,  se  trouve  être  égal 
au  produit  d'une  cojistaîite  donnée  a  par  V aire  inter- 
ceptée sur  la  surface  S. 

Ecrire  V  équation  aux  dérivées  partielles  (E)  h 
laquelle  satisfait  la  surface  S.  Trouver  une  intégrale 
complète  de  V équation  (E). 

Démontrer  que  V équation  (E)  rt  des  solutions  com- 
munes avec  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces 'de  révolution  autour  de  Oz,  et  déterndner  une 
solution  commune,  telle  que  pour 
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on  ail 

x-  -^  y-  =z  b'i. 

Mécanique.  —  Une  droite  nialèvielle  homogène  AB, 
de  longueur  "ici^  de  densité  i,  mobile  sans  frottement, 
sur  un  plan  horizontal,  est  articulée  en  B,  avec  une 
tige  sans  masse  OB,  de  longueur  a,  animée  d'un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  du  point  O,  dans 
le  même  plan.  Tous  les  points  de  AB  soJit  repoussés 
de  O,  prop ortionnellement  à  leurs  distances  à  ce  point 
et  à  leurs  masses.  Etudier  le  mouvement  de  AB. 

Astronomie.  —  jiyant  les  éléments  d'une  éclipse 
de  Lune,  calculer  les  heures  des  piincipaux  contacts  et 
la  grandeur  de  l'éclipsé.  (Lts  données  se  rapportent  à 
l'éclipsé  du  12  juillet  1870.) 


EXERCICES  PUEPAUATOIRES  A   LA  LICENCE 
ET  A  L'AGRÉGATION. 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  NANCY 


Licence    es    Sciences    niathématiques . 
I.   Etant  donnée  l'intégrale  double 

5=   /   I  s.\n x^ y^ dx dy 

étendue  à  l'aire  limitée  par 

X  ^:  Cl,         y  =  O,         y  =1  \,         xy  —  a.         xy  —  x  -+-  rnh  =  o, 
où  r/,  h,  m  désiguent  des  nombres  positifs,  ellétluor  le 
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changement  de  variable 


X  ^^  u  -r-  inv, 
u 


y 


démontrer  que  z  a  une  limite  si,  b  restant  fixe,  a  eroit 
indéfiniment. 

II.  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy, 
on  considère  une  aire  A  et  l'intégrale  curviligne 


/ 


?{x,y)dx-\-  Çl{x,y)dy, 


prise  suivant  le  contour  dans  le  sens  positif^  déterminer 
les  fonctions  P  et  Q  de  façon  que  cette  intégrale  repré- 
sente le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'origine  de 
l'aire  A  supposée  homogène. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques. 

Analyse.  —   1.  On  considère  la  courbe  C  enveloppe 

de  la  droite 

'^{y  —  tx)  (3  ^2  —  i)  -f-  t^  =  o, 

oiÀ  t  représente  un  paramètre  variable. 

1°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  sur  une 
droite,  huit  points  sur  une  conique,  douze  points  sur 
une  cubique,  ces  lignes  ne  jiassaiit  par  aucun  point 
singulier  de  la  courbe  C 

2"  Déterminer  les  points  d'inflexion,  les  tangentes 
doubles,  les  coniques  tangentes  à  la  courbe  en  quatre 
points,  les  cubiques  ayant  en  trois  points  donnés  un 
contact  du  troisième  ordre,  ou  en  quatre  points  donnés 
un  contact  du  second  ordre. 
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II.   Oti  considère  la  biquadratique  gauche  définie  par 
les  deux  équations 

.[x^  -h  -z^  —  f\xy  —  4  =  o, 
6j'^  — y^  —  2^37  -4-  2X  -+-  l'iy  =  o. 

1°  Exprimer  les  coordonnées  x,  )',  3  d'un  quelconque 
de  ses  points  en  fonction  d'un  paramètre  t. 

'2°  Trouver,  à  l'aide  du  théorème  d'Abel,  la  condi- 
tion pour  que  quatre  points  de  la  courbe  soient  dans 
un  même  plan,  pour  que  hait  points  soient  sur  une 
même  quadrique  ne  contenant  pas  la  courbe,  en  général, 
pour  que  4'^  points  soient  sur  une  même  surface  de 
degré  n. 

3"  Démontrer  que  les  plans  osculateurs  en  quatre 
points,  situés  dans  un  même  plan,  coupent  la  courbe 
en  ([ualre  autres  points  également  dans  un  même  plan. 

4°  Trouver  les  points  stationnaires;  montrer  qu'ils 
sont  quatre  k  quatre  dans  un  même  plan. 

5"  Par  une  corde  de  la  biquadratique  on  mène  des 
plans  tangents  à  la  courbe  ,  trouver  leurs  points  de 
contact;  montrer  que  le  rapport  anharmonique  de  ces 
plans  tangents  reste  constant  (juand  on  fait  varier  la 
corde. 

6'^  On  considère  une  quadrique  passant  par  la  courbe  ; 
ti'ouver  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  points  où 
chaque  génératrice  d'un  même  système  de  la  quadrique 
rencontre  la  courbe. 

Spéciales.  — '  1.  On  considère  un  triangle  ABC  et 
les  coniques  S  inscrites  dans  ce  triangle;  soient  A',  IV, 
C'ies  points  de  contact  de  ces  coniques  avec  les  côtés  du 
triangle,  et  P  le  point  de  rencontre  de  AA',  BIV  et  C(]'. 

i"  Enveloppe  des  coniques  S  (juand  le  point  P  (îst 
à  l'iniini. 

2'^   Lieu   (lu   point    P   lorsque    les  conifpies  S  restent 


tangentes  à  une  droite  D;  nature  de  ce  lieu  suivant  la 
position  de  la  droite  D. 

3°  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  coniques  S, 
tangentes  à  D;  si  la  droite  joignant  les  points  P  relatifs 
à  ces  deux  coniques  est  assujettie  à  passer  par  un  point 
iixc  Q,  le  lieu  de  M  est  une  conique  conjuguée  par  rap- 
port à  un  triangle  fixe  indépendant  de  la  position  de  Q. 

4°  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  paraboles 
inscrites  dans  le  triangle  ABC;  si  elles  sont  assujetties 
à  se  couper  orthogonalement  au  point  M,  déterminer 
le  lieu  de  ce  point,  l'enveloppe  des  tangentes  avec  deux 
courbes  en  ce  point,  et  l'enveloppe  de  la  droite  joignant 
les  points  P  correspondants. 

II.  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  M;  on  consi- 
dère les  droites  D  telles  que  chacune  d'elles  soit  perpen- 
diculaire au  plan  passant  par  sa  conjuguée,  par  rapport 
à  l'ellipsoïde  et  par  le  point  M. 

1°  Démontrer  que  par  un  point  cjuelconque  de  l'es- 
pace passent  trois  droites  D;  pour  quelles  positions  du 
point  deux  ou  trois  de  ces  droites  sont-elles  confondues? 
Peuvent-elles  former  un  trièdre  trirectangle  ? 

2"  Dans  un  plan  P  existe,  en  général,  une  seule 
droite  D;  quels  sont  les  plans  renfermant  une  infinité 
de  ces  droites,  et  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  droites 
dans  chacun  d'eux? 

3°  On  suppose  que  le  plan  P  se  déplace  parallèle- 
ment à  lui-même;  former  la  surface  engendrée  par  les 
droites  D  situées  dans  les  positions  successives  de  ce  plan. 

4°  Pour  quelles  directions  du  plan  P,  ou  bien  pour 
quelles  positions  du  point  M  cette  surface  est-elle 
réductible  à  une  courbe  plane,  et  quelle  est  cette 
courbe  ? 

Elémentaires.  —   On  donne  une  sphère  de  ("entre  T) 
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un  plan  P  ci  un  point  S;  on  considère  tous  les  cercles 
C  de  la  sphère  non  parallèles  au  plan  P,  et  projetés  de  S 
sur  ce  plan  suivant  des  cercles. 

1°  Démontrer  que  les  plans  des  cercles  C  se  coupent 
suivant  une  même  droite  D. 

2°  Inversement,  étant  donnée  une  droite  D,  et  le 
plan  P  restant  arbitraire ,  il  existe  une  infinité  de 
points  S  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  la  droite  D  sa- 
tisfasse aux  conditions  énoncées  précédemment,  le  plan 
P  étant  convenablement  choisi.  Trouver  l'ensemble  de 
ces  points  S  lorsque  la  droite  D  est  fixe,  puis  lorsqu'elle 
varie  en  passant  par  un  point  fixe. 

3"  Le  plan  P  et  le  point  S  restant  fixes,  il  existe  sur 
la  sphère  un  faisceau  de  cercles  C,  orthogonaux  à  tous 
les  cercles  C;  lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par 
un  cercle  particulier  C(  et  par  les  cercles  C  successifs. 

4"  A  chaque  cercle  C)  correspondent  des  cercles  C 
t(;]s  que  l'un  des  deux  cônes,  passant  par  C  et  C|  , 
devienne  un  cylindre;  trouver,  lorsque  C|  varie,  le 
lieu  des  parallèles  aux  génératrices  de  tous  les  cylindres 
ainsi  formés,  menées  par  un  point  de  l'espace. 

5°  On  suppose  que  le  plan  P  reste  fixe  et  que  le 
point  S  décrive  une  droite  A  -,  trouver  l'ensemble  des 
droites  D  correspondantes^  examiner  le  cas  particulier 
où  la  droite  A  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au 
plan  P 


BIBLIOGRAIMIIE. 

Les  Femmes   dans  la  Science,  notes   recueillies  par 
^.  liebière.  a'' édition,  i  vol.  in-<S".  36o  pages.   I^aris, 

Nony  cl  C'"',  1897. 

Le  .>.4  février  iSçjî,  M.  Rohii're  fil  au  cercle  Saint-Simon  une 
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conférence,  fort  goûtée,  sur  /es  femmes  dans  la  Science. 
C'est  cette  conférence,  d'abord  imprimée  en  une  Brochure  de 
87  pages,  que  l'auteur  a  développée,  depuis,  jusqu'à  en  faire 
un  fort  Volume  de  36o  pages. 

Le  titre  même  de  l'Ouvrage  indique,  à  lui  «cul,  très  nette- 
ment, le  but  poursuivi  et,  disons-le  de  suite,  très  heureuse- 
ment atteint.  C'est  un  ensemble  de  notes  impartiales  non  pas 
seulement  sur  les  femmes  qui  se  sont  occupées  directement 
de  la  Science,  mais  sur  toutes  celles  qui,  de  près  ou  de  loin, 
ont  eu  quelque  heureuse  influence  sur  elle.  Les  285  premières 
pages  du  Volume  forment  ainsi  une  sorte  de  Dictionnaire  où, 
rangées  par  ordre  alphabétique,  se  trouvent  des  Notices, 
tantôt  très  brèves,  tantôt  plus  développées,  sur  toutes  les  bien- 
faitrices de  la  Science,  au  sens  large  du  mot.  A  côté  des 
Notices  de  Marie  Agnesi,  de  Sophie  Germain,  de  Sophie 
Kowalewski,  ces  trois  célèbres  mathématiciennes,  on  ren- 
contre des  noms  comme  ceux  de  M""*  Hôené  Wronski,  de 
lyjme  Yvon-Villarccau,  de  M"*^  Lavoisier  et  de  M"^  Lapiace, 
simples  collaboratrices  ou  éditrices  des  Œuvres  d'un  illustre 
mari.  Celles  qui,  comme  M"*  Pasteur,  ont  su  par  leur  affection 
constante  soutenir  leur  époux  dans  les  luttes  pour  la  Science 
ou^même  celles  qui,  comme  Cherestrata  (  mère  d'Epicure),  ont 
eu  l'honneur  de  donner  le  jour  à  un  homme  célèbre,  ne  sont 
pas  non  plus  oubliées.  Chaque  Notice  est  suivie  d'un  index 
bibliographique  très  documenté:  quelques-unes  sont  accom- 
pagnées d'un  portait  ou  d'un  fac-similé  d'autographe. 

Cette  petite  Encyclopédie  féminine  est  suivie  d'une  première 
Note  intitulée  :  Si  la  femme  est  capable  de  Science.  C'est  là 
certes  un  sujet  passionnant,  tout  d'actualité,  mais  dans  lequel 
malheureusement  on  ne  peut  faire  que  des  assertions  bien 
hasardées  puisque  toutes  résultent  plus  ou  moins  de  la  com- 
paraison de  la  femme  à  l'homme,  comparaison  bien  peu  légi- 
time puisque,  de  tout  temps,  l'éducation  de  la  femme  a  été 
bien  distincte  de  celle  de  l'homme.  I\I.  Rebière,  restant,  dans 
le  rôle  d'éditeur  impartial  qu'il  s'est  assigné,  se  contente  de 
reproduire  fidèlement  les  opinions  diverses  qu'il  a  patiemment 
recueillies;  et  il  y  a  un  certain  piquant  à  pouvoir  rapprocher 
ainsi  les  observations  de  Bossuet  et  de  Voltaire,  celles  de 
M^  Dupanloup  et  de  M"'*  Séverine,  sur  le  même  sujet. 

L'Ouvrage  se  termine,  enfin,  par  une  seconde  Note  :  Menus 
propos  sur   les   femmes  et   les  Sciences,    qui   contient   des 
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détails  biographiques,  des  opinions,  des  anecdotes,  des  para- 
doxes même  qui  y  jettent  une  note  gaie. 

Je  regrette  de  ne  pouvoir,  dans  un  aussi  bref  compte  rendu, 
ne  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  de  tous  les  détails  in- 
téressants que  contient  ce  joli  Volume  et  je  souhaite  vivement 
que  ces  quelques  mots  d'éloge  lui  attirent  de  nombreux 
lecteurs.  C.  Bourlet. 


Ol!ESTIO\S. 


/1769.  Par  le  foyer  d'une  conique  donnée  on  mène  des  cordes  ; 
les  circonférences  de  cercles,  qui  ont  ces  cordes  pour  diamètres, 
sont  tangentes  à  deux  cercles.  (Mannheim.) 

1770.  Soient 

lx--\- ?nj^ -h  nz--\- pw^  =  o 

l'équation  d'une  surface  du  second  ordre  conjuguée  au  tétraèdre 
de  référence;  a,  b,  c,  d,  e,  f  les  arêtes  de  ce  tétraèdre.  A,  B, 
G  et  D  les  aires  de  ses  faces,  et  V  son  volume;  a,  p,  y  les  demi- 
axes  de  la  surface;  on  a 

,,0,    ,  36  /^m3/.3^3A2B^G2D2V2 

"^    '  (  ninp  A2  -H  npl  B^  -r-plni  G-  ->-  linn  D^  )'*  ' 

\  ( mn  A2 D-2 a^  -^  ni  W-D'^b'^-^  Ini G^ D-' c^  ) 

__  .  \ -i-  Ip B^ G-^ d'- -f-  mp G'^  A^  e'-  +  np  A^ B^/^ ) j 

~  (  jnnpk'^  -H  npl  B'^-r- plm  G-  -r-  Inin  D-  )^ 

B2.,2^.2^2  .    ...o.,    l-^m^-n^pHl^m^n-^p).V^BUPl)-^ 
■^    '     '    '       '^      ^        (mnpX^--i-  nplB-^-hplniC-^-T-  Im/iD^)^' 

La  condition  pour  que  la  surface  représente  un  paraboloïde 
est  donc  mnp.\.-~-  nplB'^-\-  plniC--\-  lninD'-=  o. 

(Genty.) 
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CONGRES  DE  ZURICH. 


Au  moment  où  nous  mettons  ce  numéro  sous  presse,  le  Go- 
mité  nous  prie  de  faire  savoir  aux  mathématiciens  désireux 
d'assister  au  Congrès  qu'ils  pourront  s'y  rendre,  quand  même 
ils  n'auraient  pas  reçu  d'invitations  personnelles.  Des  omissions 
involontaires  et  inévitables  ont  dû,  en  effet,  se  produire.  Mais 
pour  l'organisation  matérielle,  il  est  désirable  que  chacun  fasse 
connaître  ses  intentions  aussitôt  que  possible. 

Le  programme  du  Congrès  va  être  prochainement  publié. 
Nous  savons  qu'il  comprendra  : 

Le  lundi  9  août,  une  conférence  de  M.  Poincaré  :  Sur  les 
rapports  de  l'Analyse  et  de  la  Physique  mathématique; 
une  conférence  de  M.  HuRWixz  :  Sur  les  progrès  récents  de 
la  théorie  des  fonctions  analytiques; 

Le  mercredi  11  août,  une  conférence  de  M.  F.  Klein  :  Sur 
l' enseignement  des  Mathématiques  supérieures. 

Des  séances  particulières  ou  plénières,  des  excursions  et  un 
banquet  compléteront  le  programme  et  fourniront  aux  mathé- 
maticiens présents  l'occasion  de  se  voir,  d'échanger  leurs  vues 
et  leurs  idées,  desegroupersuivant  leurs  goûts  et  leurs  affinités. 

Il  semble  dès  à  présent  convenu  que  le  prochain  Congrès 
international  aura  lieu  à  Paris,  en  1900. 


ERRATA. 


T.  XV,  i8g6,  page  872,  ligne   i3,  au  lieu  de  Abel,  Transon,  lisez 
Abel  Transon. 

T.  XVI,  1897, 
Pages.  Lignes.  Au  lieu  de  Lisez 

200  2  en  remontant  crois  croirais 

201  10  dans  les  parties    dans  les  plus  petites  parties. 
214       Le  Tableau  forme  la  suite  de  la  note  de  la  page  2i3 

216      7  en  remontant  que  si 

218  4  près  de  désirer  de  voir       près  de  voir 
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[Plb] 

S[JR  LA  ri{Ai\SFOR«ATIOi\  UOllOGRAPHIQUE  DES  PROPRIÉTÉS 
MÉTRIOIIES  DES  FIGIRES  PLA\ES; 

Par  m.  Georges  BROCARD, 
Professeur   au    lycée    du    Havre    ('). 


1.  Considérons,  dans  Ja  figure  primitive,  un  triangle 
CAB  et  etrectuons  une  transformation  liomographique 
telle  que  les  points  cycliques  deviennent  réels  tout  en 
restant  à  l'infini;  soient,  dans  la  transformée,  cietcj  les 
droites  joignant  le  point  c  à  ces  deux  points  à  l'infini 
et  c',  c"  les  points  où  elles  rencontrent  le  côté  ab,  et  soit 
enfin  c'[  le  symétrique  de  c"  par  rapport  au  milieu  (/ 
de  ah.  On  sait  que  le  rapport  anharmonique  {c'c[  ab)  est 

égal  à  pyT:,-  11  en  résulte  que  l'on  a 


ou  encore 


c' a        c\  b        GA- 
eu        C ,  a         Lih}'' 


c  a^.ad'        GA- 


c'bx.bc"  "     GB^     "  bc\.bc' 

Si  donc  on  a,  dans  la  figure  primitive,  une  relation  ho- 
mogène entre  GA  et  CB,  elle  se  transformera  en  une 
autre  relation  que  l'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  la 
première,  CA-  par  le  produit  des  projections  de  ac  sur  ab 
faites  successivement  suivant  des  parallèles  à  ci  et  c/,  et 
CB-  par  une  expression  analogue. 

On  peut  remarquer  que,  si  l'on  a  CA  =  CB,  il  en  ré- 

(')    Voir  l.  \V,  p.   '|iG. 

Aiin.  de  MatUéniat.,  o'  série,  t.  Wl.  (Juillet  iSfc].)  19 
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sultera  que  les  points  c'  et  c"  seront  symétriques    par 
rapport  à  cl. 

Plus  généralement,  soit  xv  une  droite  quelconque,  et 


Fig.  I. 


rt, ,  «o,  bs^^b^  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
les  parallèles  à  ci  et  cj,  menées  par  a  el  b.  On  a  évidem- 
ment 

ac'        «iC  ac"        ciiC 

hc         h\c  bc"        h-ic' 

d'où 

ac' .ac"        ca\.ca=> 
hc  .bc"         cb\.cbi 

On  peut  donc,  dans  la  relation  donnée,  remplacer  CA- 
par  le  produit  des  projections  de  ca  sur  une  droite  quel- 
conque, faites  successivement  suivant  des  parallèles  à  ci 
et  c/,  et  CB^  par  une  expression  analogue. 

Enfin,  on  a  aussi 


ca\        cf 
cby        ch 

ca^        ce 
cbi        cg 

ca^-ca-i 

ce.cf 

d'où 

cb^.cb^         rh.cg 
On  peut  donc  encore  remplacer  CA-  par  le  produit  des 
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projections  de  ca  sur  ci  elcj,  etCB-  par  une  expression 
analogue. 

Ces  considérations  permettent  de  déduire  très  sim- 
plement, de  toute  relation  métrique  relative  à  une  cir- 
conférence, une  relation  analogue  relative  à  l'hyperbole. 
Supposons,  par  exemple,  que,  dans  la  figure  primi- 
tive, AB  soit  un  diamètre  d'une  circonférence  passant 
par  C.  Dans  la  transformée,  ab  sera  un  diamètre  d'une 
hyperbole  passant  par  c,  et  la  relation  CA-  +  CB-=ÂB- 
donnera  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  des  projections  de  ac  sur  ab^  faites  pa- 
rallèlement aux  deux  asymptotes ,  augmenté  du  pro- 
duit des  projections  de  bc,  est  égal  à  ab'-. 

î2.  Supposons  maintenant  que,  dans  la  transformée, 
les  deux  points  cycliques  soient  transformés  en  deux 
points  à  l'infini  réels  et  confondus. 

Soient  ci  la  droite  qui  joint  le  point  c  à  ces  deux  points 
Fie.    o. 


confondus;  <•',  c"  les  deux  points  conlondus  où  elle  ren- 
contre ab,  et  c'\  le  symétrique  de  c"  par  rapport  au  milieu 


CA2 


d  de  ab.  La  relation  (c' c'[ab)=  -4^^  devient 


c  a 

-rr  X     „ 
c  b        c ,  If 


CB2 

c'I  h  __/('c'\'-_  CA- 


11  sufiira  donc,  pour  Ir ansfonncr  une  relation  homogène 
entre  (^A  et  CB,  de  les  rempla(;cr  par  leurs  projections 
sur  ab  (ou  sur  u)ie  droite  (pielconque),  faites  parallèle- 
ment à  ci. 
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11  csL  facile  de  déduiit-  d(^  ccLLti  l'acoii,  de  toule  pro- 
piiélé  iiiélri(jue  de  la  circoiiféreiK^e,  une  |)iopriélé  aua- 
Jugue  de  la  parabole. 

Exemple.  —  Etanl  données  deux  paraLoles  lioniotlié- 
liques,  si  par  le  centre  d'iioniolhétie  on  mène  une  sé- 
cante quelconque,  et  que  l'on  projette  sur  une  tangente 
commune,  parallèlement  à  la  direction  des  axes,  les 
segments  compris  entre  le  centre  d'iiomotliétie  et  deux 
points  antihomologues  situés  sur  cette  sécante,  le  pro- 
duit des  deux  projections  obtenues  est  constant. 

On  peut  obtenir  un  tliéorème  analogue  relatif  à  deux 
liyperboles  liomothétiques  5  seulement,  l'un  des  segments 
devra  être  projeté  suivant  une  parallèle  à  l'une  des 
asymptotes,  et  l'autre,  suivant  une  parallèle  à  l'autre 
asymptote. 

Remarque.  —  Le  produit  des  projections  d'une  lon- 
gueur sur  les  deux  asymptotes,  faites  suivant  des  paral- 
lèles à  ces  asymptotes,  représente,  à  un  facteur  constant 
près,  l'aire  du  parallélogramme  avant  cette  longueur 
pour  diagonale  et  ses  côtés  respectivement  parallèles  aux 
deux  asymptotes,  cette  aire  étant  aiTectée  d'un  signe 
convenable. 

Toute  relation  homogène  entre  les  longueurs  de 
certaines  lignes  droites  de  la  première  iigure  peut  donc 
être  transformée  en  une  relation  analogue  entre  les  aires 
des  parallélogrammes  ayant  pour  diagonales  les  lignes 
droites  correspondantes  de  la  deuxième  iigure,  et  leurs 
côtés  parallèles  aux  deux  asymptotes  de  l'hvperbole. 

Exemples.  —  Les  parallélogrammes  construits  sur 
deux  tangentes  issues  d'un  même  point  sont  équiva- 
lents. 

Soient  «,  b  les  extrémités  d'un  diamètre  d'une  hyper- 
bole, et  C  un   point  quelconque  de    cette  courbe  :    la 
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somme  algébrique  des  aires  des  parallélogrammes  coii- 
slruits  sur  ca  et  ch  comme  diaeonalcîs  est  constante. 


[C21] 

SIR  L\E  FORMLLE  DE  LA  THÉORIE  GÉ\ÉRALE  DES  FO\Cr!0\S 

DE  PLISIELRS  VARIABLES  ET  DE  LT\TÉGRATIO\  DES  DIF- 

FÉREHIELLES  TOTALES  (' ) 

Pau  m.  E.  JAGGI, 

Licencié  es  sciences  malhémaliqnes. 


La  formule  (jue  nous  nous  proposons  de  démontrei 
pour  les  fonctions  de  plusieurs  variaLles  est  l'analogue 
de  la  formule 

'  d  F  (x) 


[  ¥{x)  =  Ff,ro  )  ^   f    n^^ini  ch 


dx 

{ X  —  x^)  d  F (a-o)        (  X  — .3-0  r^  rf2 F  (  j-o ) 


I  dxa  I  .•>.  dx\ 

(.r  — a-o)»-'  (/"-iFCrp)         Ç''    r'  r''d"F(x) 

i.2...(/i  — i)       dx'^-'         ^L„   -'.      ""•(      ~/?«~ 

du  cas  d'une  seule  variable. 

On  ne  sait  actuellement  mettre  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  que  sous  forme  d'intégrales  multiples 
qui  ne  portent  pas  sur  leurs  propres  dérivées,  et  sous 
forme  d'intégrales  de  dillérentielles  totales,  pour  les- 
quelles on  ne  possède  pas  de  procédé  métliodi(pu'  d'in- 
tégration. 

Une  formule,  remplaçant  l'intégrale  de  dilléren  lielle 
totale,  ne  contenant  que  des  intégrales  sim[)les  ou  iiiul- 


(')   rCxtrait  d'un  Mémoire  sur  la  Théorie  générale  des  fonctions. 
présente  par  raiitcur  à  l'Acadcniie  des  Science*,  en  i^'r. 
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liples  ordinaires,  permettra  d'étendre  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  les  tliéorèmes  que  la  forme  (i)  a  per- 
mis de  démontrer  pour   les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

Soit  d'abord  une  fonction  de  deux  variables  que  nous 
supposerons  sans  points  critiques;  nous  écrirons 

-HF(37,ro)  — F(a7o,jKo) 
-4-F(a7u,jK)  — F(a;o,Jo) 
-^¥(x,y)  -  F{x,yo)  -  [F(^o,  k)  -  F(^;o,7o)]. 

Nous  avons,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

■''dF(.T,yo) 
ôx 

■-'rJFU-o,  r> 


F(:r,j'„)-F(ro,ro)=    f    -"  '  7'-^"V/.r 
/  Ox 


F(^o,7)  —  F(a-o,  Jo)  =    /      ^^ •  <»■■ 

¥(^x,y)    -Y(x,y^)    =    /      ^7^  ^^'^ 

F(^o,J')-F(;r„,^„,=    r^US^Îllldy. 

F  (  X.  y }  —  ¥  {x.,yo)  —  [F  {x^,  y  )  —  V  (xo,  yo)\ 

,y)        dF(xo,y) 


r''^dF{x,y)        dF(xo, 
Jy„    L        'b-  ày 


dy 


et,  par  conséquent, 

/  F{x.y)  =  F{x^,yQ) 


\  '   .!■„     «-  y„ 

Pour  une  fonction  de  trois  variables  V{x^y,  z)^  on 
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trouvera  de  même,  au  moyen  des  formules  (i)  et  (2), 

=  F(:ro,jû,  -0  I 

/  dz  j        I  dxdy  -^ 

J,._  ^,_  <!r<li  -^  .,',_  ,',.,  àxàz 

En  général,  pour  une  fonction  de  Ji  variables,  on 
aura,  en  appelant  Xi,  a'o,  . .  .,  x„  ces  n  variables  et  a,, 
tto,  ag,  . .  .,  a„  leurs  valeurs  initiales, 

r  (^Tj,  x-2,  •  .  • ,  ^/t  ) 
=  F  (cil,  7.0,  ..  .,  a„) 

■''()F(.î7,,  a2,  «3 a„) 


C(,     "-a.. 


dxt 


^^ 'J  rt.      «a,  «^a..     . 


■2.cr-£:x 


(9a;  1  c}^2  •  •  •  àxn-\ 
X  rlxi  dx-i  . . .  dxn-i 

'  "  Ô'^¥(Xi,  Xj,  .  .  .,  Xn-i,  Tn) 

(Ixi  dx2  ■  .  .  àxn-i  àx,i 
X  dxi  dxo  •  .  .  dx,i-i  dx,i . 


Dans  cette  formule,  le  premier  terme  est,  comme 
dans  la  formule  (i),  la  valeur  initiale  de  la  fonction;  le 
second  terme  est  la  somme  des  intégrales  des  n  dérivées 
premières  prises  par  rapport  aux  n  variables  respective- 
ment, les  variables  qui  ne  vaiienl  pas  dans  ces  inté- 
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grales  ayant  leurs  valeurs  initiales  5  le  troisième  terme 
est  la  somme  des intégrales  doubles  portant  sur 

I  /i  (  rt  —  I  )  ,  ,  .    ,  ^        ,  ,   ,  .  .  , 

les dérivées  rectangles,  ou  les  variables  par  rap- 
port auxquelles  on  intègre  varient  seules  et  où  les  autres 
variables  ont  leurs  valeurs  initiales. 

D'une  manière  générale,  cette  formule  se  compose 
de  la  valeur  initiale  de  la  fonction  et  des  intégrales 
pi^piii  jgg  dérivées  d'ordre  p  de  F[p=  i,  2,  ...,/z), 
chaque  dérivation  n'étant  faite  qu'une  fois  par  rapport 
à  la  même  variable,  l'intégration  étant  faite  par  rap- 
port aux  variables  de  dérivation  et  les  autres  variables 
ayant  leurs  valeurs  initiales. 

Une  application  immédiate  de  cette  formule  est  l'in- 
tégration méthodique  des  différentielles  totales. 

La  différentielh^  totale  d'ordre  un 

^F  =2,  ^,, ^^/'       ^p  =  ^<-'"  •••'«) 

s'intègre  immédiatement  par  la  formule,  car  ayant  les 

II  dérivées  partielles  premières,  qui  sont  données  dans 
cŒ ^  on  obtient  les  autres  dérivées  qui  entrent  dans  la 
formule  (4)  par  des  dérivations  successives  des  pre- 
mières. L'intégrale  de  cW  ne  contient  qu'une  arbitraire, 
F(a,,  a.,  .  .  .  ,  a„). 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'intégrer  la  différentielle 
totale  seconde 

''■^^2  -d^, ^^^ 


^2 


On  ne  connait  pas  alors  les  dérivées  premières,  mais 
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seulement  les  dérivées  secondes;  il  est  vrai  qu'on  peut 
trouver  les  dérivées  premières^  mais  nous  allons  trans- 
former la  formule  (4)   de    manière   qu'il   ne  soit   pas 
nécessaire  de  les  clierclier. 

Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  variables  : 


^I>o,r),,,.  ,    r  C'^'^^^-rKuàr. 


,     /•■'  d¥{xo,y)        ^    r    r' 

La  formule  (i)  donne 

d¥{x,ya)        oiFCro.jKo) 


dx  ^x^) 

r)¥(x„y)        d¥{x,,y^)    ,      r^'ùi¥{x„y) 


ày  ày 

et,  par  conséquent, 

,  OX^  C/Ko 


(5)    { 


rï^F  (x,y(,) 
ôx- 


dx- 


Cette  formule  donne  une  intégration  méthodique  de 
la  différentielle  seconde  d'-¥ ,  c'est-à-dire  permet  de 
trouver  la  fonction  F  lorsqu'on  connail  ses  trois  déri- 
vées secondes. 

On  voit  qu'il  y  a  trois  constantes  d'intégration 

n>/  ^        (:>F(:ro,Kn)        dF(xo,yn) 
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Dans  le  cas  d'une  fonction  de  n  variables 

FCa-i,  x-i,  . . .,  Xn), 

dont  on  donne  la  différenlielle  totale  seconde,  c'est- 
à-dire  toutes  les  dérivées  d'ordre  deux,  on  remplacera 
de  même  dans  la  formule  (  4  )  les  n  dérivées  premières  par 
leurs  valeurs  obtenues  en  fonction  des  dérivées  secondes 
au  moyen  de  la  formule  (i)  : 

à  F(jj,  «2, a„) 


ÛXi 

t)  F(ai,  a.i,  .  .  . ,  y.„)  f''  à^V(xi,  oli,  .  .  . ,  a„  ) 


Oy.,  Joi.  drf 


dxi. 


On  aura  ainsi  une  formule  donnant  F  (ai,  .  .  .,x„) 

1        n{n  -^  \)    ,  ,   .    ,        -,  ,  ,       ,  ,   .     , 

au  moyen  des dérivées  données  et  de  dérivées 

•^  I   .  V. 

cju'on  obtient  par  dérivations  successives  des  dérivées 
rectangles  données.  Les  constantes  arbitraires  dans  l'in- 
tégration indéfinie  sont  les  valeurs  initiales  de  la  fonc- 
tion et  de  ses  n  dérivées  premières;  leur  nombre  est 
donc  n  -\-  \ . 

Supposons  maintenant  qu'on  donne  une  différentielle 
totale  d'ordre  trois,  c'est-à-dire  toutes  les  dérivées  d'ordre 
trois  d'une  fonction 


d^V{x^,x^_,  .  ..,x„)  =  ^ — dxl 

^  Ô^F(X,.  X.2,    .  ..,  X,i)  ., 

-^  ^  2 J^Tâ^^^ —  ^^"ï  ^"^ 

.^d  ÔXiOXiOX-j 

Nous  remplacerons  la  formule  (4  )  pai'  une  formule 
ne  contenant  plus  que  les  dérivées  d'ordre  trois  données 
et  des  dérivées  d'ordre  supérieur  que  l'on  tire  des  déri- 
vées données  par  dérivations  successives  ;  nous  écrirons, 
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au  moyen  de  la  formule  (  i), 

r)  F(a|,  g., gp-i,  ^p,  «p-n  •  •  •  -,  «») 

_  d  F(ai,  g2,  •  •  -,  ^ii)        3-  —  Xi   c)-F(ai.   .  . . .  ap_i,  a-p,  a^.H-i,   •••,iit/t) 
/"'''    r '''  c>3F(ai,  ...  ,  ap_i,  a7p.  ap+x,  ...  ,  a,t)  ^^^3 

et,  au  moveu  de  la  Ibrmulc  (2), 
<J^F(a|.  .  ..,  g,,-!,  ■/•/,,  g-4-i,  . .  .,  ay_i,a-y,ay-4-i,  ■  . .,  a„ 
_  c)2  F (  a, ,  .  .  . ,  a,,,  . . . ,  a,/,  .  . . ,  a„  ) 


'''()^F(  ai,  .  ■  .,  ap_i,.rp,  2;,-n,  .  ..,y.,, a„  ) 


(/x, 


I  ' r — ~ CiJC,i 

'''  d''F(oLi,...,Xp-i,Xp,u,,+i,  ...,«^-1,  X,,,  y.,,^1,  ...,x„  )    , 


dxndx, 


pLv^q 


( p,  q  =  I,  2,  3,  .  . . ,  n  ). 


Remplaçant,  dans  la  formule  (4),  les  dérivées  pre- 
mières et  secondes  par  ces  valeurs  ('),  on  n'aura  plus 
que  des  intégrales   multiples  portant  sur  les  dérivées 

(')  On  pourrait  écrire  aussi  : 

à'Fjx,,  ...,  a,„p.g,„  3c^,+  |,  ■■•,  a,,_p  J,,-  a,,^.,  .  ■  ■ ,  a„  ) 

_  r^^F(a, a^„  .  .  .,a^.  a„) 

Ox  Ou 
r^F  rPF{x^  . . . ,  a        X,  X     ,  a  ,  a„  ) 

-U -^H^, ''"'■ 

/"''7fy'F(a,,  ...,j;  ,  ...,a     ,,a;  ,  a aj 

^4  ^v^i — ^ — ''"^' 

ce  qui  diminue  le  nombre  des  intégralions  à  faire. 
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troisièmes  données  et  des  dérivées  d'ordre  supérieur 
Les  autres  termes  sont  : 


F,' a 


(  a,,  a,. 


"•)-2:^ 


()F(ai,  a.,,  .  .  .,a,,) 
.,  'J-FCai,  aa,  ■  ■  .,  a,,) 


y-n) 


2,  ...,  11,1,  ^  q). 

y  a  donc     i  -^ \ constantes  arbitraires 

dans  l'intégrale  indélinie  de  la  différentielle  totale  du 
troisième  ordre  d'une  fonction  de  n  variables  ;  ce  sont 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction,  de  ses  n  dérivées 


)reuiieres 


et  d( 


i) 


dérivées  secondes. 


Par  l'exemple  précédent,  ou  voit  que,  pour  intégrer 
une  différentielle  totale  d'ordre  m  quelconque,  on  aura 
à  remplacer  dans  la  formule  (4)  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  m  par  leurs  valeurs  calculées  de  proche  en 
proche  et  exprimées  au  moyen  des  dérivées  d'ordre  su- 
périeur ou  égal  à  ni.  L'intégration  de  la  différentielle 
reviendra  alors  à  elïectuer  les  intégrales  de  la  formule 
obtenue ,  intégrales  d'ordre  m  ou  d'ordre  supérieur, 
portant  sur  les  dérivées  d'ordre  m  et  d'ordres  supé- 
rieurs. 

Les  constantes  arbitraires  de  l'intégrale  indéfinie  sont 
les  valeurs  initiales  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées 
d'ordres  i ,  2,  ...,/??  —  i .  En  désignant  par  D'„'  le  nombre 
des  combinaisons  avec  répétition  de  n  objets  p  à  />,  le 
nombre  des  arbitraires  sera 

La  formule  (4  ^  fpie  nous  avons  démontrée,  en  sup- 


(  3o5  ) 

posant  cjiie  la  formule  (i)  était  applicable  à  la  fonction 
cl  à  ses  dérivées  lorsqu'une  seule  variable  varie,  est 
M*aie  dans  tous  les  cas,  c'est-à-dire  lorsque  les  variables 
sont  réelles  ou  imaginaires  et  lorsque  la  fonction  a  ou 
n'a  pas  de  points  critiques;  la  supposition  que  nous 
avons  faite  peut  alors,  en  effet,  ètie  faite  également, 
sauf  certaines  restrictions  sur  le  cliemin  suivi  par  cliaque 
vaiiable,  qui  demandeiil  une  étude  approfondie  des  va- 
leurs des  variables  qui  forment  des  systèmes  critù/ues 
pour  la  fonction. 

Si  l'on  énonce  le  théorème  de  Cauclij  sous  cette  forme, 
qui  donne  des  démonstrations  fort  simples  de  théorèmes 
importants  (tels  que  la  décomposition  d'une  fonction 
en  facteurs  primaires  en  considérant  le  logarithme  de 
cette  fonction)  ,  en  l'appliquant  non  seulement  aux 
pôles  de  la  dérivée,  mais  à  tous  les  points  critiques  de 
la  fonction  : 

L'intégrale  de  la  fonction  — yT  i  pf'i^f^  l^  ^*^^^S  ''^'"" 
contour  J'ermé  renferntant  un  seul  point  critique  et  ne 
passant  par  aucun  point  critique  de  F  (a;),  donne,  au 
retour  de  la  variable  au  point  x  de  départ^  la  dij^é- 
rence  au  point  x  des  valeurs  de  deux  des  fonctions  en 
lesquelles  se  décompose  Y{x),  dijjcrence  qui  est  nullr 
au  point  critique  considéré . 

Ce  tliéorènie,  (jui  est  une   conséquence  de   l'identité 


i-/      .         /'''<;/F(.TJ    , 


sous  certaines  conditions  de  continuité  de  variation  de 
la  variable  et  di;  la  fonction,  peut  être  étendu,  par  le 
moyen  de  notre  lormulc,  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables;  car  notre  formule  lournil  une  intégration 
méthodique  de  la  dillérenlielle  totale  <;t  donne,  par  cou- 


(  3oG  ) 
séquent,  le  moyeu  de  calculer  la  difïerence 

F(a7],.r.,.  .  .  .,  .r„)  —  F(a,,  a,,  ..  .,  a„  ) 

et,  par  suite,  la  difïerence  des  valeurs  au  même  point 
(.r, ,  Xo,  .  .  .  j  x,i)  de  deux  des  fonctions  en  lesquelles  se 
décompose  la  fonction  F; 

C'est  sous  ce  seul  point  de  vue,  croyons-nous,  que  le 
théorème  de  Caucliy  peut  être  étendu  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables  et  donner  pour  celles-ci  les  nom- 
breuses applications  qu'on  en  a  faites  dans  le  cas  d'une 
seule  variable,  telles  que,  par  exemple,  la  décomposi- 
tion d'une  fonction  en  un  produit  de  facteurs  pri- 
miaires. 

jN  ous  nous  contentons  d'indiquer  dans  cette  Note  cette 
application  de  notre  formule,  et  cette  intei^prétation  du 
théorème  de  Cauchy,  car  leur  démonstration  exige,  au 
préalable,  une  étude  approfondie  des  systèmes  critiques 
des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

D'une  manière  générale,  notre  formule  est  destinée  à 
prendre,  dans  la  théorie  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables, la  place  que  prend  la  formule 

dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  seule  variable. 


[Hlld]  [J4a] 
SUR  LA  COMERGENCE  DES  SURSTITITIO^S  IIMFORMES; 

Pau  m.  E.-M.  LÉAIERAY. 


Oji  sait  que   si  y  désigne  une   fonction  holomorphe 
ou  méromorphe,  la  substitution 


(    ■■^o-    ) 
répétée  indétîiiiment  fournit  une  suite  de  fonctionsyi;, 
f'X^  .  .  . ,  qui,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  prennent 
des  valeurs  pouvant  présenter  trois  cas  : 

i"  Elles  croissent  ou  décroissent  sans  limite. 

2"  Elles  tendent  vers   Ji  limites   distinctes    qui   sont 
racines  de  l'équation 

/"x  —  a?  =  o, 

et  l'on  sait  qu'à  partir  d'un  nombre  suffisant  d'itéra- 
tions, la  période  de  convergence  est  Ji,  c'est-à-dire  que 
les  indices  d'itération  des  fonctions  qui  tendent  vers 
une  des  71  limites  suivent  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  est  n. 

3"  Ou  enfin  elles  tendent  vers  une  seule  limite  qui 
est  racine  de 

(  I  ;  fx  —  3^  =  o  ; 

c'est  le  cas  précédent  où  les  /i  limites  sont  égales.  La 
convergence  peut  alors  avoir  pour  période  soit  un 
nombre  entier  /;i,  soit  l'unité.  Soit  a  un  point-racine 
de  l'équation  (i)  :  on  sait  que  si  l'on  a  (  '  ) 


mod 


l dfx  , 


il  existe  autour  du  point  a  un  domaine  dans  lequel,  x 
étant  pris,  il  j  aura  convergence.  Je  me  propose  d'étu- 
dier le  cas  où  ce  module  est  égal  à  l'unité  ;  je  suppose 
que  la  valeur  x  =  «  n'a  d'autre  particularité  que  d'an- 
nuler la  fonction /.r  —  x  et  quelques-unes  de  ses  déri- 
vées. Avant  d'étudier  le  cas  d'une  seule  limite,  il  faut 
faire  quelques  remarques  sur  le  cas  de  11  limites.  I^'é([ua- 


(')  Kœnigs,  Sur  certaines  équations  fonctionnelles  (Annales  de 
V École  Normale,  \W\\  Supplément) 


(  :io8  ) 

tlOll 

/'".r  —  rr  =  () 

a  d'abord  pour  racines  celles  de  (  i)  et,  en  général,  celles 
de  /'"^x  —  X  =  G,  m  étant  un  diviseur  de  n\  elle  a 
aussi  des  racines  qui  lui  sont  propres  :  elles  sont  dites 
d'indice  n,  et  forment  des  groupes  de  racines  cohérentes. 
Telles  sont  les  racines  a,,  a^.,  ..  .,  y.,,  satisfaisant  aux 
relations 

L'équation  peut  admettre  d'autres  racines  coliérentes 
d'indice  n\  jj,,  jïJo,  •  •  •,  l^/o  satisfaisant  aux  mêmes  rela- 
tions. Elles  sont  toutes  distinctes  des  précédentes  ou 
elles  leur  sont  égales.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 

ait 

\i.=  y.  p^'^q        et        a^+,  >  ^^+1  : 

on  en  tirerait 

la  l'onction  /'admettrait  ])lus  d'une  détermijiation  pour 
une  même  valeur  de  la  variable,  ce  qui  est  contraire  à 
notre  hypothèse.  Pour  la  même  raison,  si,  dans  un 
groupe  de  racines  cohérentes,  il  y  en  a  p  égales  entre 
elles,  les  autres   seront  aussi  égales/^  à  /7,  et  le  groupe 

sera  en  réalité  un  groupe  de  -  racines  cohérentes,  re- 
pété p  fois,  de  l'éfjuation 

u 
fPX X  =  O, 

et  réciproquement.  Si,  en  particulier,  lune  des  racines 
est  égale  à  a  racine  <\e  fx  —  x  =  o,  il  en  sera  de  même 
pour  toutes  les  autres. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  dérivée  de  la 
fonction   donnée    prend,    au    point    racine,  une   valeur 


(  3o9  ) 

dont  le  module  est  i,    et  l'aieument  ^^^-^j  A   et  ii  étant 

'='  Il 

premiers  entre  eux;  on  a  toujours,  comme  l'on  sait, 
/dfPx\     _  / dfx\r 

\      dx     j  a~    \    dx  )  a 

Désignons  généralement  par  j^^.  la  fonction  f^x^  et 
écrivons  la  suite  des  différentes  itératives,  en  plaçant 
sur  une  même  ligne  celles  qui  admettent  au  point-ra- 
cine des  dérivées  égales  ;   on  obtient  le  Tableau  suivant 


^(ouj^o)     y,i 

y -m     ■ . 

y'jn 

y\        yn+i. 



yqn+l 

J2 

yn-i      y-in-i    j(7-+-n«-i     •••; 

l'ensemble  de  toutes  les  colonnes  donne  la  suite  de 
toutes  les  itératives  et  les  fonctions  formant  la  (7/ -f-i  )"'"'" 
ligne  ont  pour  dérivée  au  point-racine 

e    "    ^      . 

Les  termes  d'une  même  colonne  sont  liés  entre  eux 
par  les  relations 

Par  suite  si,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  les  va- 
leurs des  termes  d'une  même  ligne  tendent  vers  une 
limite  unique,  il  en  sera  de  même  pour  les  autres 
lignes;  on  auia 

j'v«+i  =  fy  (q  ^\)n~-i  ; 

les  relations  ci-dessus  formeront  un  cycle  fermé,  et 
l'ensemble  des  n  limites  constituera  un  groupe  de  ra- 
cines cohérentes. 

Si,  en  particulier,  une  de  ces  limites  est  «,-il  en  sera 

Ann.  de  Uathéntat.,  i'  série,  l.  XVI.  (Juillet   iH',17.)  20 


(    '^'o  ) 
de  mémo  des  autres  et  l'ensemble  convergera  vers  a.  \\ 
nous  suffit  donc  de  chercher  sous  quelles  conditions  les 
termes  d'une  quelconque  des  lignes  convergeront  vers  a. 

Parmi  les  lignes  du  Tableau  ci-dessus,  je  choisirai  la 
première  dont  les  termes  jouissent  de  la  propriété  sui- 
vante : 

Si,  en  un  point-racine  de  l'équation^j^  —  x  =  o,  la  dé- 
rivée -j—  a    une   valeur   de    module    i    et   d'argument 

^     A  et  11  étant  premiers  entre  eux,  les  n  premières 

dérivées  de  la  fonctiony^o:  —  x  au  même  point  seront 
nulles,  quelles  que  soient  les  dérivées  de  la  fonction /Ir 
pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  infinies.  Il  en  sera  de 
même  pour  /-"x,/^"x,   .... 

En  ellet,  pour  la  dérivée  première,  on  a 

dx       la 

En  ce  qui  concerne  les  autres  dérivées,  je  me  repor- 
terai aux  formules  données  par  M.  Korkine  (  '  ).  Comme 
1  on  a,  par  définition, 

<2)  //« {x  —  a)=f  "./•(  .r  -  a  ) , 

en  posant 

fi^x  —  a)=^ai(x  —  a  )',         f"{x—a  }  =  ^  ay  (  .r  —  a)J , 


ou 


(d'fx. 
\    dxi    )a 


dJf'^x 
dxJ 


(')  Sur  un  problème  d'interpolation  {Bulletin  des  Se.  matli.. 
1882;  I"'  Partie)  Je  suis  obligé  de  modifier  légèrement  les  notations 
de  l'auteur.' 


(  3.1    ) 
L'équation  (^)  peut  s'éciii'c 

Eu  égalant  Jes  coeliicients  des  mètues  puissancL's  de 
X  —  n  dans  Jes  deux  membres,  on  a  des  é(| nations  qui 
permettent  de  déterminer  a^,  a^,  ...,  et  en  tenant 
compte  de  ce  que  a,  est  égal  à  a'[,  ces  coefficients  s'ex- 
priment en  fonction  de  n.  Je  ne  rappellerai  pas  ces  for- 
mules ;  pour  ce  qni  suit,  il  sudit  de  remarquer  que  cha- 
cun de  ces  coefficients  est  de  la  foime 

a;',„  =  svr(«'/-i)^, 

S  représentant  une  somme  lin  le  de  Iciiues  dans  les- 
quels W  est  un  monôme  en  «,,  a.^-,  •  .  . ,  «/j,  l'exposant 
de  plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  nul  ;  P  un  po- 
lynôme en  n'I;  Q  un  produit  de  facteurs  binômes  de  la 
forme  nf —  i,  la  plus  grande  valeur  que  puisse  [)rendre 
f/  étant  j?  —  I .  Cela  posé,  et  dans  l'hypothèse 

2/,-7t    , 

/■«,  =  e   "         , 

toutes  les  fois  que  dans  l'expression  de  a."',  lindice  île 
dérivation /?  sera  non  supérieur  à  l'indice  d'itération  fi, 
aucun  des  binômes  dont  le  produit  est  Q  ne  sera  mil, 
car  le  pren\ier  qui  puisse  s'annuler,  savoii"  «','  —  i,  n'y 
ligure  pas.  Ouant  au  facteur  n"  —  i ,  il  est  nul  ^  chacun 
des  ternies  d(;   la   somme  est   donc   nul    ('),    ce  qui  dé- 

(')  Si  l'on  ronsiclt'rr'  l;i  déi-ivéc  ( /? -1- r)'''"'',  rUr  s«'  [irôsciili'  sous 
lu  forme  -;  sa  vraie  valeur,  que  l'on  auraii  farilcineiil,  ne  sera  nulK- 
(|ue  s'il  existe  rertaincs  relalions  cnlro  les  cocITicicnls  a  .  a 


(  ^t^  ) 

nioiilre  la  proposition.  Ou  a  donc 

y,i  —  a  =  X  —-  a  -^ :  ix  —  a  )"-^i  —  .  . 

où  A„^,  désigne  la  valeur,  au  point-racine,  de  la  dérivée 
{n  -\-  i)""""  de  )•«.  On  aura  aussi,  eu  général, 

j,^4-i,«-  «  =y,,n-a  -r-  ~^  (y.m  —  ay^^^—.  ... 

Pour  qu'il  v  ait  convergence,  il  faut  que  si  u  est  l'af- 
tixe  d'une  itérative  de  la  fonction  f'^x,  supposé  à  une 
distance  iiiGnimenl  petite  p  du  point  a,  l'aftixe  /<i  delà 
fonction  itérative  suivante  soit  à  une  distance  O)  de  a 
plus  petite  que  p  ;   autrement  dit  (jue  l'on  ait 


t  pouvant  être  infiniment  petit  mais  positif.    Par  suite, 
si  Ton  pose 

u  —  a^pe'i'^^,         ?<,  —  «  =  Si  gfJ.^^,         A„4-i  =  Re'^^-^, 

on  aura 

Rgwv'^  ^  ^_ 

(  /t  -h  I  )  !  ' 
et  il  faudra  avoir 

mod  [06^^=^"+    ^^?""\  e[(^^Oi+i)f)]^~il  <  0 

ce  qui  devient,  en  négligeant  les  puissances  supérieures 
dep, 

COSl'lO  H-  «0)  <  I, 


'     ^  (n-r-ï)l 
L 

cosf  (ij  -\-  nf))  <i  o. 

Ainsi,  il  faudia  <|u'à  partir  d  une  valeur  sulfisanimcnt 


I 


(  OI3  ) 

grande  de  Tindice  d'iléralion,  on  ail  coiislaiumeiil 


(2A 


(  2  A  -r-  I  j   -   


>o> 


n 


^'  ,  h  T. 

-  >  0  >  — 


Par  conséquent,  à  une  dislance  iniininienl  petite  de  a, 
le  domaine  de   convergence  sera  composé  d'un  secteui- 

S,  d'amplitude  —  ?  compris  entre   les  demi-droites   «L, 


Fis. 


rtL' faisant  avec  l'axe  réel,  les  angles  — 


2  (0     .0  7:  —  i  oj 


et 


ainsi  que  des  n  —  i  secteurs  obtenus  en  faisant  tourner 

le  secteur  S  des  angles  — ^ ?  2  —  ?  •  •  •  {n  ~  w  — •    Entre 
^         n  n  n 

deux  secteurs  de  convergence  consécutifs,   il  existe  un 

secteur  de  même  amplitude  —  dans  lequel  0  ne  doit  pas 

être  pris.  On  voit  aussi  qu'à  tout  secteur  de  conver- 
gence correspond  un  secteur  opposé  par  le  sommet  (jui 
sera  secteur  de  convergence  ou  non  suivant  que  n  est 
pair  ou  impair.  Si  l'on  sait  inverser  la  fbnclionyx,  les 
secteurs  de  divergence  de  la  substitution  (.r,  /"".r)  se- 
l'oni  secteurs  de  conver^i'nce  de  f.r,  f".r'):  mais  f~"x 


(  3.4  ) 

adinctlaiil,  eu  général,  plusieurs  délenuinalions^  on 
n'aura  convergence  vers  a  que  si  l'on  choisit,  parmi  ces 
déterminations,  celle  qui  se  trouvera  dans  le  domaine 
de  a.  Considérons  maintenant,  non  plus  la  substitution 
(or,   f"x.^)   mais   toute   autre  sub;«titution    (a-,  /""^'^x); 

si  (-)  est  un  angle  limite  pour  la  première  B  H —  sera  un 

angle  limite  pour  la  seconde;  par  suite,  tout  secteur  de 
convergence  pour^''^,  l'est  aussi  pour /'"+'''^,  et  fina- 
lement/"x.  On  arrive  ainsi  à  ce  résultat  remarquable  : 
(juand  le  module  de  la  dérivée  est  plus  petit  que  i,  la 
surface  entière  du  cercle  infiniment  petit  décrit  autour 
de  a  comme  centre  donne  convergence  pour  la  substi- 
tution directe  et  divergence  pour  la  substitution  inverse; 
quand  le  module  est  égal  à  i,  une  moitié  de  la  surface 
du  cercle  donne  convergence  pour  la  substitution  di- 
recte, divergence  pour  la  substitulioninverse,  l'autre 
moitié  j)roduit  l'efTct  contraire;  enfin,  quand  le  module 
est  plus  grand  (jue  J,  la  surface  entière  du  cercle  donne 
divergence  pour  la  substitution  directe,  convergence 
pour  la  substitution  inverse;  à  cause  des  détermina- 
tions multiples  de  la  fonction  inverse,  la  convergence 
par  la  substitution  correspondante  sera  d'une  applica- 
tion délicate. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  comparer  les  résultats  ci- 
dessus  avec  ceux  qu'on  obtient  directement  en  considé- 
rant le  cas  où  la  racine  est  réelle  ainsi  que  les  dérivées 
f'^"'>a.  Supposoïis  la  dérivée  première  égale  à  i  au 
point-racine  et  la  dérivée  seconde  différente  de  zéro 
{Jig-  2  et  3). 

Le  cliemiji  biisé  rectangulaire,  dont  les  sommets  sont 
alternativement  sur  la  courlie  y  =Jx  et  sur  la  droite 
r=.r  et  parcouru  de  telle  soi-te  qu'on  aille  de  la 
courbe  à    la  droite  par  une  parallèle  à  Ox.,  représente 


(    ^>'3     ) 

par   les   ordonnées  des  points  i,   2,  3,  ...    iu»  valeurs 

des  itératives  successives,  la  valeur  iniiiate  étant  .r  ^  on 

a,  en  effet. 

Ordonnée  de  i  =fx. 

Ordonnée  de  2  =y(ordonnée  de  i)  ^f-x. 

Pour  que  les  valeurs  de  ces  ordonnées  convergent 
vers  «,  il  faut  que,  si  la  courbe  a  ses  ordonnées  supé- 
rieures à  celles  de  la  bissectrice  des  axes,  le  point  de 
départ  soit  situé   à  gauche  de  a[Jig.  2).   Dans   le  cas 


¥\i 


y=/:tv 


contraire,  il  devra  être  pris  à  droite  de  ce  point  (/?o  •  3)  ; 
par  conséquent,  les  différences /x  —  .r,  et  x  —  a  doi- 
vent avoir  des  signes  contraires,  ce  qui  revient  à  la  con- 
dition 

•^^-"<o, 


comme  on  peut  écrire 
on  devra  avoir 


{x  —  «)- 


f"  a(x  —  «)<(>; 

ce  qui  n'est,  comme  on  peut  le  vérifier,  (ju'une  consé- 
quence de  la  condition  générale  cos(to  +  nh)  <^  o. 
Si  la  dérivée  première  fa  est  égale  à  —  1  iji^;-  4  ^'t  ^>)> 


(  '^'^^  ) 

on  voit  que  les  valeurs  des  ordonnées  des  points  i,  3, 
5,  .  .  . ,  2,   4,  C,    ...    convergeront  vers  «,  si   le  rayon 

Fig.  5. 


de  courbure  /■  décroît  quand  on  passe  au  point  de  con- 
tact ;  on  doit  donc  avoir 


[dr 


<o, 


V  dx  )  a 

ce  qui,  après  réduction,  équivaut  à 

3(/"rt)2 +•>./'"(«)  >o; 

c'est  la  condition  à  laquelle  on  arrive  encore  en  écri- 
vant qu'à  gauche  du  point  de  contact  f-x  est  plus 
grande  que  a:,  et  qu'à  droite/-^  est  plus  petite  que  x\ 
autrement  dit,  que  l'on  a 


En  elîél,  on  peut  écrire 

/*- X  —  a  ^=  f^' a{x  —  ft)  -^  f-"  fi 
Or  f'-x  ^=fjx,  par  suite 

df'-x  _  df-x  dfx 
dx  d  fx     dx 


(X  —  a)- 


et 


d-^px  _  dpx  d'-fx  ^  d\f'x  /  </>y  . 
dx^      "    dfx    ~dx^  ~    dfx-'    \    dx 


(  3i7  ) 
pour  X  =  a^  on  a 

■^  \    df.T  la  \    dx    la  \dfx-^  1  a  \   dx'-    j a 

on  a,  par  conséquenl, 
[df'-x\        ,  r,      ,  /d^f-^x\ 

On  vérifie  ainsi  que  la  dérivée  seconde  de  la  fonction 
f^x  s'annule  pour  j:  =  a. 

Pour  la  dérivée  troisième,  on  a 

d\px  _  d^fx  df'-x 
dz^  dx^     dfx 

^  d'-px  d\fx  dfx        d\f''X   /dfx 
dfx^      dx-      dx  dfx'^    \  dx 

cl,  pour  j;  =  rt,  il  viendra 

/-'"  «  =  —  2  /'"  a  —  lt{f"  a  )'^  ; 

nous  aurons  donc 

/2.r  =  x  —  [î/   a  —  3(f  a  f-  \ -^ ^ .  .  . . 


et  la  condition 

/  ■-  X  —  x 

■- <o 

X  —  a 

deviendra  bien 

[—  a/'" rt  —  3  ( /" a  Y  \{x  —  a  V-  <  o     on     •)./'" a  —  \(f"d)-  >  o  : 

elle  rentre  encore  dans  la  condition  générale. 

Considérons  maintenant  les  cas  où  la  première  déri- 
vée qui  ne  s'annule  paspour.r=rrt  est  d'ordre  quel- 
conque. Si  elle  est  d'ordre  pair  {fig-  2  et  3),  il  y  aura 
("onvergencc  soit  à  droite  de  a .  soit  à  gauche.  Si  elle  est 
d'ordre  impair  (  //^.  <3  et  7)  elle  peut  être  négative 
ilig,-  <>)  et  la  substitution  (x,fx^  sera  convergente  ;"i 
droite  de  «  cl   aussi   à  gauclic.    I)  après  l'analNse  gcné- 


(3-8) 
raie,  on  Irouve  en  elïet  deux  secteurs  de  convergence 
opposés  par  le  sommet  et  comprenant  les  directions 
fj  =  o  et  6  =;  7c.  Quand  la  dérivée  considérée  est  posi- 
tive [lig-  7)  le  graphique  montre  (ju'il  y  a  divergence, 
Fig.  6.  Fig.  7- 


(jue  X  soit  plus  grand  que  «,  ou  qu'il  soit  plus  petit.  En 
etîet,  les  secteurs  de  convergence,  encore  opposés  par  le 
sommet,  ne  comprennent  ni  l'un,  ni  l'autre  les  direc- 
tions 0  =  0  et  9  =  71.  On  ne  pourra  donc  converger 
vers  rt,  par  la  substitution  directe,  qu'en  partant  de  va- 
leurs imaginaires  de  x  convenablement  choisies.   Soit, 

par  exemple, 

fx  =^  X  -\-  {x  —  ay  ', 


il  y  a  deux   secteurs  de  convergence  de  y  à 


3t:         ,     57: 
—  et  de  -— 

4  4 


On    pourra    faire,   par   exemple,    f):==-'    EtJ    elïet, 

T.     , 

soit  X  —  a::=  oe'^        =0  V,' —  i  •  On  aura 

fx  —  a  =(p  — p-^)v/— I. 

Si  0  est  très  petit,  compris  par  suite  entre  o  et  1 ,  il 
y  aura  convergence,  car  le  module  Oi=-o  —  p'*  de 
fx  —  a  est  plus  petit  que  le  module  p  de  ;r  —  a. 

A  distance  finie  de  a,  les  secteurs  de  convergence 
sont  limités  par  des  courbes  tangentes  en  a  aux  droites 


(  •^>9  ) 
limites.  Quant,  au  rayon  de  convergence,  il  dépendra 
de  la  fonction  donnée  et  devra  être  étudié  dans  chaque 
cas  particulier;  il  est  clair  que  le  domaine  ainsi  défini 
ne  devra  contenir  aucune  autre  racine  soit  de  l'éqna- 
tion^lr  —  X  =  o,  soit  de  toute  autre  équation 

fP  X  —  T  =  O. 

Si,  par  exemple,  une  fonction  satisfait  à  l'équation  fonc- 
tionnelle 

(3  )  o"'  jr  —  .r  =  o, 

et  si  a  désigne  une  racine  de  l'équation 

'SX  —  ,r  =  o. 

le  domaine  de  convergence  autour  de  a  sera  d'un  rayon 
infiniment  petit,  car  si  près  qu'on  se  place  de  a  on  ren- 
contrera, avant  d'y  arriver,  une  infinité  de  racines  de 
l'équation  (3)  :  il  ne  peut  donc  y  avoir  convergence. 


[08b] 

mn  SIR  LES  DÉPLACEMENTS  D'Ui\E  FIGL'HE  IWARiABLE; 

Par   m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Je  me  propose  d'indiquer  une  méthode  simple  et 
uniforme  pour  démontrer  le  théorème  fondamental  sur 
les  déplacements  finis  d'une  figure  dans  un  plan  ou 
d'un  solide  dans  l'espace  :  elle  repose  sur  une  consi- 
dération analogue  à  celle  dont  se  sert  M.  Kœ;iigs  pour 
établir  le  caractère  du  déplacement  élémentaire  d'un 
solide.  J'ajouterai  quelques  remarques  se  rapportant  à 
l'une  des  propriétés  caractéristiques  de  l'hélice. 

Supposons  dabord  qu'il  s'agisse  d'amener  une  ligure 
plane   F   d'une   position    donnée   à   un   aulte  dans  son 


(  -^20  ) 
plan  :  il  suffit,  comme  on  sait,  d'amener  deux  de  ses 
points  dans  la  position  qu'ils  doivent  occuper.  Prenons 
arbitrairement  le  premier  de  ces  points  et  soient  A,  B 
ses  positions  initiale  et  finale  dans  le  plan  fixe  :  pour 
second  point,  je  choisis  celui  qui  se  trouve  d'abord  en 
I^  et  qui  doit  venir  en  un  point  C  toujours  bien  déter- 
miné :  les  droites  AB,  BC  sont  nécessairement  égales. 
Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  passant  par  les 
points  A,  B,  C  ;  il  est  clair  qu'en  faisant  tourner  le 
triangle  OAB  autour  du  centre  O,  on  peut  l'amener  en 
coïncidence  avec  son  égal  OBC,  entraînant  la  ligure  à 
déplacer.  Si  les  points  A,  B,  C  étaient  en  ligne  droite, 
ce  serait  par  une  translation  AB  qu'on  pourrait  réaliser 
le  déplacement  donné  de  F. 

Un  raisonnement  analogue  montrerait  qu'une  rota- 
tion suffit  pour  imprimer  un  déplacement  donné  à  une 
iigure  sur  une  sphère. 

Supposons  maintenant  (|u'ou  veuille  donner  un  dé- 
placement déterminé  à  un  solide  S  :  soient  dans  l'espace 
A,  B  les  positions  que  doit  prendre  successivement  un 
de  ses  points  choisi  arbiti-airement  ;  le  point  qui  se 
trouve  d'abord  en  B  devra  venir  en  un  point  C  qu'on 
doit  regarder  comme  connu;  de  même  le  point  situé 
d'abord  en  C  occupera  une  position  D  quand  S  sera 
dans  sa  seconde  position.  Il  suffirait  d'amener  les  trois 
points  considérés  des  positions  A,  B,  C  en  B,  C,  D 
pour  donner  à  S  le  déplacement  voulu.  11  y  a  néces- 
sairement égalité  entre  les  droites  AB,  BC,  CD,  comme 
entre  les  angles  ABC,  BCD.  Soient  PQ  la  perpendicu- 
laire commune  aux  bissectrices  BB',  CC  de  ces  angles 
Cl  pabcd  la  projection  de  la  figure  PQABCD  sur  un 
plan  normal  à  PQ  en  son  milieu.  Les  angles /7Z»c,  /}cb 
sont  égaux  comme  mesurant  des  dièdres  homologues 
dans  les  trièdres  BPC/»,  COlîf  dont  les  faces  sont  res- 


(  3'M  ) 
[)eclivement  égales;  donc/7^  est  égal  à  /;c.  D'autre  part, 
PB  étant  perpendiculaire  au  milieu  de  AC,  pb  l'est  au 
milieu  de  «c,  pa  est  égal  à  pc  et  les  projections  de  BA 
et  de  BC  sur  la  direction  de  PQ  sont  égales  5  la  projec- 
tion de  CD  aura  aussi  la  même  grandeur  et  pb  est  égal 
à  pd.  De  ce  qui  précède,    il   résulte  que  les  points  A, 

B,  C,  D  sont  situés  sur  un  cylindre  de  révolution  au- 
tour de  PQ  et  même  sur  une  hélice  tracée  sur  ce  cy- 
lindre :  il  sullit  de  faire  glisseï-  le  long  de  cette  courbe 
les  trois  points  considérés  pour  qu'ils  passent  de  A,  B, 
C  en  B,  C,  D,  entraînant  S  dans  leur  mouvement  héli- 
coïdal. Par  les  points  A,  B,  C,  D  on  pourrait  faire  pas- 
ser une  infinité  d'hélices,  mais  on  se  borne  à  celle  dont 
l'arc  AB  est  moindre  qu'une  spire.  Si  les  quatre  points 
étaient  en  ligne  droite,  on  pourrait  obtenir  le  déplace- 
ment de  S  en  le  faisant  glisser  le  long  de  AB  et  tourner 
autour  de  cette  droite  :  c'est  toujours  un  mouvement 
hélicoïdal. 

Outre  les  trois  points  situés  primitivement  en  A,  B, 

C,  nous  en  pourrions  prendre  dans  S  une  série  d'autres, 
choisis  d'une  manière  analogue  :  celui  cjui,  d'abord  si- 
tué en  D,  doit  passer  en  un  point  déterminé  E,  celui 
qui  part  de  E  et  ainsi  de  suite;  on  formerait  une  ligne 
brisée  qui,  de  la  position  ABCDI'. .  .  .(  î  passerait  en 
r)CDE...GlI.  Non  seulement  les  côtés  et  les  angles 
doivent  être  égaux,  mais  aussi  les  dièdres  BCAD, 
CDBE,  ...  ;  une  telle  ligne  peut  être  appelée  ligne  bri- 
sée régulière  gauche  à  torsion  constante.  On  voit  aisé- 
ment que  les  droites  CB,  CD,  les  plans  CBA,  CDE, 
enfin  les  bissectrices  BB',  DD'  sont  symétriques  par  rap- 
port à  ce  ;  la  perpendiculaire  commune  à  CC  et  à  DD' 
est  dans  le  prolongement  de  V{),  et  l'hélice  que  nous 
avons  vue  passer  par  A,  B,  C,  D  passe  par  E  et,  de 
proche  en  proche,  par  tous  h-s  sommets  de  la  ligne  hri- 


(  '^^^  ) 

sée.  Eu  supposant  les  côtés  inliiiiment  nombreux  et 
infiniment  petits,  celte  ligne  devientlrail  une  courbe  à 
courbure  et  à  torsion  constantes,  qui  ne  diirérerail  pas 
d'une  béb'ce. 

J'établirai  enfin  deux  relations  simples  entre  les  élé- 
ments de  la  figure  PQABCD.  Soient  .M  le  milieu  de  BC, 
a  la  longueur  MC,  i8o° —  2  a  l'angle  BCD,  2  [ÎJ  le  dièdre 
BCAD,  0  l'angle  de  BG  avec  PQ,  R  le  rayon  du  cy- 
lindre contenant  les  points  A,  B,  C,  D.  Si,  dans  le  plan 
BCD,  je  mène  à  MC  une  perpendiculaire  MO  qui  ren- 
contre ce/  au  poit)t  O,  l'aurai 

MO  racola.  GO  = -^^  • 

sin  a 

Supposons  PQ  vertical  et  projetons  sui'  un  plan  ver- 
tical, parallèle  à  BC  :  MC  se  projette  en  vraie  grandeur 
suivant  m' c' -^  la  bissectrice  CQL)  a  sa  projection  c' cj' o' 
liorizonlale;  enfin,  la  projection  ni  o'  de  MO  est, per- 
pendiculaire sur  m' c' .  Le  dièdre  BCG/»',  moitié  d<; 
lîCAD,  a  pour  mesure  l'angle  de  MO  avec  la  pei-pendi- 
culaire  Mm'  au  plan  vertical,  et  Ton  a 

m'  o'  =  MO  sin  3  =  a  cot  a  sin  ^  ; 

or,  dans  le  triangle  ui  o' c ,  l'angle  o'  est  égal  à  0  et  7n' o' 
à  a  cotO  :  on  a  donc 

col  Û  =  col  a  sin  3. 

Quant  à  Pt  ou  CQ,  son  rapj)oit  avec  CO  est  égal  à 
celui  de  leurs  projections  et  Ton  a,  sans  difficulté, 

R  =  CO^i;  =  -^sin'-e. 

Si  l'on  passe  au  cas  limite  de  ihélice,  les  deux  dei- 
nières  formules  conduisent  aux  deux  relations  bien  con- 
nues 

colO  =  i-,  I^  =:  0  sin- 6. 


(  «^^^  ) 

[R8c3] 
SUR  LA  STADILITÉ  D'IM  TOUPIE  QUI  DORT  (SLEEPING); 

liésuiné    d'une    Conférence   failc    devant    la    Sociclé    nialliématiquc 

américaine 

à  la  réunion  de  Princeton,  le  17  octobre  1896, 

Par  m.  Félix  KLEIN. 


{Bulletin  of  llie  anierican   inatheinatical   Society,   i"^  séries, 
Vol.  III,  n"  4,  p-  i2g-i32.  New- York,  janvier  1897.) 


Traduit  par  M.  L.  LA.UGEL. 

Dans  les  quatre  Conférei)ces.(  '  ^  de  la  première  par- 
tie de  la  semaine,  je  me  suis  efForcé  de  simplifier  les 
formules  relatives  au  mouvement  de  la  toupie,  en  pro- 
fitant des  méthodes  de  la  théorie  moderne  des  fonctions. 
En  traitant  ce  problème  j'ai  été  surtout  influencé  par 
celte  considération  cju'il  eât  désirable  de  renforcer  des 
deux  parts  les  relations  entre  les  Mathématiques  pures 
et  la  Mécanique. 

Je  vais,  aujourd'hui,  considérer,  au  même  point  de 
vue,  une  question  beaucoup  plus  élémentaire,  maisfjui, 
précisément  pour  cette  raison,  servira  de  type  pour 
nombre  de  problèmes  de  ce  genre  ;  c'est  le  problème 
relatif  à  la  stabilité  d'une  toupie  animée  d'un  juoiive- 
ment  de  rotation  autour  d'un  axe  dirigé  en  l'air  verti- 
calement. Nous  supposerons   le   point   de  support  fixe. 


(')  Quatre  Conférences  «  Sur  la  Théorie  de  la  Toupie»,  faites  par 
M.  Klein,  à  l'invitation  de  l'Universilé  de  Princeton,  à  l'occasion  de 
son   iSo"  anniversaire. 


(  3^  ) 
S'il  élait  mobile  sur   un   plan  horizontal,    les  formules 
seraient  un  peu  plus  compliquées,  mais  le  résultat  final 
serait  tout  pareil  à  celui  dans  le  cas  spécial. 

Lorsque  la  rotation  est  très  rapide  la  toupie  se  com- 
porte comme  si  l'axe  était  maintenu  fixe  par  une  force 
spéciale.  Cette  idée  a  été  employée  par  Foucault,  par 
exemple,  en  i85i;  mais  regarder  cette  idée  comme 
étant  un  principe  de  Mécanique  indépendant  est,  cela 
va  sans  dire,  une  absurdité. 

La  méthode  habituelle  au  moyen  de  laquelle  on  at- 
taque le  problème  est  celle  des  petites  oscillations. 
Soient  x,j\es  coordonnées  horizontales  du  point  de 
support  de  la  toupie,  ii  la  vitesse  de  rotation  et  P  le 
moment  du  poids  de  la  toupie;  alors,  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  de  x  et  y,  nous  obtenons  les 
équations  diiïérentielles  linéaires  homogènes  suivantes 
à  coefficients  constants 

x"  -^  Il  y' —  P  X  ^  o, 
y" —  )ix' —  V  y  =  o. 

Dans  ces  équations,  les  termes  en  x' et  jk' sont  dits 
les  termes  gyroscopiques.  Les  solutions  des  équations 
renferment  l'exposant  caractéristique 


.  ^  ±  in  ±  s/JV 


Relativement  à  la  forme  de  cet  exposant,  l'on  dis- 
tingue d'habitude  deux  cas  :  le  cas  stable,  n-  ^  4  P^  et 
le  cas  instable  n-^4P;  l'on  conclut  alors  de  la  discus- 
sion que,  dans  le  premier  cas,  ont  lieu  actuellement  des 
oscillations  autour  de  la  position  d'équilibre,  tandis  que, 
dans  le  second,  l'axe  s'écarte  indéfiniment  de  la  position 
d'équilibre. 


(  3.5  ) 
Dans  le  cas  stable,  nous  obtenons 


Ht      .        /n2— 4P 
X  ^=  a  cos  —  *'"  1/  ; '• 


2 


.     nt      .        /«2— 4P 
r  =  asin sini/  t, 

où  a  est  une  constante  d'intégration. 

Je  conserverai  les  désignations  stable  et  instable  poul- 
ies cas  respectifs  n-~^  \ï*  et  /i- S  4  P?  et  j'exaniiner-ai 
si  le  mouvement  correspond  véritablement  à  l'acception 
habituelle  que  l'on  donne  à  ces  mots. 

Dès  le  début,  cette  méthode  des  petites  oscillations 
prêle  à  une  critique  sévère.  Dans  le  cas  dit  instable, 
elle  est  en  contradiction  directe  avec  elle-même,  car  les 
quantités  qui,  dans  la  formation  de  l'équation  diffé- 
rentielle, sont  supposées  être  petites,  deviennent 
grandes  après  l'intégration  de  l'équation.  Par  consé- 
quent, il  n'y  a  absolument  aucune  raison  pour  regarder 
les  résultats  comme  étant  une  approximation  des  condi- 
tions véritables.  Et  dans  le  cas  stable  même,  la  méthode 
ne  repose  pas  sur  une  base  solide. 

M.  Poincaré,  dans  les  questions  correspondantes  du 
domaine  de  l'Astronomie,  pousse  les  développements  en 
séries  jusqu'aux  ternies  plus  élevés.  Mais,  même  si 
nous  admettons  que  les  séries  soient  convergentes,  leur 
région  de  convergence  s'élend-elle  suffisamment  pour 
<]ue  l'on  puisse  de  ces  séries  déduire  le  véritable  carac- 
tère du  mouvement?  Dans  le  cas  de  la  toupie,  nous 
n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  la  discussion  labo- 
rieuse de  cette  question,  car  l'intégration  complète  peut 
être  etfectuée  sous  forme  explicite. 

Je  propose  de  traiter  le  problème  de  la  manière  sui- 
vante. Pour  simplifier  nous  supposerons  que  les  mo- 
ments d'inertie  de  la   toupie    par    rapport    à   ces   axes 

Ann.  de  Mathéinat.,  Z'  série,  l.  XVI.  (Juillet  1897.)  il 


(  ••^26  ) 
principaux  sont  égaux  à  i.   L'axe  élaiit  piiinilivemenl 
verlical,    soient  2»  et  W  les  angles  polaires    à  l'instant 
quelconque  t,  et  soit  cos  S?  =  u. 


Les  formules  d'iiilégralion  sont  alors 
du  „,  r         du 


fw     Sô. 


I  )  v/u 

ou 

u  =  ■i.(ii  —  \  )[n-  -h  (  Vu  —  n)  (u  —  i)\. 

L'extrémité  supérieure  de  l'axe  (Vapex  de  la  tou- 
pie) décrit  dans  tous  les  cas,  sur  la  surface  de  la  sphère 
circonscrite,  une  rosace  formée  par  un  nombre  de 
boucles  congruentes.  Il  en  est  encore  ainsi  lorsque 
n  =  o,  une  boucle  étant  alors  identique  à  un  grand 
cercle  de  la  sphère.  INotre  attention  se  porte  alors  sur 
cette  question  centrale  :  quelle  est  la  longueur  de  ces 
boucles,  c'est-à-diie  jusqu'à  quelle  valeur  la  quantité 
«  =  e  diminue-t-elle,  en  partant  de  la  valeur  u  =  \. 
Ici  u  =  e  est  cette  racine  de  U  =  o,  qui  est  comprise 
entre  ;/  =  +  i  et  /<  =  —  i .  Pour  obtenir,  d'autre  part, 
la  largeur  des  boucles,  il  serait  nécessaire  de  faire  la 
discussion  de  l'intégrale  ^\ 

Si  nous  introduisons  la  lettre  p"  pour  désigner,  lorsque 

u  =1  1 ,  la  vitesse  angulaire  -7-  de    l'axe    de    la    toupie, 

cette  vitesse  étant  égale  à  la  mesure  de  l'impulsion  la- 
léiale,  par  l'effet  de  laquelle  l'axe  est  écarté  de  la  posi- 
tion verticale,  nous  tirons  de  U  =  o,    en    écrivant  e  au 

lieu  de  u, 

,_  (i  —  e)\n-  —  -iPie  -^  i)] 
e  -T-  I 

Lorsque  e  et  u  désignent  des  coordonnées  rectangu- 
laires, cette  équation,  interprétée  comme  il  convient, 
représente  une  cubique  plane,  sjniétrique  par  rappoi  t 
à  l'axe  des  e,  avant  au  point  r?  =  i ,  ç»  =  o,  une  tangente 
\erticale,  et  ayant  la  droite  <:•  -f-  i  =:  k  pour  asymptote. 


(  ■^2-  ) 

Cette  courbe  a  une  certaine  différence  de  situation  selon 
que 

n2—  4P>0       ou        /l2—  4P<0 

(nous  pouvons,  en  vue  d'abréger,  laisser  de  côté  le  cas 
n- —  4P  ^  o)-  Dans  le  premier  cas  (stable),  la  branche 
impaire  de  la  courbe  passe  par  le  point  e  =  +  i ,  w  =  o, 
tandis  que,  dans  le  second  cas  (instable),  c'est  la  brandie 
paire  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  les  deux  cas  c'est  la  branche  impaire  qui  joue 
un  rôle  dans  le  mouvement  effectif  de  la  toupie,  puisque 
u  =  cosS?  est  compris,  pour  .^  réel,  entre  —  i  et  +  i . 
Dans  les  deux  cas  aussi,  la  différence  i  —  e,  c'est-à-dire 
la  longueur  des  boucles  de  la  rosace,  diminue  avec  v. 


La  différence  caractéristitjue  entre  les  deux  cas  est 
celle-ci  : 

Pour  n-  —  4P  >  t),  la  différence  i  —  e  diminue  avec 
v,  jusqu'à  o,^  tandis  que  si  n-  —  4P<Co  cette  dillé- 
rence  ne  dépasse;  jamais  une  certaine  limite  inférieure 
différente  de  zéro.  Par  suite,  dans  le  cas  instable,  les 
boucles  de  la  rosace  prennent  de  suite  une  cerlaine  lon- 
gueur finie,  quehjue  petite  que  soit  l'impulsion  latérale 
donnée  à  la  toupie. 


t  — 


(  3^8  ) 

Théoriquement,  ceci  fournit  une  distinction  bien  ac- 
centuée entre  les  deux  cas;  dans  la  pratique  cependant 
cette  différence  peut  devenir  inappréciable,  si  n"^ —  4P 
étant  <  o,  devient  en  même  temps  très  petit  en  valeur 
absolue.  La  rosace,  dans  le  cas  instable,  peut  devenir 
aussi  petite  que  l'on  veut,  et,  étant  donnée  une  rosace 
stable,  un  choix  convenable  des  constantes  n  eX.  v  don- 
nera, dans  le  cas  instable,  une  rosace  plus  petite  que  la 
rosace  stable. 

Or  ce  résultat  est  en  désaccord  avec  l'acception 
usuelle  des  mots  stable  et  instable.  De  plus,  il  ne 
confirme  pas  les  prétentions  de  la  méthode  des  petites 
oscillations.  Si  l'extrémité  supérieure  de  l'axe,  dans  le 
cas  instable,  décrit  une /?efi7e  rosace,  pourquoi  cette  cir- 
constance n'est-elle  pas  mise  en  évidence  par  la  méthode 
des  petites  oscillations? 

La  réponse  à  cette  dernière  question  s'aperçoit  immé- 
diatement, si  nous  introduisons  la  quantité  e  dans  l'in- 
tégrale t 

du 

^~^^  ■'~"^-K--4P(«-i)(g  — i)  +  a(<^-i)H-2(e-i)1 


La  méthode  des  petites  oscillations,   dans  la  paren- 
thèse 

„2_  4P_P(,f  _  i)  (e  —  i)-!-  2(j<  —  I)  -H  2(e  —  i), 

néglige,  par  rapport  à  n- —  4?^  les  termes  renfermant 
u  —  I  et  e  —  I .  Or  cela  est  admissible  au  seul  et  unique 
cas  où,  M — I  et  e  —  i  étant  petits,  n- —  4P  nest  pas 
petit,  et,  par  conséquent,  les  cas,  soit  stables,  soit  in- 
stables, lorsque  n- —  4P  ^st  une  petite  quantité,  échap- 
pent au  traitement  approximatif  par  la  méthode  des 
petites  oscillations. 


(  ^29  ) 


CORRESPONDANCE. 


M.  C.  Bourlet.  —  L'Exercice  II  de  Licence  (p.  •i'i6-2'i-) 
constitue  une  proposition  qui  n'est  pas  de  moi,  mais  qui  appar- 
tient en  réalité  à  M.  Pincherle,  professeur  à  l'Université  de 
Bologne;  il  l'a  publiée  dans  une  Note  aux  Comptes  rendus 
de  la  R.  Ace.  dei Lincei.  Je  me  suis  rencontré,  sans  le  savoir, 
avec  I\I.  Pincherle,  dans  quelques-uns  de  mes  récents  travaux. 

M.  Wladimir  Habbé.  —  Le  triangle  de  M.  Guillot  (1897; 
p.  287),  indiqué  pour  la  construction  approchée  de  ::,  est  iden- 
tique à  celui  de  Bing  {Scientijic  anierican  Supplément, 
n"  500,  p.  7989,  1"  août  i88fi). 


C0i\C0lRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHMOLE  E\  1897. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne  dans  un  système  d'axes  rectangulaires  Oxy  z  :  la 
droite  AB,  qui  a  pour  équations  x  =  a,  y  =  z  ;  le  point  C,  qui 
a  pour  coordonnées  a;  =  o,  y  =  o,  z  =  a.  On  considère  l'hy- 
perboloïde  (H),  engendré  par  la  rotation  de  AB  autour  de  O^, 
puis  la  sphère  (S),  qui  a  pour  centre  G  et  qui  est  tangente 
à  AB. 

I.  Trouver  les  équations  des  surfaces  (H)  et  (S). 

II.  Déterminer  leur  courbe  commune  et  calculer  (')  le  rap- 
port de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  surface  que  cette  courbe 
découpe  sur  la  sphère.  (Il  suffira  de  donner  le  résultat  avec 
2  décimales.) 

III.  Autour   d'un    point  P  de  Oz,  dont    la   cote   est  z  =  h, 


(,')  Les  cairuls  seront  faits  sur  la  feuille. 
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pivote  une  sécante  qui  perce  riiyperboloïde  (  H  )  en  un  point  II, 
et  la  sphère  (S)  en  un  point  S.  On  demande  :  d'étudier  le  lieu 
de  l'intersection  M  des  diamètres  OH  et  CS  ;  de  discuter  les 
coefficients  angulaires  de  ses  directions  asvmptotiques,  quand 
le  point  P  décrit  l'axe  0-. 

Epure. 

On  donne  dan?  le  plan  vertical  de  projection  un  cercle  de 
rayon  éiral  à  60'"'",  dont  le  centre  C  est  situé  à  droite  de  la 
ligne  j'^''  qui  divise  la  feuille  en  deux  parties  égales  parallèle- 
ment aux  grands  côtés,  à  une  distance  CD  de  cette  ligne  égale 
à  80"""  et  à  327™"  du  bord  inférieur  de  la  feuille.  Ce  cercle,  en 
tournant  autour  àe  yy' ,  engendre  un  tore  plein. 

Une  sphère  pleine,  de  rayon  égal  à  90™"",  touche  le  plan  du 
cercle  précédent  en  un  point  0'  situé  au-dessous  de  CD,  à 
5o"^'"  du  point  C  et  à  4o"""  à  droite  àe.  yy' .  La  projection  ho- 
rizontale O  du  centre  de  la  sphère  est  à  180™"'  au-dessous  de  O' 
sur  une  parallèle  k  yy' . 

On  construira  l'intersection  tlu  tore  et  de  la  sphère  et  l'on 
représentera  par  ses  projections  ce  qui  reste  de  la  sphère  en 
supprimant  la  partie  comprise  dans  le  tore,  les  parties  vues 
étant  en  traits  noirs  pleins  et  les  parties  cachées  en  pointillé. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  né- 
cessaires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersec- 
tion et  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  points  remar- 
quables. On  tracera  en  rouge  également  les  parties  des  deux 
surfaces  en  dehors  de  l'intersection. 


CO\COLRS  D  AU)liSSIO\  A  L'ÉCOLE  \0Ri1L4LE  SlPÉftlElKE 

m  1897. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  considère  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe  H  et  H'  se 
coupant  suivant  deux  coniques  S  et  H  dont  aucune  ne  se  dé- 
compose ;  ces  deux  coniques  ont,  comme  on  sait,  deux   poini- 
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communs  A  et  B  que  Ion  suppose  distincts.  ï^oit  ij:  un  point 
quelconque  de  S  ;  par  ce  point  passent  quatre  génératrices 
rectilignes  (deux  sur  H  et  deux  sur  H')  qui  rencontrent  S  aux 
quatre  points  M,  N,  M',  N'. 

I.  Trouver  l'enveloppe  des  six  droites  qui  joignent  deux  à 
deux  ces  quatre  points;  on  trouvera  ^aa^re  coniques  que  l'on 
désignera  par  c,  c',  Ci,  C?,  les  coniques  c  et  c'  d'une  part,  C,, 
G2  d'autre  part  jouant  un  rôle  analogue.  On  indiquera  dans 
quels  cas  l'une  de  ces  coniques  se  réduit  à  un  point. 

II.  Dans  cette  seconde  partie,  on  ne  regarde  plus  H  et  H' 
comme  donnés;  on  se  propose  au  contraire  de  remonter  à  la 
figure  primitive  en  partant  des  éléments  auxquels  on  a  abouti 
et  que  l'on  a  étudiés  dans  la  première  partie  : 

1°  On  donne  la  conique  S;  peut-on  choisir  arbitrairement 
l'une  des  quatre  coniques  c,  c,  C],  C2'?  Les  trois  autres  sont- 
clles  alors  déterminées? 

2°  On  donne  S  et  c  ou  Cj,  à  quelles  conditions  est  assu- 
jettie S?  Si  l'on  donne  en  outre  S,  à  quelles  conditions  sont 
assujettis  H  et  H?  Il  y  a  lieu  ici  de  distinguer  deux  cas,  sui- 
vant que  l'on  donne  c  ou  Cj.  Dans  l'un  de  ces  deux  cas,  les 
deux  hyperboloïdes  sont  variables,  mais  chacun  d'eux  est  dé- 
terminé quand  on  fixe  l'autre  :  trouver  alors  l'enveloppe  E  de 
la  droite  D  qui  joint  les  pôles  d'un  plan  fixe  TI  par  rapport  aux 
deux  hyperboloïdes  (on  remarquera  d'abord  que  la  droite  D 
reste  dans  un  plan). 

3°  Ecrire  l'équation  du  lieu  engendré  |)ar  E  lorsque  le  plan  11 
tourne  autour  d'une  droite  fixe. 

N.  B.  —  Les  candidats  qui,  pour  traiter  la  première  partie, 
seraient  embarrassés  dans  le  choix  des  axes,  peuvent,  s'ils  le 
veulent,  prendre  pour  axe  des  x  la  droite  AB;  pour  axe  des^' 
la  tangente  en  A  à  la  conique  S;  pour  axe  des  ;:  la  tangente 
en  A  à  la  conique  il;  mais  ce  choix  d'axes  n'est  nullement 
obligatoire . 


(  ^^^  ) 


COXCOIRS  GÉ^ERAL  DE  1897. 


Ma  thé  ma  tiq  ues  spécia  les . 

I.  Soit  Oabc  un  tétraèdre  T  trirectangle  au  sommet  O,  dont 
les  arêtes  0«,  0  6,  Oc  ont  la  même  longueur  /,  et  soit  cl\e 
centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapport  à  un 
trièdre  trirectangle  fixe  OX,  OY,  OZ  de  manière  que  les  points 
a,  6,  c,  d  décrivent  respectivement  les  plans  qui  ont  pour 
équations 

Y  +  Z  =  o,         Z  -h  X  =  o,         X  -f-  Y  =  o, 

X  +  Y  +  Z  +  -  =  o. 

2 

1°  Démontrer  que  les  points  symétriques  des  points  a,  b,  c,  d 
par  rapport  aux  arêtes  Oa,  Ob,  Oc  du  tétraèdre  T  décrivent 
également  des  plans. 

1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  décrite  par  le  sommet  O 
du  tétraèdre  T.  Cette  surface,  qui  est  du  quatrième  degré,  a 
un  point  triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a  d'une  droite  double  passent  deux 
droites  o  et  o'  qui  rencontrent  la  surface  S  en  quatre  points 
confondus.  Chercher  pour  quelles  positions  du  point  a  sur 
cette  droite  double  les  droites  8  et  8'  coïncident. 

4°  Montrer  que  tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  celte 
surface  suivant  deux  coniques  et  que  ces  deux  coniques  se 
confondent  pour  quatre  positions  particulières  du  plan  tan- 
gent. 

II.  Soit  tp(ar)  une  fonction  de  la  variable  réelle  se,  continue 
pour  toute  valeur  de  cette  variable.  On  suppose  que  la  valeur 
absolue  de  la  dérivée  <f'{x)  est,  pour  toute  valeur  de  x,  infé- 
rieure à  un  nombre  fixe  k  plus  petit  que  i  : 

1°  Montrer  que  l'équation  x  —  ^(-v)  =  o  a  une  et  une  seule 
racine  réelle  a. 

%"  On  forme  la  suite  x^  =  '-^(Xo),  x-i  =  <^{xi),  ...,  x,i  =  'i(a7„_i), 
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où  .ro  est  une  quantité  réelle  arbitrairement  choisie.  Montrer 
que  Xa  tend  vers  a  quand  n  devient  infini. 

Nota.  —  On  a 

a  =  cos^p  cos'Xi  —  sin  tp  sin'J/  ces  6, 
6  = —  sintp  cosJ;  —  ces  «s  sin'|  cos6, 
c  =  sin<!;  sinO; 

a'=  cos'f  sin6  -i-  sincp  cos<]/  cos6, 
b'  =  —  sincf  sin-}  -h  cos<J)  cos^j;  cosO. 
c'  =  —  cos']/  sin 6; 
a"=  sincp  sin  6, 
è"=  coscp  sin  6, 
c"=  ces  6; 

X  =  ax  -f-  6^  +  cz, 
Y  =  a'a;  -i-  b' y  -i-  c'-s, 
Z  =  a!' X  -{-  6"j  -H  c"^. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  dans  l'espace  trois  droites  (A),  (B),  (G).  On  mène 
un  plan  ter  perpendiculaire  à  A;  soient  P,  Q,  R  les  points  où 
ce  plan  rencontre  respectivement  les  droites  (A),  (B),  (C). 
Soient  Q'  le  point  où  la  droite  A  est  rencontrée  par  le  plan 
perpendiculaire  à  (G),  mené  par  le  point  Q,  et  R'  le  point  où 
la  droite  A  est  rencontrée  par  le  plan  perpendiculaire  à  B, 
mené  par  le  point  R.  Démontrer  que  la  longueur  du  segment 
Q'R'  reste  la  même  quand  le  plan  ci  se  déplace  parallèlement 
à  lui-même. 

Existe-t-il  des  plans  coupant  les  droites  (A),  (B),  (G)  en 
trois  points  A,  B,  G,  tels  que  les  droites  BG,  GA,  AB  soient 
respectivement  rectangulaires  avec  les  droites  (A),  (B),  (G)? 
S'il  existe  un  pareil  plan,  il  en  existe  une  infinité. 

Existe-t-il  un  point  M,  tel  que  si  l'on  désigne  par  IM'  son 
symétrique  par  rap|)ort  à  la  droite  A  et  par  M"  le  symétrique 
de  M'  par  rapport  à  la  droite  (B),  les  points  "SV  et  IVl"  soient 
symétriques  par  ra|)port  à  la  droite  (G)?  S'il  existe  un  tri 
point  M,  il  en  existe  une  infinité.  Quel  est  alors  leur  lieu? 

On  examinera  le  cas  particulier  où  les  trois  droites  (A),  (  R). 
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(C)  ont  un  point  commun  et  le  cas  plus  particulier  encore  où 
elles  forment  un  trièdre  Irirectangle. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  (A),  (B)  ont  un  point 
commun  O  et  où  la  droite  (C)  est  perpendiculaire  au  plan  de 
ces  deux  droites,  sans  passer  par  le  point  O,  on  déterminera 
le  lieu  des  pieds  des  hauteurs  du  triangle  ABC  et  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  hauteurs.  L'un  des  pieds  est  fixe. 


S0LITI0\S  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  1546. 

(ISSS,  [).  487   Cl  i-3-\ 

Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  trois  rayons  vec- 
teurs faisant  entre  eux  des  angles  égaux,  et  en  leurs  mi- 
lieux on  élève  des  perpendiculaires  qui,  en  se  rencontrant, 
forment  un  triangle  équilatéral. 

Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ce  triangle  est  une  parabole,  et  que  V enveloppe  de  ce 
cercle  se  compose  d'une  droite  et  d' un  cercle. 

(  E.  Fauquembergle.  ) 

SOLUTION 
Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  question  a  été  proposée  aussi  par  M.  Fauquembergue, 
en  i885,  dans  Mathesis,  où  une  solution  a  été  publiée  en  1887 
(p.  97,  n°  491). 

Voici  une  autre  solution. 

Les  milieux  I,  K,  L  des  rayons  vecteurs  FA,  FB,  FC,  appar- 
tiennent à  une  parabole.  On  peut  donc  considérer  les  perpen- 
diculaires menées  aux  extrémités  de  ces  mêmes  rayons  vec- 
teurs. Elles  déterminent  un  triangle  équilatéral,  A'B'C,  dont 
les  côtés  sont  trois  tangentes  à  la  podaire  négative  de  la  pa- 
rabole par  rapport  au  foyer,  courbe  connue,  signalée  ou  étu- 
diée maintes  fois  dans  ce  Journal  (1866,  ?.i-'3i;  1876,  ()9. 
loi,  etc.). 

Les  trois   points  de  contact   de  trois    tangentes   formant   un 
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triangle  équilatéial  ABC  sont  sur  un  même  rayon  vecteur 
de  la  courbe.  Ils  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  F  (loc. 
cit.). 

La  question  loi(3  est  donc  identique  avec   la  question   1266, 
posée,  t.  VII  (2),  p.  ■l^o,  1878,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si,  par  le  pôle  de  Vorthogénide 


s  —  n    s 


on  mène  une  droite  quelconque,  les  tangentes  aux  points 
d  'intersection  de  cette  droite  avec  Vorthogénide  forment 
un  triangle  équilatéral.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  ce 
triangle  et  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit,  lorsque  la 
droite  oscille  autour  du  pôle.  (E.  Lucas. j 

^L  Fauquembero;ue  en  a  récemment  donné  la  solution  (iSg),  p.  5*  ). 
Nous  y  renverrons  donc  le  lecteur. 

Question  1700. 

(1895,   p.  ?.&•.) 

Dans  la  parabole,  le  produit  des  rayons  de  courbure 
aux  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  sur  la  para- 
bole, est  égal  à  8  fois  le  cube  de  la  distance  du  point 
l'émission  des  normales  au  foyer.         (E.-N.  B.\ri.cien.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Dugz-Fau.ny. 

Les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  (a,  ^)  sur  la  pa- 
rabole,/- ~  ipx  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  a^; 
x-y  -\-y(^p  —  a) — y>p=:o.  En  éliminant  y  ou  x  entre  ces 
équations,  on  obtient  l'équation  aux  abscisses  ou  aux  ordon- 
nées des  pieds  des  normales. 

Équation  aux  abscisses 

.r3  -Jf  -lip  —  a).r2  -+-  (p  —  %y^x  —  '  '-  =0, 


x'-i-  x" -V-  a^"  =  —  i-ip  —  a)  ,   _,,    m  _  p'é'- 

x' x"  -+-  x' x'" -T-  x" x'"  =  (p  —  a  )-  •'• 

On  sait  que  le  rayon  du  cercle  de  courbure  au  point  ,'_r  di- 
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la  parabole  est  donné  par  la  formule 

rf 

On  aura  donc,  pour  le  produit  demandé, 


R.,(-ii^îy 


V^x'x" x"(p  -h  Q.x')(p  -f-  ix" )ip  -f-  -ix"  )1  2 

^^  V        ~       JUÏyl  'J 

_     ^  V{p  ^■i.x'){p  ^ix"){p-^ix"')~\^ 

~^  V  p'  J 

3 

fp^-f-  ip- {x' -\- x" -\- x'" ) -T-  \p{x' x" -+■  x' x'" -\- x" x'" )  +  ?ix' x" x"''\  2 

=p'  1. y^ ^ J 

=  [(/?-2a)2  +  4pM^. 

Or  la  distance  du  point  O  au  foyer  F  est  donné  par  la  for- 
mule 

OF  =^(^-f  )'  +  ^'  =  Jv^U^-/')'  +  4p, 

8ÔF*=[(2a-/j)2  +4p2p; 
donc 

P  =  8Ôf\  c.  q.  F.  D. 

Question  1713. 

I  isgci,  p.  loi.) 

Trouver  par  l'analyse  le  lieu  du  foyer  mobile  d'une  co- 
nique d'excentricité  donnée  dont  l'autre  foyer  est  fixe  et 
dont  la  directrice  correspondant  à  ce  foy^ir  enveloppe 
une  courbe  donnée.  Vérifier  le  résultat  trouvé  par  la  Géo- 
métrie. (B.  NlEWENGLOWSKI.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Dulimbert. 

Le  foyer  fixe  étant  pris   pour   origine,  l'équation  générale 
des  coniques  du  faisceau  est  de  la  forme 
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avec 

f(u.v)  =  o, 

a  et  p  étant   les  coordonnées  du  foyer  mobile,  l'équation  doit 
pouvoir  s'identifier  avec 

(u^-^v^)[{x  —  'Ji)^-i-(y  —  ^y]  —  z^(ux-hvy—pp  =  o. 

Les  coefficients  de  x^,  xy,  y^  étant  les  mêmes  dans  les  deux 
équations,  les  autres  doivent  l'être  aussi,  ce  qui  donne 

ut^{p  —i)  —  oc(u^--+-  p2), 

S2(p2_  ,)   =  (a2-^  P2)(tt-2n-  P2)- 

Élevons  au  carré  les  deux  premières  équations  et  ajoutons 
membre  à  membre.  Il  vient,  en  tenant  compte  de  la  troi- 
sième, 

z^-(p  —  \)  t^-^\ 

p-i-l  ^  .2-, 

On  en  tire  p  —  i  =  — •  Donc  enfin 

£    1 

a   _  p  _  2£^ 


Il  V  (î- —  I  ){U--r-  ('-) 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  u  et  v.  Il  vient 
_  ^  ^'  ^  .  —  2£^^ 

L'équation  du  lieu  est  donc 

f\ "'-^  ^l!z l=o. 

•^  [{'J—Dix^-h-y^)'     (f^—  \}(x^-hy^)] 

Or  fi  - — ^^ 5    — ^ —  I  =  o  représente  la  podairo  de  l'en- 

-^  \x-'-^y^     x'--i-y^/  '  ' 

veloppe   de   la   directrice  par  rapport  au  foyer  fixe.  En  eiïcl» 

cette  équation  résulte  de  l'élimination  de  u  et  de  r  entre  les 

équations 

ux  -T-  i'y  —  I  =  o, 

vx  —  uy         =  o, 

/(  «,  r  )  =  o. 
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Le  lieu  cherché  est  donc  une  courbe  liomolhélique  de  la 
podaire  de  l'envehjppe  de  la  directrice  par  rapport  au  foyer 
fixe,  le  centre  d'homothétie  étant  ce  foyer,  et  le  rapport  d'ho- 

mothetie 


Pour  vérifier  ce  résultat  géométriquement,  supposons  que  la 
courbe  donnée  soit  une  ellipse;  le  raisonnement  est  identique 
pour  l'hyperbole. 


Soient  I  le  pied  de  la  directrice,  O  le  centre,  F,  F'  les  foyers, 
A,  A'  les  sommets  de  l'axe  focal.  Puisque  l'homothétie  est  in- 
verse, il  faut  démontrer  que 


FF' 


FI    ~  I  — ô^ 

Prtnons  FI  pour  unité.  La  figure  donne 

AF  _    AI   _       I 

î  I 

AI  _  A  F  _ 

I  £ 

AA'=  AI  — AI  =  — ' 

I  —  t 

FF  ==  AA'  X  £  = 


1 

I  _        2£ 

2î2 


C.   Q.  K.    D. 


Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  l'homothétie  est  directe. 
Autre  solution  de  M.  Audibert. 
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Question  1723. 

(  1896.    p.    199,  ) 

T/'omer  les  limites  de  la  fraction 


lorsque 


respectivement. 


1°        X  =  o, 
3"       a  ^=  b. 


(  R.-W.  Giîxi'Si'  ). 


SOLUTION 
Par  M.  G.  Tzitzéica. 

1°  j-  =  o.  —  On  peut  développer  en  série,  on,  ce  qui  est  la 
même  chose,  appliquer  la  règle  de  l'Hôpilal.  On  (rouve  pour 
la  limite 

(  a  —  6)logî 


■2"  X  ^=  'jj.  —  On   |>eut  considérer  dilïerents  cas.  Supposons 
d'abord  a  >  ^  et  £  >•  i.  On  a  alors 


zjxx ^bx  ^ax 

Il  m  — ç — :  =  lim 


.r  =  oc,  «'■^ —  h^^ 


y -—(a—l?)x 


-(- 

\  a 


f)\ex' 


:a  \  X 

=  lim  f  — 
a~ 


Dans   ce   cas   la    limite    cherchée    est   o   ou    y.,  suivant    (|ue 
£«<  «£  ou  £«>  a^. 

Soit  maintenant  «  >  6  et  s  <  i .  Alors 

zax —  ^/>x                     ^bx\g{a-b)x — ,]  /  z'>\t^ 

lim -, —  =  lim  p ,,,  ^    '     =  —  lim    — -  )    =  o  ou  a;, 

"'l'-U)  J 

suivant  que  t^> <.  a-  ou  £'•'>  a-. 

On  pourra  considérer  de  même  le  cas  a  <i  b  et  £  ^  i . 

3"  Appliquons  la  règle  de  l'Hôpital,  en  prenant  les  dérivées 
des  deux  termes  de  la  fraction  par  rapport  6  a.  On   trouxe  de 


la  sorte 


pour  la  limite  cherchée. 
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^ax—l 
ac.r-1       » 


QIESTIOXS. 


1771.  Soit  ABC  ua  triangle  équilatéral;  (Sj  le  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle;  abc  un  triangle  équilatéral  inscrit  clans  le 
cercle  (S)  : 

1°  Les  droites  Xa,  Bc,  Cb  se  coupent  en  un  même  point  a  ; 

2"  Quand  le  triangle  abc  se  meut  dans  le  cercle  (S),  le  point  a 
décrit  une  hjpocloïde  à  trois  rebroussements. 

3"  Construire  la  tangente  au  point  a  en  partant  de  ce  mode 
de  génération  de  la  courbe.  (Genty.) 

1772.  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  qu'en  menant  à  une 
ellipse  les  tangentes  qui  la  touchent  en  A  et  B,  le  cercle  cir- 
conscrit au  tia-ngle  MPQ  soit  tangent  à  l'ellipse. 

Même  question  pour  la  parabole.  (E.-N.  Barisiex.) 

1773.  Étant  donnés  une  cycloïde  de  base  AB  et  un  cercle 
ayant  son  centre  au  milieu  C  de  AB,  on  prend  la  podaire  de  la 
cycloïde  par  rapport  à  un  point  quelconque  M  du  cercle.  Prou- 
ver que  l'aire  comprise  entre  la  podaire,  la  droite  AB  et  les 
deux  tangentes  en  A  et  B  à  la  cycloïde  est  constante. 

(E.-N.  Barisiex.) 

1774.  Le  produit  des  paramètres  de  distribution  des  plans 
tangents  (i)  à  un  paraboloïde  hyperbolique,  pour  deux  géné- 
ratrices du  mèiîîe  système  et  rectangulaires,  est  égal  au  carré 
de  la  plus  courte  distance  de  ces  droites. 

(."SLVNMIEIM.  ) 


(  ')  Il  serait  plus  court  de  dire  :  le  produit  des  paramètres  taii- 
gentiels.  Il  me  semble  que  rien  n'empêcherait  d'adopter  cette  nia- 
uière  de  parler.  (M.  ) 
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[D6b] 

PREMIER  COXCOIRS  DES  «  NOUVELLES  AWALES  » 
POIR  1807  ; 

Par  m.  a.  PAGES  (ij. 

Etablir  les  propriétés  fondaineiitales  des  fonctions 

,    .  ,,,,..        j     sin  -jr  ,, 

circulaires  en  prenant  comme  définition  de  — - —  l  ex- 
pression 


(i)  ^(x)  =  x\\' 


('-^>" 


le pj'oduit  n'  étant  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  l'en- 
tier n  de  —  y^  à  -f-  x,  o  excepté. 
On  pourra  introduire  la  fonction 

^^^'  =  1  =^^^?^(-^'' 
montrer  qu  elle  vérifie  V équation  différentielle 

et  en  déduire  les  formules  d'addif ion  pour   C(x)    et 

S(a,-). 

Développement. 

Je  me  propose  d'élablir  les  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  circulaires,  comme  l'indique  le  titre  de  la 
(|uestion,  de  la  manière  la  plus  élémentaire  et  la  plus 
directe.  La  difficulté  du  sujet  ne  consiste  pas  dans  la  va- 
leur des  résultats  à  trouver,  mais  bien  dans  la  mise  en 

(')  Mémoire  ayant  obtenu  le  prix. 

Ann.  de  Matliéniat.,  3'  série^  t.  \VI.  (Aoùl  iSr^y.)  22 
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lumière  des  propriétés  que  1  ou  doit  appeler  fondamen- 
tales et  daus  le  elioix  de  ces  propriétés. 

Je  qualifierai  àe  fondamentales  les  propriétés  sui- 
vantes : 

La  périodicité  et  ses  conséquences,  les  relations  al- 
gébriques qui  existent  entre  les  fonctions  circulaires 
aux  mêmes  périodes,  les  théorèmes  d'addition  qui  dé- 
rivent des  relations  précédentes,  les  diverses  formes 
analytiques  sous  lesquelles  on  peut  îuettre  ces  fonc- 
tions et  le  lien  qui  les  rattache  à  l  exponentielle. 

Telle  sera  la  marche  suivie  daus  l'étude  de  S(.'ï:)  et 
C(x).  A  la  fin  je  dirai  un  mot  des  équations 

'Si  x)  =  ^(x^t),         G(3r)  =  Cl"  j-o): 

ce  qui  conduit  aux  fonctions  inverses.  Après  cela,  tout 
ce  qui  reste  à  étudier  n'est  qu'une  conséquence  immé- 
diate des  propriétés  précédentes  et  se  retrouve  partout. 

Enfin,  je  terminerai  en  donnant,  d'après  M.  Hermite, 
l'expression  de  toute  fonction  circulaire  sous  la  forme 
de  la  décomposition  en  éléments  simples  et  sous  la  forme 
d'un  quotient  de  deux  produits  de  fonctions  S,  et  en 
énumérant  quelques  propriétés  générales  de  ces  fonc- 
tions. 

Dans  le  courant  du  raisonnement  plusieurs  démon- 
strations se  sont  présentées  pour  certaines  propriétés  : 
j'ai  toujouis  choisi  celle  qui  supposait  le  moins  de  con- 
naissances et  qui  se  rapprochait  le  plus  des  définitions  : 
on  enverra  un  exemple  dans  le  tliéorème  d'addition  de 
la  fonction  Cfx),  démonstration  qui,  d'ailleurs,  est 
empruntée  à  Eisenstein. 

i"  Propriétés  prélimi?iaires  des  fonctions 

^ix),     C(x)     et      -^^-. 


(  ^\-^  ) 

1.   La  foiiclioii 


(I)  S(jr)  =  .rn' 


i'-r,y\ 


où  le  produit  H'  est  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  l'en- 
tier n  de  —  30  à  4-  oo,  zéro  excepté,  est  régulière  en 
tous  les  points  à  distance  finie.  Elle  admet  pour  seuls 
zéros  les  points  x  =  o,x^=zhi,x  =  ±2,  ....  Déplus 
elle  est  impaire-,  en  eifet,  on  peut  poser,  en  changeant 
le  signe  de  x. 


S(^)=  a-n' 


Changeons  x  eu  — x,  dans  cette  égalité,  et  compa- 
rons à  la  première  forme  de  S(x),  on  voit  que 

S(—x)  ——  S(a7). 

Le  point  oc  est  un  point  singulier  essentiel  deS(.r); 

en  effet,  si  l'on  fait  x.=  —,  >  on  voit  que  dans  une  aire 

aussi  petite  qu'on  le  veut,  entourant  le  point  j:'=  g,  la 

fonction  S  (  — ,  )  admet  une  infinité  de  zéros,   x' =  -  • 

\X   I  II 

Le  point  x' =  o  est  donc  un  point  singulier  essentiel. 
Prenons  la  dérivée  logarithmique  de  S{x)  et  posons 

(.)  C(.)  =  |'  =  l-^V'(-l-  +  i), 

le  symbole^  indiquant  une  sommation  étendue  à  toutes 

n 

les  valeurs  de  l'entier  n  de  —  co  à  H-oo;  l'accent  (')  si- 
gnifie que  la  valeur  n  =  o  est  exclue  comme,  d'ailleurs, 
dans  le  produit  H'. 

La  fonction  C(x)  est  aussi  impaire  :  cela  résulte  de 
ce  que,  S(j:)  étant  impaire,  S'(a:)  est  paire.  Le  déve- 
loppement (2)  montre  qu'elle  a  pour  pôles  simples  tous 
les   points  o,  ±1,  ziz2,   ...,   et  ceux-là   seulement,  le 


(  M^  ) 

résidu  relatif  à  chacun  de  ces  pôles  étant  i.  Le  dévelop- 
pement (2)  met  donc  en  évidence  les  pôles  et  les  par- 
ties principales  correspondantes  de  la  fonction.  Le  point 
X  =  ce  est  un  point  singulier  essentiel  pour  C(x) 
comme  pour  S  (a:). 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  C(.r)  sannulc  poui- 
x={. 

On  a,  en  effet, 

C  (iU,.-^lim   y  (V^^lUlim  Vy^^l). 
Le  second  membre  est  la  limite  pour  p  infini  de 

2  \         /  I  2  \  /  1  'X 


1p 


limite  qui  est  évidemment  nulle. 
Considérons  maintenant  la  fonction 

dC      s^  I 

.  dx      ^^  {x  —  11)- 

le  signet  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  //, 

n 

de  —  ce  à  H-  X,  zéro  compris. 

Cette  fonction  est  paire.    Elle  a  pour  pôles  doubles 
tous  les  points  o,   ±1,  :±:  2,  ...;  la   partie  principale 

relative  au  pôle  x  =  n  est 

•^  ix  —  n  )- 

Périodicité  des  fonctions 

S/                 y^                                    y       -                   et  Kj  \  OC  ) 
{x),     Ç.(x)     et     p(ar)  = j^ — ■• 

dx 

Ce  que  nous  venons  dédire  met  en  évidence  la  pério- 
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dicité  des  fonctions  que  nous  venons  d'introduire  S(x), 
C{x)  et  p(x). 

Tout  d'abord  le  développement  (3)  de  J3(x)  montre 
immédiatement  que  cette  fonction  ne  change  pas  quand 
on  ajoute  i  à  x,  car  cela  ne  fait  que  déplacer  les  termes 
du  second  membre  :  de  l'égalité 

(4)  p{x  ^i)  =  p(x) 

on  déduit,  par  intégration, 

C{x-^i)  =  C(x)^/i, 

h  étant  une  constante.  Si  l'on  fait  x  =  —  ^, 

et,  comme  C(jr)  est  impaire,  h  =  o.  Donc  C(x)  admet 
aussi  I  pour  période.  On  aurait  pu  le  démontrer  direc- 
tement en  formant  la  ditïérence  C(x  -f-  i)  — C(.r). 
Intégrons  encore  les  deux  membres  de  la  relation 

(3)  C(x-^i)  =  C{x), 

on  a 

IogS(.r  +  I)  =  logS{a;)  -i-  logA-, 

où  k  est  une  constante. 

D'où 

S(a7-!-  i)  =/cS(x); 

faisons  x  = —  r, ,  il   vient 

S(|)=/S(-|)  =  _/.-S(n. 
d'où  k  =  —  I .  On  a  donc  la  formule 

((>)  S(x-^i)^—S(x), 

de  la(|uelle'on  tire 

(7)  S(.r-f-'î)  =  — SC^r  ^-i)  =  S(.r). 
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La  fonction  S(x)  admet  donc  le  nombre  2  comme  pé- 
riode. 

D'ailleurs,  elle  n'admet  pas  d'autre  période  que  le 
nombre  2  et  ses  multiples  entiers.  En  effet,  S  (a:)  ne 
peut  admettre  comme  période  un  nombre  impair 
2«-}- j  ;  on  a,  en  effet,  puisque  2  et  2«  sont  des  pé- 
riodes, 

S{x  ^  2.n  -m)  =  S(a^^i)  =—  S{x). 

Mais   un  nombre  qui  ne  serait  pas  entier  ne  peut  être 
une  période  5  en  elîét,  puisque  la  fonction  S(a:)  s'annule 
pour  x  =  o^  elle  doit  s'annuler  pour  toute  période-,  or 
elle  ne  s'annule  que  pour  des  valeurs  entières  de  x. 
On  a  donc  les  relations 

(6')  S{x-^in}         =      S{x), 

(7')  S(:r -f- an -i- i)  = — S(a?); 

d'où,  en  dérivant, 

(6")  S'(a7^2«)         =      S'{x). 

(7")  S'(x -^  -2/1  -^  l)  =— S'(x). 

On  ne  peut  pas  avoir 

S'ix-^A-)  =  b'(x), 

si  A"  n'est  pas  un  nombre  pair.  En  effet,  on  déduirait  de 

cette  relation 

S(x^k)  =  S(x}-h  h 

et.  en  changeant  x  en  x  -\-  i , 

—  S(a7-+-A-)=+  S{x)  -h  h, 

ce  qui  entraine  h  =  o.  et,  par  suite,  A  est  une  période 
de  S{x). 

Pareillement,  on  montrerait  que,  si  l'on  a 

S'(.r --/.)  =  ^S'(^). 

A  est  un  nombre  impair. 
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Les  formules   (6'),  (7'),  {^")i  ij")   montrent  que  la 
seule  période  de  C(jr:)  est  le  nombre  i . 

De  même,  la  seule  période  de  p{oc)  est  i  ;  soit,  en 
ellet,  un  nombre  A'  tel  que 

p(:c -i- A)  =  p(27),         d'où         C{x -\- k)  =  C{x)-^  h, 

h  étant  une  constante. 

Si  l'on  fait  a:  =  —  A',  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  devient  infini;  par  suite  aussi,  C  (A),  et  le 
nombre  k  ne  peut  être  qu'un  entier. 

II.  Formule  d'additioiv  de  C(x).  —  Etablissons 
maintenant  la  formule  d'addition  pour  C(x)  :  la  ma- 
nière même  dont  nous  l'établiions  nous  montrera  qu'elle 
est  algébrique. 

A  cet  effet,  commençons  par  montrer  qu'il  existe  une 
relation  algébrique  entre  p{x)  et  0[x).  Nous  allons 
suivre  pour  cela  une  analyse  d'Eisenstein  {Journal  de 
Crelle,  t.  135,  p.  191). 

Posons,  avec  l'éminent  géomètre  allemand, 

c(.)=i^yY_i_-._L_)=(,,:r), 

X      ^^   \t — n        X -\- n I 


ou  encore 


ÂÊ^     X  ^  Il 


l'entier   n   prenant  successivement  les  valeurs   o,  ±  i 
±2,  . . . ,  de  même,  soit  encore 


(2 


,x)  =p(a^)=^ 


(^x  -^  ny 


/o    ^N       V  '  ^     d  ,        .  i   d-C{x) 

(3,^).  =     >     ; ■ -= -,-    {■1,X)— 17-^' 

.mad  {X  ~-  n)^  1  dx  '  2      dx- 

n 


Maak  (  .r  —  /n  *  i    dx 


G      dx'^ 
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Considérons  l'ideiililé  élétDenlairo 


(8)      A  4  = 


P-  (f-     (p^q)-\p-      q-j      (p-^qfKp      q 

Si  l'on  y  fait 

p  =^  X  -^  II.         ^  =  —  X  —  m, 
elle  devient 

(  _i L_  = \ r_'__  _.  __' 1 

^^^    i  i  /      I  1       ^ 

\  {n  —  m)^  \x  -^  Il        X  -j-  m  j 

celte  identité  est  vraie,  quels  que  soient  les  entiers  m  et 
7z,  pourvu  que  m  ^  ji. 

Etendons  alors  l'identité  (9)  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières, positives  ou  négatives,  de  ni  et  /?,  en  supposant 
toutefois  ni^n.  En  sommant  d'aboid  le  premier 
membre  et  laissant  n  fixe,  ou  a 

• \y \ :-^l 

( a-  -T-  « )-  I  .^L  {x  -\-  m)-        \^x  -i-  II)-  \ 
ou  bien 

\{i,  X) =  -(  2,  .r)—  ; r- 

Si  l'on  sonime  relalivem(nit  à  n,  il  vient 

n  n 

Calculons  maintenant  le  second  membre  :  à  cet  eHét, 
posons  n  — m  =  m' (m'  ^  o),  il  vient 

-V  [      '      -^ ' .--1 

m  '^  [_{x  —  ni  y-        (X  -h  m  -+-  m  )- J 


m  ■'*  \x  -r-  m  ~T-  ni  x  -h  m  / 


(  'Mp  ) 

laissant  d'abord  /?/ fixe  et  sommant  par  rappoil  à  iiu  il 
viont 

—-U-2,x)-+-{y.,x)\-i ^  [( \ ,  X )  —  {i ,  X )]  =  -^  {i,  x): 

cnlin,  étendant  la  somme  à  loules  les  valeurs  dejJi,  sauf 
///  z=  o,  et  posant 

V    -^  =s,  (m'  ^o), 

jBoà    m  - 
II 

il  vient 

(lO)  (2,  X)-  —  (4,  X)  =  25i('2,  X). 

Reprenons  l'identité  (8)  et  posons 

p  =  X  -T-  m,  g  =z  n, 

il  vient 

/      I       ±  ^      I      r        I ^  ^1 

1  {x-T-m)"^  II-        {x -If  ni  Y  yi  X -\- m'  —  n  )-        ii^  \ 

I  ■?-  / i ^  I  \ 

\  {x  ^  ni )•'  \ X  -—  m'  —  Il    '    Il  / 

en  remplaçant  /?/  -h  /i  par  //?'  dans  le  seeond  membre. 
Comme  plus  liant,  étendons  l'identité  (lo')  à  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives  de  //^  et /z  (sauf 
toutefois  pour  x  ==  o  ;  /«seul  peut  être  nul)  :  le  premier 

membre  donne 

Si  (a,  x); 

quant  au  seeond  membre,  en  supposant  d'abord  m' fixe, 
il  donne 

: ^- — r-,     ('•*,  ^)  —  ■} ^ — TV,  -h  Si 

{x-i-m)'l^  (x -{- m  )-  J 

-^: — ^— ^,    (i,^) '-—   • 

(X  -h  my  \_  '       X  ^  ni  \ 

Dans  la  dcrnièri;  parenllièse  /  ^    -, h   >    -'-  i  • 

^  \  m^  X  -T-  m  —  Il        jsMd  n  j 

la  somme    >    —  est  nulle. 


(  35o  ) 

Enfin,  en  donnant  à  m'  toules  les  valeurs  entières, 
on  a 

(2,37)2  —  (4,  x)^si{l,  X)-^l{l,X){'i,X)  —  '2.{\,x); 

d'où 

Si{i,x)  =  {n,xy  —  {^x)-^Si{'2.,x)-^i{i,x){'i,x)  —  2(4,37), 
c'est-à-dire 

(i  f)  3(4,  ■r)  =  (2,  j:)--i-  2(1,  37)(3,  a:). 

Les  relations  (10)  et  (i  i)  peuvent  s'écrire 

/^V-— - ~   —        — 
\  dx  I  6    clx^  dx 

1    dx^         \  dx  j  dx- 

Eliminons  -y^  entre  (10')  et  (i  i'),  nous  obtenons 

dérivons  (10'), 

,    .,,  ,f/C  d^C        .     ^2G       ^d^C 

(Il   )  J  —r-  — ?—;  ^  bsi  ^T— ;  —  '-'  —, —  =  o- 

dx   dx-  dx-  dx^ 

Eliminons  -1-^  et  -^  entre  les  relations  (10"),  (i  1")  et 
(10'),  on  obtient  finalement  l'équation  entre  C  et  —j-i 

(12)  ^  =— (35,  +  G2). 

Déduisons  maintenant  de  la  relation  (12)  la  formule 
d'addition  pour  C(x). 

D'après  les  notations  déjà  posées,  on  a,  pour  toutes  les 
valeurs  entières,  positives,  nulles  ou  négatives  de  /;a, 

y  ( — '- ^—]  =((,^)-(i,r), 


(33  1     ) 

d'où 

(  y  (-1 '—)  (-^ '—) 

(  I o  )        -    .^^  \x  -i-  m       y  ^  tn  J  \x  -{-  n       y  -{-  n  J 

[       =[U,x)-{\,y)]K 

Calculons  le  premier  membre  de  la  relalioii  (i3)  eu  le 
développant  :  on  peut  écrire  le  terme  général 


( .r  -H  /?i  ) ( a?  -F-  « )        [y  -^  'ii){y  -\-  n) 
I  I 


{x  -\-  in){y  -\-  n)        (y  -h  rn){x  ■+■  n) 
Or,  laut  que  m  ^  n^  on  a  identiquement 


(x  -h  m){x  -+-  n)        {y  -\-  n)(y  -i-  n) 

m  —  Il  \      T  -h  m        X  -{-  n       y  -r-  /n       y  -^  n  ) 

Donc  la  valeur  du  premier  membre  de  cette  dernière 
égalité,  quand  ou  donne  à  ni  et  ii  toutes  les  valeurs 
entières,  est  égale  à  celle  qu'il  prend  pour  m=  fi  aug- 
mentée de  la  valeur  du  second  membre  ;  or,  le  second 
membre  est  nul  après  la  sommation,  donc  on  a 


_(x  -^  m){x  -^  n)        (y-hm){y-\-n) 

/II,  n 

=  y(    '     -^— ' ) 

^  \{x  —  m  )2        (y  -^  my-  J 
III 

=  (2,0-)  4- (2,7). 

I)(;  même 

I  I 


(r  +  ni)(y  -h  n  )        x  — y  -h  m  —  /i  \x  —  m 
I  I  /        I 


(- -)' 

\  ./•  —  m       y  -+-  n  / 


(j  -i-  m)(x  -h  n  )       y  —  x  -^  ni  —  n  \y  -1-  ni        x  -+- 
Ces  dernières  idcnlilés  onl  loujours  lieu  (piels  (pie  soieiil 
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met  //.  Pour  t'IîcctiuT  les  sommations,  posons 

tn  —  /i  =  m', 

d'où  ni  =  7?î'-f-  //,  et  laissant  d'abord  jji    fixe,  il  vient 


— '. '-) 

-r-  ni  -^11       y  -\-  Il  I 

-'(5 — -' S-^) 


X  — y  —  m    \  X  -r-  m  -^  ii       y 


X  — y  ^  m   \  Ja^  X  ~  m  -i-  n       .^  y 

X  — y  -^  m  -^ 

Si  nous  faisons  varier  m'^  ou  a 

^'.^— J')[(i,-^j-(i>7)j, 
de  même 

y — '- — ,{ — '-. ^) 

.ad  y  —  X  -^  m   Xy-^in-^-n        x  ^  n  / 

d'où  la  relation 

[{\,x)  —  {i,y)Y=(i,x)-^{'2.,y) 

^{i,x—y){{i,x)-ii,y)]  +  {i,y  —  x)[{i,y)-{i,x)], 

c'est-à-dire 

\ii,x)  —  (\.y  |]2  ={■!,  x)-\-(i,y)—  ■i(i,x  —  y)[{\,x)—(i,y)\. 

En  changeant  j  en  — y   dans  cette  égalité  et  remar- 
quant que 

(■2,y)=^{i,  —  y}^         (,,j')  =  — (i,-j), 

il  vi(;nt 

(i4)         ^<  2^''-^'^r)['i>^,'-^'i,J)J 

(        =^[{\,x)^{i,y)]i  —  {-}.^x)  —  ('?.,y)\ 
or,  d'apiès  (12), 

('i..x)=  i\  .x)--^  S.vj,  (  -i.y  )=  {\  _yyi—-^si: 


(  :-553   ) 
donc  (i4  )  s'écrit,  après  réducLions  faites, 

c'est-à-dire 

i5)  C(  X  ~h  y)= — -T-— :-; : 

c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

La  méthode  suivie  pour  arriver  à  la  formule  (lo)  est 
peut-être  un  peu  longue,  mais  elle  a  l'avantage  d'être 
élémezitaire  et  de  ne  faire  appel  qu'à  la  définition 
de  C( a:)  et  à  la  relation  (12). 

Formule  d  'addition  pour  S(x). 

Passons    maintenant    aux.    formules    analogues    pour 

S(ir)  ;  on  a 

dC       S"  S  — S"-       S"       /S'\2      S"       ^, 


dx  S'^  S         V  S  /         S 

et  d'après  (12)  il  en  résulte 

S" 

-g  =-... 

ou 

(r6)  S"-t-3s,S  =  o. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (16)  par  2 S'  et  inté- 
grons 

(17)  S'2-h3  5iS2=  A, 

//.  étant  une  constante;  pour  déterminer  h  calculons  la 
valeur  de  S'(x)  pour  x=o.  Développons  C(x)  en 
série  de  puissances  :  on  a,  pour  x  inférieur  à  n  en  valeur 
absolue, 

11  XX'- 

X   -  n  n        II-        n^ 
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d'où,  en  portant  cette  valeur  dans  la  lonnule  (2), 

(18)  Clx)= SiX  —  s^x^ — s^T-'  — ...; 

X 

on  a  posé 

s'^=-^--    y'-=-.    s'-=-^--- 
^  /i^       ^  II*       ^  II'' 


les  sommes    >    —-7 — :  sont  nulles. 

n 

De  là  on  déduit 

.1  -       .ji 
S  (  J7  )  =  A  .r  c    '  '  -       '  * 

A    -  i^     »  •  !•       S(.r) 

A  étant  une  constante.  Ur  A  =  i  puisque  lim  =  i 

pour  X  =  o,  par  suite 

/                   x"-             x*        ■  "■■ 

S(.r)  =  a7\  iH ^ h. 


en  se  bornant  aux  deux  premiers  termes  du  dévelo])pe- 
meiit  de  S(jc),  il  vient 

(19)         S{x)=x  (  I  — 5i—  H-.  ..  )  =.r  —  s,  —  -^..., 


d'où 

(20)  S'(x)=i — 35|  — 

2 

et  eniin  si  .r  =  o,  on  a 

S'(o)=  I. 


D'ailleuis,  nous  établirons  tout  à  l'iieure  et  d'une 
manière  plus  simple  ces  développements  (19)  et  (20). 
Pour  le  moment  revenons  à  la  relation  (17)  qui  s'écrit 

(■21)  S'24-  35|S-=:   I. 
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De  la  formule  d'addiliou  de  C{x'),  on  déduit 

'■^^'  S(^+jK)   ~      S'{x)S{y)  +  S'(y}S{x)     ' 

ou  bien,  d'après  la  formule  (21), 

S, ,     _^._  [S-(^)S(^)+S-(7)S(^)P 

(      ^[S'(,r)S'(jK)-35iS(^)S(y)]2i 

Or  le  dénominateur  est  égal  à  i,  en  appliquant  encore 
la  formule  (21),  et  comme  pour  j  =  o  le  numérateur  se 
réduit  à  ±S(.r),  la  formvde  d'addition  pour  S{x)  est 
donc 

i'zi)  S(^-h  j)=  S'(^)  Siy)  -^  S'Cr)  S(^j. 

D'après  l'expression  (22)  on  conclut  aussi 

(•M)  S'(x+y)=S'(x)S'(y)--3siSix)S{j). 

Remaïque  I.  —  Des  lelations 

\  S"(x)  =  — 3.ç,S(^). 
on  déduit 

,    .,  S'2  — S"S       ?>'-{x) 

(23)  p(^;=  — 3^ — = — p-' 

et  par  suite 

Remarque  H.  —  L'équation  (12)  permit  de  calculer 
les  sommes  5o,  .^;j  .  .  . ,  de  proche  eu  proche  en  fonction 
de  la  première  .v,.  En  effet  l'équation  (12)  peut  s'écrire 

( SxX  S-iX^  —  .  .  . SiiX"-"-^  — . 

=   —   —  9,5i-f-  3s2.r2-i-.  .  .-4-(2«  —  j);Ç,j:r2«-2-i-.  . .; 

égalant  les  coefficients  de  x'-"   -  et  supposant  successi- 
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NLMiient    n    paii-  ou   impair    (/i  =  a  |J-    ou    u^  o,  a  H-i), 
un  (jl)ticn  t 

(4,U  -T-  IjSoa       =  2SiS.2^_i-i-  ■jSjSo^.-s-^--  ■ 

-f-  aSjj— 1  S[ji,-4-i  -T-  S-  ;j-, 

(4  [Jt  -T-3)S2[j.H-l  =  -iS]  Sjij^        -t-  2S.2S.2;j.-l  -4-.  .  . 

Ainsi  on  a 

s]  ÏS]  ,         M.s-j  i4G.«f 

s*  = 5  5.j  —   — 


5  Ô.7  ^•7-9  5-. 7. 9.  Il 

Développemejil  de  S{x)  et  de  S' (a:)  en  série  de  puis- 
sances. —  De  la  formule 

(21)  S'2(ar)-t-3siS2(^)  =  i 

nous  allons  déduire  le  développement  de  S(.r)  e!i  séiie 
de  puissances  par  la  formule  de  JMac-Lauriii  ;  ou  déduit 
aisément 

S'„^'"  =  o,  SV-"+»'  =(— i)"(3.çi)", 

d'on 

(•26)  S(r)  =  -  —  3.V1  -^^...-f-(— i)«(3si.)«- ^' 


X  1.2.8  '  ^'        (2«-f-ij: 

développement  valable  quel  que  soita:;  on  en  déduit 

(27)    S'(:r)  =  1-3.9,  ^H-...--(_,).(3sO"^--... 


Multiplions   Téquation   (26)    par   i\jZs^    et   ajoutons   à 
(2-),  il  vient 

I         1.2         1.2.3 

ou  bien 
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telle  est  la  relation  d'Euler;  on  en  déduit  facilement 


(29)  S'(x)  = 

(30)  S(r)  = 


•2 


(3i)  C  (a?)  =  i  /oA-i 


"2  1^  6  Si 

gix^'iS, g  —  txV'èSi 


De  la  relation  (28)  on  tire,  puisque  S  (a)  ciS'{x) 
changent  de  signe  quand  on  remplace  x  par  x  +  1 , 

(32)  e'^^TT-i- I  =  o, 

et  la  fonction  e^  admet  aiy/^^i   pour  période. 

Pour  simplifier,  on  voit  que  nous  sommes  conduits  à 
poser  y/3i,  =":  ainsi  se  trouve  introduit  naturelle- 
ment le  nombre  -  que  nous  pourrions  nous  proposer  de 
calculer  et  qui  peut  être  regardé  comme  la  plus  petite 
racine  positive  de  l'équation 

Remajque  1.  —  Des  équations  (29),  (3o)  et  (3i)  on 
pourrait  déduire  les  formules  d'addition  de  S' (a:),  S(x) 
et  C(^),  en  admettant  la  relation  (12),  déjà  démontrée, 

et  aussi  l'égalité 

e^  eï  =  e^+J , 

ce  qui  ne  serait  pas  contradictoire,  vu  que  cette  pro- 
priété de  l'exponentielle  est  indépendante  des  fonctions 
circulaires. 

Jieman/ue  II.  —  Pour  que  la  constante  3^1  ne  ligure 
pas  explicitement  dans  les  formules  déjà  trouvées  on 
peut  poser 

S(.r)  =  , 

S'('*')  =  7^  ^C'-^)  =  ^^o*"^"*^)  et  C(.r)  — -cot-a-, 

Ann.de  .)fnlliéniat.,  o'série,  t.  \VI.   (  \ont,  1897.)  ^"^ 
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enfin  remplacer  tcj;  par  x.  On  retombe  ainsi  sur  les  no- 
tations ordinaires   des  fonctions    que    nous    étudions; 
mais  il  est  inutile  de  faire  un   tel  changement,  vu  qu'il 
n'olii-e  pas  un  grand  intérêt. 

ÉTUDE    DES    ÉQUATIONS 

S(.r)  =  S(,ro),  C(:r)  =  C(xo). 

De  la  formule  d'addition  pour  S(x)  on  déduit 
S(a7 -i- Xq) -H  S(:r  —  ^o)=  3'.S(jc)S'(:ro) 
ou  bien  si 

(33)  h(  h)  +  bf  t')  =  aS -S  • ; 

de  lA 

(34)  S(«)-S(P)  =  -2S^^-=^S' ^^-^^. 
Si,  dans  la  relation 

S(:r-i-j.)=S(:r)S'(j.-)+S'(^)S(^) 
on  fait 

a:-  =  -■  et         r  =  —  x . 

on  déduit 


S     r--^-     =S     -     S'(T) 


.(i)s(.). 


Or   S'(-)  =  o,  et   la  relation  S'-(j:)  +  •7:-S-( j)  =:  i 
donne 


S'' 


Nous  prenons  le  signe  -j-,  vu  que,  d'après   la  formule 
fondamentale  (i),  S  (a:)  est  positif  pour  a:  =  -  :  d'où 


(  ^39  ) 
de  même 

(36)  S(:r)= — — 

Cela  posé,  considérons  l'équaliou 

D'après  (34)  on  a 


•i.  b  b    =  o , 


bi 


ou  Dien 


,i^\  c^ -^0    c    /  I  X  -r-  X^ 

2  \2  X 

Alors  les  solutions  de  l'équation  (3-)  sont 

X  =:  Xç^-^  ■lll^ 

X  = a^o  -»-  2  'i'  -r-  I , 

Il  et  n'  étant  deux  entiers  arbitraires. 

Pour  S'(x)  on  a  deux  formules  analogues  à  (33)  et 
à(34j 

s  (m)  -I-  s  (f)  =  25  s , 

b  (il)  —  s  {v)=  —  2-25 s • 

22 

De  là  on  déduit  les  solutions  de  l'équation  S'(j:)  ^S'fjCo), 
qui  sont 

ce  ^^^  %  Tt   — '  -  CCf^  . 

Passons  enfin  à  l'écjuation 

C{x)  =  Ç.{x,)- 
on  a 

d'où 


(  3Go  ) 
Les  solutions  de  l'équation  proposée  sont  donc  celles 
de  S(^o  —  .r)  =  o.  D'où 

.r  =  xo-f-  n. 

En  particulier,  si  Xq  =  ->  les  fonctions  S'(.r)  et  C(.r) 

s'annulent  pour  les  nièines  valeurs  x  =  ii  -\ 

^  i. 

L'étude  des  équations  pi-écédentes  nous  permettrait 
d'aborder  maintenant  les  fonctions  inverses  des  fonc- 
tions que  nous  venons  de  considérer. 

De  même  la  relation  d'Euler  (28)  conduit  pour  m 
entier  à  la  formule  de  Moivre  ;  ou  a,  en  ell'et, 

[S'(.^^j+  f-S(.r)J'"  =  e/îi'«^, 
d'où 

[S'(a7)-4-'j-S(a7)]'"  =  '^'{mx)  -f-  i-'è(mx). 

De  là  on  peut  déduire  les  expressions  de  S(nix)  et 
S' {ryijf)  en  fonction  des  puissances  successives  de  S(^) 
et  S' (x)  et  pareillement  celles  de  S'"(.r)  et  S'(/;;j:)  à 
l'aide  des  fonctions  S  et  S'  des  multiples  de  la  variable 
X.  Enfin,  étant  donnée  la  valeur  de  S{x)  ou  S'(x),  on 

peut  étudier  les  équations  qui  donnent  S  (  —  j  et  S'  (  —  )  • 

Ces  questions  sont  maintenant  faciles  à  aborder  et  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas.  De  même,  en  imitant  les  pro- 
cédés classiques,  on  peut  suivre  les  variations  des  fonc- 
tions S(x),  S'{x)  et  C(x)  (juand  la  variable  est  réelle 
et  comprise  entre  o  et  2  ou  o  et  i . 

Enfin  on  peut  introduire  et  étudier  les  trois  nouvelles 

fonctions 

I  S(^) 


tang(a7)  = 

séc(a7)  = 
coséc(a"j  = 


C{x)        S'{x)' 


b'{x) 
I 
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FONCTIONS    CIRCULAIRES    IIK    GENERAL. 

Terminons  cette  étude  rapide  j)ar  la  démonstration 
des  formules  c|ui  permettent  d'exprimer  une  fonction 
circulaire  quelconque,  et  par  l'examen  de  deux  de  leurs 
propriétés  essentielles. 

Nous  appellerons  fonction  circulaire  ou  trigonomé- 
triq ne  une  fonction  /(,r)  rationnelle  en  C(.r)  ou  en 
8(20;)  et  S'{2Jr). 

(On  a,  en  elïét, 

ces  formules  découlent  de  celles-ci 

S'(ix)=  aS'^fa^) —  \  —  i  —  iiz-S-ix), 

lesquellcîs  proviennent  elles-mêmes  des  formules  d'addi- 
tion.) 

Une  fonction  circulaire  ainsi  définie  est  uniforme; 
elle  n'a  d'autres  points  singuliers  à  distance  finie  que 
des  pôles;  elle  admet  pour  périodes  le  nombre  i  et  ses 
multiples  entiers.  On  dit  que  i  est  une  période  primi- 
tive. 

Toute  fonction  circulaire  peut  se  mettre  sous  deux 
formes  remarquables  rappelant  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  et  la  mise 
en  évidence  des  zéros  et  des  pôles  de  ces  fonctions. 

i"  formule  de  décowposilion  en   éléments  simples. 
—  Soity[C(a:)]   une   fonction  circulaire   quelconque, 
yétant  raiionnelie.  Posons  e^"^-^  =^  z.  De  la  relation  (3i) 
il  lésulle 
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(le  sorte  qu'on  a 

F  et  F|  étant  des  polynômes  entiers  en  z-. 

Cela    posé,   décomposons  -^  en  fractions    simples    et 

considérons  l'une  d'elles  -—-. -r;    posons     «  =  <'-'"''', 

égalité  toujours  possible  sauf  pour  a  =  o;  on  a 

De  sorte  que  la  somme 

Al  A2  ,  A„ 


z^-—a    '    {z'^—af    (52— «)" 

devient  un  poljnome  de  degré  n  en  C(.r  —  a)  ;  mais  la 
relation 

dérivée  n  fois,  permet  d'exprimer  linéairement  les  puis- 
sances successives  de  C(a:  —  a)  au  moyen  des  dérivées 
successives  de  C(a?  —  7.)  jusqu'à  la  ( /i  —  i)"™'^.  On  a 
donc 

y       .^'''    ç,  =  H  --  M G(^  -  a) 
+  M,^C,.-„+...^M„_,^C(.-a). 

les  constantes  H,  M,  M,,  ...  dépendant  linéairement 
des  A. 

En  répétant   pour  les   diverses   racines  deF(2-)ce 
que  nous  venons   dt;  dire  pour  la  racine  <2,  réunissant 

la  partie  entière  de     '  _      avec  les  fractions  de  la  forme 
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—q:  et  appelant  E(j-)  cet  ensemble,  on  a 

[h  est  ]e  plus  grand  des  nombres  tels  que  n  et  certains 
coefficients  M^^  peuvent  être  nuls.)  £(2-)  est  de  la 
forme 

où  A"  peut  être  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif. 

C'est  là  l'expression  générale  de  toute  fonction  circu- 
laire. 

2°  Forme  d'un  quotient,  de  deux  produits  de  fonc- 
tions S.  —  On  peut  écrire 

f\C(^w  -  [C(^)— Q^i][C(^)  — «2]---[C(-y)  — ro,J 

Posons 

rtA=C(^/..)         et         bi,  =  C(x',.), 
on  a 

d'où 

S  (37 Xy).  .  .?)(X X„) 


/[C(^)l  =  M(S:r)'« 


S( a:  —  x\)..  .?>{x  —  Xp) 


Quelques  quantités  Xk  ou  x',.  peuvent  être  égales 
entre  elles. 

M  est  une  constante  et  m  ^=  />  —  n. 

C'est  la  seconde  formule  annoncée  mettant  en  évi- 
dence les  zéros  et  les  pôles  de  la  fonction  considérée. 

Iienia/(/ue.  —  f.es  fonctions  précédentes/(.r)  admet- 
tent la  période  i;  par  un  changement  linéaire  de  va- 
riable  on    peut   faire   en    sorte'  ([u'elles   admetlent    une 


(  -m  ) 

période  quelconque  2to  :  il  suffit  de  poser 

on  a  alors 

/i(.r'+2oj)=/i(a7'). 

Signalons  maintenant  les  deux  propriétés  essentielles 
d'une  fonction  circulaire  qui  font  l'objet  des  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  I.  —  Entre  deux  fonctions  circulaires  aux. 
mêmes  périodes  y  =fÇx)^  z  ^f\  (x)  a  lieu  une  rela- 
lioJi  algébrique. 

Il  suffît  de  démontrer  le  tliéorème  dans  le  cas  où  la 
période  commune  est  i  :  alors  j^  et  z  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  C{x)  et  l'élimination  de  C(x)  donne 
une  relation  algébrique  entre  j'  et  3;  cette  relation  dé- 
finit une  coui^be  unicursale. 

Les  formules  (12),  (21),  (20),  (26')  sont  des  cas  par- 
ticuliers de  ce  théorème. 

Théorème  II.  —  Une  fonction  circulaire  f{x)  admet 
un   théorème  d'addition  algébrique. 

Démontrons  encore  ce  résultat  pour  le  cas  où  f{x) 
admet  la  période  i  :  il  est  facile  de  passer  au  cas  d'une 
période  quelconque. 

Posons 

/(JK)  =  F[C(J)]  =  '^ 
f(x^y)=  F[C(x-i-y)]  =  w; 

on  a  de  plus 

Comme   F    est   rationnelle    en    C,    l'élimination    de 
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C(^),   C(j  )   et  C(x  -{- j'),   entre  les  quatre   relations 
précédentes,  conduit  à  une   équation  algébrique   entre 
II,  V  et  w. 

[D3b] 
EXTENSION  DU  TIIÉOUÉME  DE  CAICUY  AIX  FONCTIONS 
DTNE  VARIABLE  COMPLEXE  DE  LA  FORME  pe' '  ='; 
Par  m.  L.  RAVUT. 


Cauclij  a  démontré  le  premier,  dans  le  cas  d'une  va- 
riable complexe  de  la  forme  pe'=<,  le  tliéorème  suivant 
qui  porte  son  nom  : 

Si  f(z)  est  une  fonction  de  la  variable  complexe 
z  =  oe'*,  uniforme  et  continue  dans  toute  l'étendue  de 
l'aire  S,  l'intégrale 

'fiz)cL 


,  /  c 


prise  le  long  du  contour  de  celte  aire,  est  nulle. 

On  peut  étendre  ce  théorème  aux  courbes  fermées  de 
l'espace,  situées  sur  des  surfaces  coniques  ayant  pour 
sommet  l'origine  des  coordonnées  ou  situées  sur  des 
plans  renfermant  cette  origine. 

Dans  ce  cas,  la  variable  complexes  est  égale  àpe"^  o', 
c'est-à-dire  à  p  (cosa -f- i  sina  cos  A -f- tl  sina  sinA). 
0  est  le  module  de  z]  l'angle  a  représente  le  déplace- 
ment de  p  dans  le  plan  et  l'angle  A  le  déplacement  du 
plan  lui-môme.' Les  symboles  d  opérations  i,  1  satisfont 
d'ailleurs  aux  relations 

ii  =  — I,        I2  =  — I,        a=  — Ji. 

8i  l'on  a  A  =^  constante  ou  =  u,  p  et  a  étant  v  ariables, 
z  se  meut  dans  un  même  plan. 
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Théorème  de  Cauchy  gé]vékalisé 
fonction  de  la  variable  complexe  z 
et  continue  dans  toute  l'étendue  de  l'aire  de  la  sur- 
face conique  OS  ou  de  la  surface  S'  faisant  partie, 
de  OS,  les  intégrales 


Si  f{z  )  est  une 
e'^   *,  uniforme 


ff(z)dz.  ff(-)d=:. 


prises  le  long  des  contours^  S,  S'  seront  nulles. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  un  triangle 
infinitésimal  ayant  pour  sommet  l'extrémité  de  z  et  pour 


côtés  les  vecteurs  //,  /i,  ei  h-,-  JNous  avons 
h  =  lu-- h,. 
Il  en  résulte  que  l'on  a  identiquement 

Toutes  les  fois  que  le  premier  membre  de  cette  iden- 
tité interviendra  comme  élément  dans  une  limite  de 
somme,  on  pourra,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d'ordres  supérieurs  au  premier,  lui  substituer  l'une  ou 
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l'autre  des  expressions  suivanies  : 

(1)  f(-)h-f(-)h,^f(-^h,)/u, 

(3)  /(^  -4-  h)  h  -f(  z  ^  h,)h,-f{z  --  h)  h,, 

et  cela  sans  changer  le  résultat  final. 

Les  expi^essions  (2)  et  (3)  nous  montrent  que,  lors- 
qu'on multiplie  la  fonction /"(s)  par  l'accroissement  de 
la  variable,  on  peut,  dans  la  substitution  que  nous  avons 
en  vue,  prendre  indiiïéremment  pour  valeur  de  z  dans 
f{z)  sa  valeur  initiale  ou  sa  valeur  finale. 

Cela  étant,  je  dis  que  l'on  aura 

^f{z)dz=o. 


f- 


Pour  l'établir,  coupons  la  surface  OS  à  l'aide  de  sur- 
faces spliériques  infiniment  voisines  ayant  pour  centre 
commun  le  point  O,  et  traçons  sur  elle  des  rayons  vec- 
teurs infiniment  rapprochés.  En  joignant  deux  à  deux 
par  des  droites  les  points  de  rencontre  consécutifs,  nous 
formerons  un  ceitain  nombre  de  polygones  élémentaires, 
que  nous  pourrons  décomposer  en  triangles. 

Si  l'on  applique  l'identité  (i)  à  chacun  de  ces 
triangles,  en  les  parcourant  tous  dans  le  sens  direct,  on 
aura  identiquement 

S  [f{z  ^  h  )  h  -f(z  -+-  h)  h,  ~-f(z  ^  h)  h,]  =  o. 

Mais  comme  l'on  peut,  sans  altérer  la  limite  de  la 
somme,  substituer  à  un  produit,  tel  quey(^  +  h)  A,  le 
produit /"(j)  A,  tous  les  produits  correspondant  aux 
lignes  intérieures  se  détruiront  deux  à  deux^  car,  si 
dans  un  triangle  l'on  a  le  produity(:;)  //,  dans  l'un  des 
triangles  conligus  l'on  aura  le  produit — f(z-\-Ii)h, 
auquel  onpourra  substituer  le  produit  — f[z)Ji.  Il  ne 
restera  donc  que  les  produits  se  rapportant  au  contour. 
Par  suite,  l'on  aura 

ff{z)dz^o. 
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[D6b] 

IIEPRÉSE\TATIO\  GÉOMÉTRIOIE  DE  LA  FOXCTIOX 

arc  tang^  ; 

Pab  m.  maillard. 


Soil. 


w  =  arc  tang^, 
I 


O       '        -     _1_    7  - 


Intégrant 


mais  on  a 


,^,=  1  l  1__^.  -H  c ; 


/  mod 


i  a  Tir —  'j.  k-i. 


Prenons  de  part  et  d'autre  de  M,  sur  une  perpendicu- 
laire à  Ox, 

.■\ID  =  MD'  =  i, 

:--^i        OD         MB' 


mod 


-  _  i       OD'        MB 
D'OD  =  BMB'  =  T.  —  CMB, 
-       CMB 


(     MB^  _  ^  ^ 

■JL      MB  ~  ïï  "^     -i. 


-H/.-^C. 


(  '^'(^p  ) 

Faisant  r  =  o,  nous  trouvons  C  =  -  et,  finalement, 


i      MB'       GMB 

7/    MB  '^^^""^■"• 


Si,  par  exemple,  z  décrit  un  contour  fermé,  il  sulïira 
de  calculer  la  variation  de  l'angle  C.MB  pour  en  déduire 
celle  de  w. 


[Blc] 

SUR  UIV  DÉTERlIli\A.\T  REMARQUABLE; 

l'Au   M.  G.   BOURLET. 


On  sait,  depuis  longtemps,  que  si  dans  une  équation 
différentielle  linéaire  homogène,  d'ordre  77^,  on  prend 
la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  comme  nouvelle 
inconnue,  on  obtient  une  nouvelle  équation  différen- 
tielle d'ordre  (/«  — •  i).,  mais  qui  n'est  plus  linéaire.  J'ai 
pu  mettre  cette  équation  sous  forme  d'un  détermi- 
nant (')  et,  en  la  formant,  en  particulier,  pour  une 
équation  linéaire  à  coefficients  constants,  on  parvient  à 
l'égalité  intéressante  que  voici  : 

Il  X  0  .  . .  o  o  f 


o  —  (n  —  I  ) 


2) 


00  o 


—  i. 

X 

0 

0 

—  I 

X 

««). 

(')  Voii\  à  ce  sujet,  mon  récent  Mémoire  Sur  les  opérations  en 
général,  etc.  (Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  avril  et 
mai  1897,  p.  »'J7). 
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Or,  M.  Laisant  a  signalé  autrefois  ('  )  l'exemple  aiia- 
loETue  suivant  : 


«0  «1 

I         X 

o        I 


o       o        o      —  \     a 
=  r/o  x"^  -i-  «137"-!  -!-...-;-  aii-\X  —  a  ni 

auquel  le  précédent  ne  se  ramène  pas  immédiatement. 
Ceci  m'a  amené  naturellement  à  chercher  à  déterminer 
d'une  façon  générale  tous  les  déterminants,  du  type  pré- 
cédent, tels  que  leur  développement  soit,  à  un  facteur 
constant  près,  indépendant  des  coefticients  <7oi  <^\i  ■  ■  ■■> 
a,i,  identique  au  polvnome 

f(x)^  Uq X"-  H-  aj  37"-'  -I- . . .  -I-  rt,j. 
Soit  donc  le  déterminant 


D  = 


«y  «1  a, 

•x^x-^'iil     aJx-r-S}      7.\x-^'^\ 


%-,  X  -\-  J; 


■■j.%x 


et  proposons-nous  de  déterminer,  de  la  manière  la  plus 
générale,  les  coefficients  a^'  et  |j^  de  façon  que  1  on  ait, 
(juels  que  soient  «o,<  ci^^  .  .  . ,  «„  et  x,  l'identité 

(ï")  D  =  a/(:r), 

a  étant  diiféreut   de  zéro  et  ne  dépendant  ni   de  x,  ni 


(  ')  Voir  Laisant,  Sur  un  déterminant  remarquable  {Bull,  de  la 
Société  math.,  t.  XVII,  p.  io4);  et  encore,  V.  Guxther,  Ueber  auf- 
steigende  Kettenbrilche  {Zeitschrlft  fiir  Math.  u.  Phys.,  t.  \\I, 
p.  187). 


(  ^7^  ) 
de  rty,  rt,,  . . .,  a„.  Multiplions,  à  cet  eifel,  la  première 
colonne  de  D  par  x'\  la  seconde  parx"~',  la  troisième 
par  x""-,  ...  et  ajoutons  à  la  dernière.  On  aura 

a]  ^+3}     7.UH-3i      . 


D  = 


Ho 


?i(^; 
?«(-^) 


r,l<: 


en  posant 

z,u{x)  =  {a^x  ^'^'^)x'^  -t-  (af>  -+-  [if  )  a-"-i  — 

Développons  D  par  rapport  à  la  dernière  colonne, 
D=(-i)"A/(j:-)_A,œ,(a;)^...-i-A„'f«(^), 
et  l'identité  (  i  )  s'écrit 

(2)  A,ç,(.r)-f-...4- A„cp„(5")  =  |,ji_(_i)«A]/(a7). 

Je  dis  que  cette  dernière  identité  ne  peut  avoir  lieu, 
quels  que  soient x,  a,,,  fi\^  •  •  -,  <^//,  que  si  l'on  a,  sépa- 
rément. 

Il  faut  d'aboicl,  en  etïcL,  que  les  deux  membres  de 
cette  identité  soient  nuls-,  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  le 
second  membre  étant  divisible  par  f{x),  le  premier 
membre  devrait  l'être  aussi,  ce  qui  est  impossible,  puis- 
qu'il ne  contient  pas  «„.  Je  dis,  en  second  lieu,  qu'on  ne 
peut  avoir,  identiquement, 

\lOi(x)-h..  .-{-  AnOn(x)  =  O, 

quels  que  soient  «0,  (hf  •.,  ««_(,  que  si  tous  les  poly- 
nômes 'f  a(-3:-')  sont  tous  nuls.  Egalons  à  zéro  le  coeflicient 
de  a/_(  dans  ce  développement,  et  nous  aurons 

(3)  A',  oi{x)  -h  X'.,Oo{x)^.  . .-+-  A;,cp„(a7)  =  0 

(  pour  t  =  t,  i,  .  .  . ,  n), 


(  ;^7^  ) 
A*  désignant  le  coefiîcient  de  l'ëlénient   situé  dans  la 
^ième  \[aixQ  cl  la  /""*''  coloune  dans  le  développement  du 
déterminant 


Si  les  égalités  (3)  pouvaient  avoir  lieu  sans  que  tous 
les  polynômes  ^^{x)  fussent  nuls,  il  faudrait  que  le  dé- 
terminant 

A  j      A  ^      ...      A  ,-j 

A'=      Af     A|      ...     A,! 

A  "      A  "  A  " 

A  j      /V,       ...       i\„ 

fût  nul.   Or,  ceci  est  impossible,  car  A'  est  le  détermi- 
nant adjoint  de  A  5  on  a  donc 

A'  =  A"-', 

et  A'  ne  poui-rait  cire  nul  que  si  A  l'était,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu,  puisqu'on  doit  avoir 

( —  ij"  \  =  a  ^  o. 
On  doit  donc  avoir,  identiquement, 

'^;,(x)  =  oi'^x'i+i  -+-  (  p^--i-  otf  ja7«+  (  ,3f+  a'jja;"-'  ~...-\-  ^fi  =  o  ; 
ce  qui  entraîne 


(4) 


S''        —  —  y 


(jj  —        a... 


Ces  conditions  (4)  sont  donc  nécessaires  ;  elles  sont, 
d'ailleurs,  suffisantes.  Pour  le  vérifier,  il  suffit  de  prou- 
ver que,  lorsqu'elles  sont  remplies,  A  est  une  constante. 
Or  on  a 

-  a  J      0.1  X  —  ai      '■Jilx  —  y.\      ...      a,',  _  1  37  —  a 

-  af     y.7X — a?     a;.r  —  'x-.      ...      y.J,_,x  —  a 
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ce  qui,  par  des  traiisforniations  faciles,  donne 


A  =  (-!)" 


,  I     .,  1  -,  1 


«  Il  r,  'l  n  II 

•*■  1         ■'•■2  •  •  •         ■'■Il 


En  résumé,  nous  arrivons  à  la  formule  générale  sui- 
vante qui  donne  tous  les  déterminants  de  la  forme  cher- 
chée : 

«0  rti  Uo  ...      a„ 


Ci) 


—  a       a { .r  —  a.i      ol],  x  —  a' 


ar     tr  X  —  a. 7     a.î.r  —  ol^ 


a,-,  a- 


—  a"     tx'l  X  —  a\     ol'Ix  —  a'j 
=  \x(aQX"■-^-  aix'f-'^  -h . . . 


au)- 


en  posant 


La  formule  que  j'ai  donnée  au  début  est  le  cas  parti- 
culier où  l'on  prend 


pour  f  jz£  X-, 


et 


a/.-  = 


(m  —  k)l 


La  formule  de  M.  Laisant  est,  de  même,  le  cas  parti- 
culier où  l'on  a 


pour         i  ^  /c, 


et 


4=.. 


Ann.  de  Mathcmal.,  3«  série,  l.  XVI.  (  Août  iHm;.)  :i\ 


(  --A  ) 

[R4b] 
SIIU  LtoriLIBRE  I\DÎFFÉ!lE\r  D1'\E  C!IAI\E  PESWTE 
SLR  liXE  COmUE; 

Par   m.   KARAGJANMDÉS. 


Considérons  une  courbe  parfailetnent  polie  et  une 
cliaine  homogène  pesante  de  longueur  /  glissant  sans 
frottement  sur  la  courbe.  Qiielb:  doit  être  la  forme  de 
la  courbe    pour  que   la  chaîne   soit   eu   équilibre  dans 


toutes  ses  positions? 


Il  (aut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  centre  de  gi-avité 
de  la  chaine  reste  à  une  li auteur  constante,  quand  la 
chaiueglisse  sur  la  courbe.  Prenons  un  axe  O  )'  vertical 
et  appelons  s  Tare  d(;  courbe  ;  on  devra  avoir 


(') 


quel  que  soit  s.  Soit,  le  long  de  la  courbe, 
eu  dilïérentiant  l'équation  (i),  on  aura 

(•>)  /(  5  -^  /)—/(.?)=  o. 

La  fonction /(.î)  doit  donc  admettre  la  période  /.  Il  y 
a  une  intînité  de  courbes  planes  et  gauches  répondant 
à  la  question. 

Bornons-nous  à  des  exemples  simples  de  courbes 
j)lanes  dans  un  plan  vertical. 

Supposons 

•>  ~  .V 
V  =  «SHl   -  ,—  , 


(  3:5  ) 

a  constante.  On  en  tire 

^        ■  y 

s  =  • —  arcsm  — , 
211  a 

et  en  diirérentiant 

Jdx^  -1-  dy-  =  —     . 

■17:    ^a2-yi 

I  I- 

dr^  =  dy^i  - — ^  — 


Posons  pour  abréerer  —  =^  h.  Nous  avons 


^           7    i   /b^'~a^'+y- 
dx  =  f'K  1  /  ^^ — 

On  a  donc  x  en  fonction  de  >'  par  une  intégrale  ellip- 
tifjue. 

Dans  le  cas  parliculier  où  h  =^  a^  l'intégration   est 
immédiate  ;  on  a 

dx  =  --•^  '  -^    ■  »  X  —  X(f  =  —  \/a-  —  jK-  ; 

la  coiube  est  un  cercle  de  rayon  a,  et  de  circonférence 
■iTza  =  x-b  =:  L 

solution  évidente. 

Supposons  maintenant  a  différent  de  /),  et  pour  fixer 
les  idées  a<^h.  On  a  alors,  en  faisant 

h- —  a-  =  a-, 

Cette  courbe  est  aisée  à  construire  ;  elle  n'a  pas  de 

dx 
tangente  verticale,  carène  s'annule  pas;    elb^  a  des 

indexions  sur  Oa:,  connue  une  sinusoïde. 


(  376  ) 

En  intégrant  par  tics  fonctions  elliptiques   avec  les 
notations  de  Jacobi,  on  obtiendra  [voyez,  par  exemple, 
le  Traité  de  MM.  Appell  et  Lacour)  : 
1  X  =  ct-ii  -^  Z(u), 


(c) 


{   "       Jo     V^(a^ 


dy 


j  arg  en - 


mod 


-b  r 


y  =  acnb  II. 

Si  a  était  supérieur  à  b,  la  courbe  aurait  des  tan- 
gentes verticales  et  horizontales. 

On  pourrait  prendre  de  même,  au  lieu  de  la  solution 
simple 


y  =  asiïl 


l 


y  ±=  Ajcos  — r-  BiSin  — h  A2C0S  —J h  B2Sin  — - 


■).Il-S  ^        .       O.JI-S 

A„COS j—    -4-B„sin , : 


les  A  et  les  B  étant  des  constantes.  Il  serait  intéressant 
de  voir  si,  parmi  ces  courbes,  il  s'en  trouve  d'algé- 
briques autres  que  le  cercle. 


[C3] 

Soient 
A  = 


SUR  li\  CERTAfX  JACOBIEiX; 

Par  m.  AUTONNE. 


(f-Oli 


^00  = 


dk 
àaoQ 


Il  lin       ...       fliiiL 

et  les  relations  (/,  jr  =  i ,  2,   .  .  .,  n) 

(0)     7/=A,Aô',      A,=<r//o-H^a/ya:y,      \<y  —  a^,a-i-^clojXj. 


(  377  ) 
A  lilre  d'exercice  sur  le  calcul  des  déterraiiiaiits,  je 
me  propose  de  détermitier  le  jacobien 

Y  _  à(yj j„)  ^ 

~   (>(.r,,    .  ..,  Xn) 

La  difï'érentiation  du  syslèuie  (o)  fournit  imniédiale- 
ineiit 


h.1 


dx  i 


Aort,7—  A./rtoy  =  PU- 


Le  délerininant  à  n-  éléments  P  des  pij  se  compose 
d'une  suite  de  déterminants  constitués  de  la  façon  sui- 
vante :  on  remplace  dans  /^qo,  dans  a  colonnes,  les  élé- 
ments a  par  les  éléments  Ai^a/j;  dans  //  —  a  colonnes, 
les  éléments  a  par  les  éléments  —  A/rt^y.  Tous  les  déter- 
minants à  quatre  éléments 

A^va^y     A,-'auy 

sont  nuls;  donc  il  suffira  de  prendriî  71  —  y.  =  o  ou  i  et 
a  =  n  ou  n  —  i .  Bref 


p  =  A;;7.oo-Ar'2Qv«o/, 


Qj  = 


A/     «,-,y- 


Dans  i^j  rctranclions  de  la  y"""'  colonne  les  éléments 
des  autres,  multi])liés  resp(!ctivement  par  x, ,  .  .  .,  ■Tj_i^ 
.r/^i,   .  .  .,  .T/i.  Il  ne   restera  de  A,- que  cii/.rj  -h  (1^^. 


<),■   =  Ti 


(tn 


'ij->  1 


«(•// 


(  '^-J^  ) 

Le  premier  déterminant  est  ^oo  5  le  second,  faisant 
venir  la  j"'"^"  colonne  au  premier  rang  par  y  —  i  déran- 
gements d'indices,  est 


(-.y- 


(fiof^il       ■■•       ^i/J—i      (fi,j-hi 


Le  coefficient  de  ( —  i^"'  est  ( —  ^Y ^oj  •  lj»'ef 

Qj  ^-  b,,oXj  —  boj,      \  «oy-Qy  =  ôooCAo  — «oo)  — (A  — a%  6ooX 
/ 

_2] -'«•/■  ^./^  A, 600  — A, 


P  =  A«  b,,  -  A'J-  '  (  Ao 600  —  A  )  =  Ar  •  A  ; 


enfin 


Y=  f.n+\  '  expression  homogène  de  degré  zéro 
Ao 

par  rapport  aux  a. 

Résolvons  les  équations  (o)  par  rapport  aux  x  '. 


B„ 


By  =  6oy  -H  2^  ^'jyi  ;  Bo  =  èuo  -f-^  bi(,yi. 


Il 


X  = 


C^(^-l Xn)    _        B 

rnjK,,...,J'„j     "    B^" 


B  =  A", 


1)  étant  le  déterminant  des  b  (système  adjoint  des  a). 

Remplaçons  dans  Bo  lesjy  par  leur  expression  en  x.  Il 
viendra 


bM^'()-^y  ,bi 


(^ciijXj-^aiA 


/^iMi  Al, —  f*î)^2ii'''j"^^J  '^  ^^  ~  «00^0(1 

i 

Ao 


A^ 


(  3 79  ) 
Alors 

-^-B-'-- -va;       a 

XY  =  I ,  ce  qui  devait  être. 
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SESSION    D'AVRIL    1897.    —    COMPOSITIONS. 


Lille. 


Analyse. —  i"  Définir  l'intégrale  iV une  fonclioii 
de  variable  complexe,  prise  le  long  d'un  contour 
donné.  La  fonction  f{z)  étant  supposée  continue  dans 
une  aire  donnée  A,  à  quelles  conditions  doivent  satis- 
faire sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire  pour  que 
l'intégrale  ait  la  même  valeur,  quel  que  soit  le  con- 
tour fermé,  contenu  dans  cette  aire,  le  long  diupiel  on 
effectue  V intégration. 

2"  Définir  les  lignes  de  courbure  d' une  surface  et 
former  leur  équation  dijjérentielle  :  la  surface  étant 
supposée  réglée,  on  demande  de  la  déterminer  sachant 
(pie  tout  plan  parallèle  à  x^y  la  coupe  suivant  une 
ligne  de  courbure.  On  jera  voir  d'abord  que  ces 
lignes  de  courbure  sont  nécessairement  des  cercles; 
on  en  déduira  que  la  surface  est  de  révolution . 

Mécam(^)i;e.  —  1.  Mouvement  d'un  solide  autour 
d  un  point  fixe. 

On  iraili^ra  seulement  les  questions  suivantes  : 
1"   Relations  entre  les  angles  d'Euler  et  les  compo- 
santes de  la  rolalnm  insi anianée : 


(  38o  ) 
2"   Couple  vésuhant  des  forces  d'inertie; 
3°  Equations  du  inouvement,  intégrales  premières 
de  ces  équations  dans  le  cas  oit  les  forces  extérieures 
admettent  une  résultante  unique  passant  par  le  point 
fixe. 

II.  Un  triangle  isoscèle  rectangle  OAB,  homogène  et 
pesant,  est  mobile  sans  frottement  autour  d'un  axe 
fixe  horizontal  Oz  perpendiculaire  à  son  plan  xOj  et 
passant  par  le  sommet  O  de  l'angle  droit.  Un  fil  élas- 


tique DCA,  dont  une  extrémité  D  est  fixe,  soutient  à 
son  autre  extrérnité  le  triangle  AOB  auquel  il  est  atta- 
ché en  A.  Ce  fil  passe  en  outre  dans  un  anneau  très 
petit  C  situé  sur  l'horizontale  Ox,  à  ujie  distance  OC 
du  point  O  égale  à  OA. 

Déterminer  la  position  d'équilibre  du  triangle  AOB, 
le  mouvement  de  ce  triangle,  la  réaction  de  l'axe  Oz, 
et  en  particulier  la  durée  des  petites  oscillations. 

On  supposera  que  la  longueur  du  fil,  dans  son  état 
naturel,  est  égale  à  DC,  et  que  OC  est  la  longueur 
dont  ce  fil  s' allonge  à  l'état  d'équilibre  sous  l'action 
d'un  poids  égal  à  celui  du  triangle  AOB. 

[On  rappelle  que  la  tension  d'un  fil  élastique  est 
proportionnelle  à  l'allongement  de  ce  fil .^ 


(  38i  ) 

AsTRO^voMiE.  —  Déterminer  l'azimut  et  la  distance 
zénithale  que  l'on  devra  obtenir  pour  le  centre  du 
Soleil,  observé  en  un  lieu  A  de  longitude  o*'  i4™57%  i  (E) 
et  de  latitude  5o"46'34",o  (B),  à  2''5"'i2%o,  temps 
moyen  local,  pour  un  jour  donné. 

Le  jour  de  l'observation,  à  midi  moyen  de  Paris, 
la  déclinaison  du  Soleil  est  + 1  [7"5  l' iS",  i,  et  elle  di- 
minue de  "dW ig'  par  heure. 

Le  même  Jour,  à  midi  moyen  de  Paris,  le  temps 
vrai  est  de  i  i''53'"55*, 'j4  ^t  le  lendemain,  à  midi 
moyen,   il  est  de   i  i''54'°o%0  2. 


S0L11TÎ0\S  DE  OllESTIO^'S  PROPOSÉES. 


Question  1746 

11896,  p.  440). 

Le  volume  d'un  tédraèdre  est  égal  aux  deux  tiers  du 
produit  des  sections  faites  par  deux  plans  médians  menés 
par  deux  arêtes  opposées  de  ce  tétraèdre,- multiplié  par  le 
sinus  de  l'angle  de  ces  deux  plans  et  divisé  par  la  mé- 
diane du  tétraèdre  suivant  laquelle  ils  se  coupent. 

(Gexty.) 

solutioiv 

l'ar   M.    DULIMBERT. 

Soient  SABG  le  tctracflie;  Sâ«,  aBC  les  deux  sections  mé- 
dianes qui  .se  coupent  suivant  la  médiane  ax;  w  le  dièilre  des 
plans  «aA,  «aB. 

De  B  je  mène  la  perpendiculaire  BK  sur  la  droite  «a  et  la 
perpendiculaire  \Mi  sur  le  pian  médian  SA«.  BK/*  est  l'angle 
pian  du  dièdre  des  deu\  plans   médians.  Donc  \Mi  —  BKsinw. 


(  ^^^  ) 

Gela  posé,  le  voluiue  du  tétraèdre  est  égal  à   deux  fois  celui 
du  tétraèdre  BASrt,  c'est-à-dire  à 

l .  S\a  .Bh  =  f  .SAr/.BK  sinoj. 


Or  la  surface  de  la  section   médiane   aBC  est  égale  à  «x.BK. 

Donc 

a  BC 


BK 


Donc  enfin  le  volume  est  égal  à 


«:.  o.  1'.  I). 


Autres  solutions  de  MM.  Biîand  et  Tauatte. 


4 


Question  1750. 

I  18%,   p.    :.:6.l 

Soit  m  un  point  quelconque  d'une  conique  de  centre  O  .par- 
les points  O  et  m  on  mène  les  droites  Op  et  nip,  également 
inclinées  sur  les  axes,  respectivement,  que  la,  droite  O  ni  et 
la  tangente  en  m.  La  perpendiculaire  élevée  à  mp  au 
point  p  passe  par  le  centre  de  courbure  en  m. 

(E.    DlPORCQ.) 
SOr.lTION 
l'ar  M.  \  .  Hktali. 

Appelons  ni  le  point  où  mp  va  couper  ultérieurement 
la  conique,  et  [Ji  le  symétrique  de  m  par  rapport  à  un  axe  de 
la  courbe  :  mp  est  parallèle  à  la  tangente  en  a,  et  par  suite  p 
est   le    milieu    de    la  corde  mm' \   mais  le  centre  de  courluire 


(  383  ) 

en  ni  est  sur  un  cercle  mené  par  les  points  m  et  in'\  donc,  etc. 
La  construction  indiquée  par  31.  Duporcq  coïncide  donc  avec 
celle  de  Steiner  (  Vorlesungen,  p.  3i2). 

Autres  solutions  de  MM.  E.-N.  Barisiex,  Droz-Fauny  et  E.  Taratte; 
un  anon3'me  nous  a  aussi  envoyé  la  suivante  : 

Les  droites  rnt,  inp,  également  inclinées  sur  les  axes,  ont 
pour  diamètres  conjugués  les  droites  également  inclinées  sur 
les  axes  :  Om,  Op.  Si  /  est  le  point  oîi  mp  coupe  la  conique, 
le  point  p  est  alors  le  milieu  de  mi. 

On  sait  que  le  cercle  de  courbure  en  m  passe  par  l:  son 
centre  est  sur  la  perpendiculaire  à  ml  élevée  du  milieu  p  de 
cette  corde. 

Question  1753. 

I  1896,  p.  5S3.I 

Le  lieu  des  pôles  des  spirales  logarithmiques  osculatriccs 
aux  diverses  sections  ayant  même  tangente  en  un  point 
d'une  sur-face  est  un  cercle.  (A.  Pellet.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Mannuki.m. 

Par  la  droite  at,  tangente  en  a  à  la  surface  donnée,  menons 
un  plan.  Appelons  a  le  centre  de  courbure,  pour  le  point  a, 
de  la  section  S  ainsi  obtenue,  et  y  le  centre  de  courbure  cor- 
respondant de  la  développée  de  cette  courbe. 

La  spirale  logarithmique,  tangente  en  a  à  S,  et  dont  le 
centre  de  courbure  de  sa  développée  est  7,  a  un  pôle  p  qu'on 
obtient  en  projetant  a  sur  «-;• 

Lorsque  le  plan  sécant  tourne  autour  de  al  les  points  tels 
que  a  décrivent  un  cercle  G  et  la  droite  ay  reste  dans  un  plan 
(P)  (•)  :  les  pôles  tels  que  p  appartiennent  alors  au  petit 
cercle  tracé  sur  (P)  de  la  sphère  dont  G  est  un  grand 
cercle. 


(  '  )  Principes   et    développements  de  Géométrie   cinématique. 

p.  333  et  334. 


(  384  ) 
Question  1757. 

(  18'JT,  p.   loo.) 

Des  paraboles  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  une 
courbe  plane  donnée,  en  un  même  point  de  cette  courbe; 
quelle  est  l'enveloppe  de  leurs  axes  ?  Déterminer, pour  Vun 
de  ces  axes,  le  point  où  il  touche  cette  enveloppe  et  con- 
struire le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  correspondant 
à  ce  point  de  contact  (').  (Mannheim.) 

SOLUTION 
Par  M.  AuDiEERT. 

Plaçons  l'origine  au  point  five  de  contact  du  second  ordre, 
l'axe  des  x  sera  tangente  commune.  La  parabole 

(i)  {py-^xY-h-iqy  =  o, 

qui  fait  partie  du  faisceau,  n'a  que  le  paramètre/;  de  variable, 
car,  à  l'origine,  sa  dérivée  seconde est  une  constante.  Le 

coefficient  angulaire  de  l'axe  de  (i)   est  —  -  —  langa,    et  au 
sommet  correspondant  on  aura 

dy  _     — ipy-^^)      _ 

dx       p{py  ^  x)-^  q 
ou 

qp 
^    '  '  -^  1  -\-  p^^ 

équation  de  cet  axe. 

En  combinant (2)  avec  sa  dérivée  relative  à/>,  on  a  les  coor- 
données du  point  de  contact  de  l'axe  avec  son  enveloppe, 

L'élimination  de p  entre  (2)  et  (3)  donne  l'équation  de  l'en- 

(')   Fo//'  aussi  l'article  de  M.  d'Ocagne,  page  252;  iSf>-, 


(  385  ) 

veloppe 

^\yiy  "*"  ^Y'^  4'^^-+-  ^3P-y- —  loq T-y  —  q-x-  =  o. 

En  substituant  à  o  sa  valeur >  (-2)  s'écrira 

'  tanga 

X  y 

.- —  =  7  sin  a, 

cosa        sina 


et  de  (3)  on  tire  la  relation 


y 


cos2a        sinaa 

Chacune  de  ces  droites  est  facile  à  construire,  et  leur  ren- 
contre déterminera  le  point  de  contact. 
La  normale  en  ce  point 

y  —  px  ^=  — ^— -(2«2 () 

rencontre  la  normale  infiniment  voisine  au  centre  de  courbure, 
dont  les  coordonnées  sont 

à  l'aide  de  (3)  on  a 

d'où  l'expression  du  rayon  de  courbure 

•iqp{p'>-—'i) 
l  =   —^ T^ —  ^=  ">.  q  COS  :>  ri . 

Autre  solution  de  M.  H.  Brocard. 


Question  1760. 

(I8'J7,  p.   U8.| 

Etant  donnés  deux  faisceaux,  l'un  d'ordre  m,  l'autre 
d'ordre  n,  le  lieu  géométrique  des  points  où  les  courbes 
des  deux  faisceaux  se  coupent  sous  un  angle  constant  a 
est   une   courbe  d'ordre  2(niH-rt  — i).  Quand  a  =  o,   cette 


(  386  ) 

courbe  se  décompose  en  une  courbe  d'ordre  'i(ni  -^  n) —  3 
et  la  droite  de  l'infini.  (E.  Dewulf.) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Leinekl'Gel. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  faisceaux  linéaires 

(^1)  Qm{x,  y)  =  om{x,y)-^\  'hm{x,  y)  =  o, 

(2)  Qn{x,y)^  (}n{x,  y)  -^  ixyn(x,  y)  =  o: 

la  condition  pour  que,  en  un  point  (x,y),  les  deux  courbes  se 
coupent  sous  un  angle  a,  est 

/dCm  dCn        dCni  dCn\ 

(3)  '  ^  J    ' 
^    ^                  j        _dCm  àC]n        OC  m  c)C  n 

\  ().r       à  y  Oy        ').r 

L'élimination  de  X,  [jl  entre  les  équations  précédentes  conduit 
à  l'équation  du  lieu 

tang  a  [(  o^  ni  6  ni  —  -y,,  ni  oni  )(f)'^n  yn  —  0  n  y'j.  n  ) 

-^  (  o'y  ni  •!/  ni  —  '\''y>'i  «?'«)(  O'y  n  y  n  —  0  «  y\  m  )  | 
=  {'-^'j:  ni  'l  m  —  -Vr  ni  o  ni  )  (  0',.  n  y  n  —  y  y  n  0  n  ) 
—  (  Kt  '*  '/  "  —  7  r  "  ^'  ''  >(  ?V  "'  't'  "'  ^  't'  V  '"  ?  '"  )• 

Dans  le  cas  où  aj;o.  on  voit  nettement,  en  posant  -j^f 

o  m  (x,  y  )  =  A.m^"'  -+-  •  •  •  -^  ^^-  -+-  '^-Ba-jK-^-  Cy^-^ -îDx -^  lEy  h-  F  =  o, 

'\im{x^y)  =  A.',„x"'-^. .  .-h  X'x^-h —  sE'r-f-  F' =  o, 

Qnix,y)  =  a,ix"    -^.  ..-^  ax"-  -^ibxy  -- =  o, 

y_n{x,  y)=  a\,x"'   -t-.  .  .-i-  a' x-  -f- =  o, 

que  le  degré  du  premier  membre  de  l'équation  est 
m  ^  ni  —  iA-n-\-n  —  i  =  a  (//?-+-  n  —  i  )  ; 

dans  le  second  membre,  au  contraire,  le  terme  constant  dispa- 
raît, et  si  les  équations  ont  été  rendues  homogènes  en  x,  y.,  z. 
le  facteur  z  est  en  facteur  d'où  le  lieu  s'abaisse  au  cas  où  a  =  o 
à  9.(m  -\-  n)  —  3. 


(  387) 


QLESTIOXS. 


1773.  On  donne  un  point  O  et  une  droite  D  fixes.  Une  figure 
de  jjrandeur  invariable  formée  d'un  point  eu  et  d'une  droite  A 
se  déplace  de  façon  que  co  reste  sur  D  et  que  A,  s'appuyant 
toujours  sur  cette  droite,  passe  toujours  par  O.  On  demande  le 
lieu  d'un  point  arbitraire  du  plan  de  la  figure  mobile.  Exami- 
ner les  différentes  formes  de  ce  lieu,  lorsqu'on  fait  varier  les 
données.  (iMannheim.) 

1776.  Soil  /(or,  y)  =  ax--^  ibxy  -f-  cy-  une  forme  positive 

et  'i(/i)=  7    —. — »  la    somme   étant  étendue   à    tous   les 

^id  ./(  X,  y  ) 

systèmes  de  valeurs  entières  des    indéterminées  x   et  y,   tels 
que 

/(x,  y)     soit     <  h. 

On  excepte,  bien  entendu,  le  système  particulier  x  =  y  =  o, 
ce  que  nous  indiquons  en  affectant  le  signe \  d'un  accent. 
Démontrer  que  la  différence 

o{h} —  "         logA 

\/ac  —  /}'- 

tend  vers  une  limite  déterminée  quand    //  augmente  indéfini- 
ment. (J.  Franel.  ) 

1777.  Soit,  plus  généralement, 

f(x,,Xi,  ...,X,,)  =S^ar,XrX,  /'   —  ■'  ^'  •  ••'  Z'  J 

une  forme  positive  des  p  variables  Xi,  .  . . ,  x,,,  1)  =  |  (a,.,,)  |  son 
d(''lerminant  et 


?(/"-2' 


la  somme  étant  étendue  à  tous  les  svstémes  de  valeurs  entières 


N. 


W^^3é 
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des  variables  (  à  l'exception  du  système  .r,  =  j"»  =  •  •  •  =  ^i>  —  f>) 
satisfaisant  à  l'inégalité 

f{xy,X2,  ...,x,,)  <  h. 

Démontrer  que  la  différence 


o{h) 


/Dr 


p 


lotr/i 


tend  vers  une  limite  déterminée  quand  h  augmente  indéfini- 
ment. (J.  Franel.) 

1778.  Une  conique  rencontre  les  côtés  BG,  CA,  AB  d'un 
triangle  en  D,  D',  E,  E',  F,  F'.  Les  tangentes  en  D,  D'  ren- 
contrent AB,  AG  en  K,  K'.  L  est  le  conjugué  harmonique 
de  B  par  rapport  aux  F,  F'.  M  est  le  conjugué  harmonique 
de  G  par  E,  E'. 

Démontrer  que  D'L,  DM,  KK',  concourent  en  un  même 
point.  (W.-J.  Greenstreet.) 

1779.  La  ligne  OMN  rencontre  les  lignes  AB,  AG  en  M  et  N, 
de  telle  sorte  qu'on  a 

0M2.AN.AG  =  0N2.AM.MB. 

Déterminer  O.  (W.-J.  Greenstreet.)    • 

1780.  On  projette  orthogonalement  un  parallélogramme  dé- 
crivant un  carré.  Trouver  la  diagonale  du  carré  en  fonction 
des  côtés  du  parallélogramme  et  de  l'angle  compris. 

(W.-J.  Greenstreet.) 

1781.  Soient  donnés  trois   nombres  positifs  .r,jK,  ■=  tels  que 

x^  y  -^-  z  =  I. 
On  a  les  inégalités 


(0 

(3) 


(^2 


yz  -^  xz  +  xy  <  fg , 
y'-  4-  z^  )  —  (yz  -i- xz  +  xy)  >  ^% . 

(JORGE-F.   d'AvILUEZ.) 
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[D2] 
ÉTUDE  SLR  LES  SUBSTITUTIONS  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


1.  —  Prél 


IMINAIRES. 


Je  me  propose,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'étudier  les  pro- 
priétés des  substitutions  linéaires  du  second  degré  dont 
le  déterminant  est  un  5  au  fond,  cette  étude  est  identique 
à  celle  des  substitutions  de  la  forme 


Cette  étude  a  déjà  été  entreprise  et  menée  à  bonne 
fin  par  M.  Poincaré  5  mais  les  lignes  qui  suivent  n'ont 
rien  de  commun  avec  le  travail  de  M.  Poincaré,  et  je  me 
place  sur  un  tout  autre  terrain  que  l'illustre  géomètre. 

Les  substitutions  que  nous  allons  étudier  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  symbolique 

a  4-  [if  -4-  'ij  -i-  oij  =  a-zii  -h  bzi^-h  ctoi  -f-  ^too, 

i  et  y  désignant  des  substitutions  de  la  forme 

j  =  T,2+'U2i,       y  ="11  —  "225 
alors  on  aura 

( I  )    a  =  a  -h  Y,         <i  =  '-^  —  '{,         b  =  '^  —  0,         c  =  p  -h  0; 
a  —  d  Q  _  ^  ~^  "^  ^_^  —  ^ 

Si  l'on  suppose  le  déterminant  ad —  hc  de  la  substitu- 
tion égal  à  I,  on  aura 

a2_-<2_02+52:=,. 

Alla,  de  Malhcinat.,  3«  série,  l.  \\l.  (Sc|)lL'inhre  iSjc^.)         20 
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H.  —  Substitutions   svns   paPlTie  numérique. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  a  =  o  :  la  sub- 
slitiition  considérée  est  de  la  forme 

dans  le  cas  où  a  ^  o,  nous  supposerons  encore  que  le 
déterminant  peut  être  —  i  ou  zéro,  en  sorte  que  l'on 
pourra  avoir 

p2  _^  v2  _  r:2  =  o  ; 

soit  v'  une  autre  substitution  analogue  à  v 


on  aura 


ji  t-+-  vy  -^0  IJ. 


ïï'-^>^'+^'(o7'-Yo'j-i-y(:?o'-o^')-,y(Y^'_pY'j, 


de  sorte  que  si  l'on  pose 


on  aura 

(0 


:'v  =  N. 


et  dans  le  cas  où  p"  =  t»'  ou  a  ç^-  =  rt  i  ou  zéro  en  sorte 
que  le  carré  de  v  sera  égal  à  ni  i  ou  à  zéro  suivant  les 
cas. 


m. 


Groupe  dérivé  d'uise  seule  substitution. 


ÎNous    disiinguerons   trois  espèces   de    substitutions, 
dans  le  cas  où  a,  jj,  v,  o  sont  réels;  soit 

5  =  a  -T-  B  i  —  vy  -T-  s  ij. 
1°  Si   a-<^i,   on  dit  que  la  substitutions  est  ellip- 


I 


(  3^1  ) 
tique;  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

a,-^,IV=r^-  P^  +  Ty  +  Sy  , 

car,  en  vertu  de 

„2 Oo o     ,      r  2  — -  r 

les  radicaux  sont  réels,  et  Ion  peut  poser 

a  =  cosO,        p  —    '  '  - 


Alors  s  prend  la  forme 

s  =  cosO  +  c  sinO, 
et  l'on  a 

on  en  conclut,  si  m  est  entier, 

s"i  =  cos  /nO-H  p  sin  wO. 

2°  Si  a-  ^  i ,  on  dit  que  la  substitution  est  hjperbo- 
Hque,  alors  on  écrit 


^v/ô 


s  =  'J.  -î-  W  OL- I 


P  t  +  yj  +  0  y 


el  si  l'on  pose  a  =  chcp  ou  —  ciii  suivant  que  a  est  posi- 
tif ou  négatif,  on  a 

5  =  chcp -t- p  sli'^  ou  s=  —  clio  —  psho..., 

(^2  =  +  I , 

(lir  s)'"  =  ch  /?iç)  -H  c  sli  /n'j. 

3"  Si  7.-z=  I,  on  dit  que  la  substitution  est  parabo- 
lique et  l'on  peut  poser 

s  =  l-h  V,  v-=  o, 

s'"  =  i  -i-  vm. 

i"  Si  la  substitution  .v  est  elli[)li(|ue,  le  groupe  dérivé 
(formé  des    puissances    de   s),  est    eu  général  d'or,drG 


(  39^  ) 
infini^  il  contient  une  substitution  inlinitésimale 

cosmO  -r-  V  sinmG, 

car  on  peut  choisir  m  de  telle  sorte  que  cos  jh^  soit  aussi 
voisin  que  l'on  veut  de  l'unité  (a  =  i,  ^3  =  0,  r  =  o, 
0  =  0  donne  a^=  d  ^  i).  Cependant  si  0  est  conimen- 
surable  avec  t:  le  groupe  contiendra  un  nombre  fini  de 
substitutions  distinctes. 

2"  Si  la  substitution  s  est  hypei-bolique,  5'"  est  de  la 
forme  ih  (cli m 8 -4- ç' sh. m 9 ) ,  elle  n'est  jamais  infinité- 
simale, le  groupe  dérivé  de  s  est  discontinu.  11  en  est 
évidemment  de  même  si  s  est  parabolique.  La  forme 
cosO-{-  t' sin 8  convient  à  toutes  les  substitutions  si  9  n'est 


TV.  —  Groupe  dérivé  de  substitutions  échangeables. 

Soit 

s  =  a  -f-  ^  f  -H  'tj  -+-  0  7, 

s'  =  a'-f-^'j^Y'yn-  0' ij , 
on  a 

(  ss'  =  aa'-4-  [i3'-^YY'  —  ^^'  -^  ''(«^i'  -+■  ?3c' -H  oy'  —  yo') 
(I)   i  _^y(av'_-p.'+|iJo'_S;3')^ 

et  si  l'on  a  5.v'=  s' s,  il  faut  que 

donc  les  deux  substitutions  seront  de  la  forme 

a  -h  bv,         a  -T-  b'  V, 

a,  b,  a\  b'  désignant  des  nombres  5  car,  en  vertu  de  (2), 

■r;  =  -,  =  —  •  Ces  deux  substitutions  seront  à  la  fois  el- 

'^     .  "'         " 

liptiques,  ou  à  la  fois  hyperboliques,  ou  à  la  fois  para- 
boliques (en  supposant  les  coefficients  réels)  ; 


(  ^93  ) 
1°  Si  elles  sont  elliptiques  on  peut  poser 

s  =  cosO  +  f  sinO,         5' =  cosO' -+- c  sinO'; 
alors 

ss'  —  cos(0  -}-  0')  -I-  i^  8in(0  -I-  G'), 

et  plus  généralement 

snig'/i  _  cos(/nO-i-  /iO')  -i-  t^sin(wO  -1-  7tO')  : 

telle  est  l'expression  de  la  substitution  la  plus  générale 
du  groupe;  elle  pourra  être  infinitésimale  pour  des  va- 
leurs convenables  de  m  et  tz  et  le  groupe  sera  continu,  à 
moins  que  8  et  B'  soient  commensurables  avec  tî  :  le  groupe 
dérivé  de  s  et  s'  sera  alors  d'ordre  fini.  On  verrait  de 
même  que  le  groupe  dérivé  d'un  nombre  quelconque  de 
substitutions  elliptiques  échangeables  est.  continu  ou 
d'ordre  fini. 

2°  Si  les  substitutions  s  et  s'  sont   hyperboliques  et 
toutes  deux  delà  forme 

±(chO-f- i^she),         ±(chO'  +  (^she'), 

elles  donneront  lieu  à  un  groupe  d'ordre  infini,  discon- 
tinu si  9  et  0'  sont  commensurables,  mais  continu  s'il 
n'en  est  pas  ainsi. 

V.  —  Groupe  dérivé  de  deux  substitutions 

SANS    PARTIE    NUMÉRIQUE. 

Considérons  deux   substitutions   sans   partie   numé- 
rique 

v  =  ^i-+-  yy  -4-  0  ,j,         v'  =  p' f  —  Y'y  +  2' ij, 
on  a 

,vv'  =  [i|3'-+-  yy'—  00'  -\-  i{ù^{  -  YÔ') 
-i-./(po'-3p')  +  .y(PY'-YP'); 

ce  produit  est  tout  à  fait  quelconque,  en  sorte  que  toute 
substitution  est   le  produit  de  deux   autres   sans  partie 


(  394  ) 
numérique  (et  de  déterminant  ±  i).  En   effet,  si  l'on 
pose 

Hr-  —  ([  —  "-'"-'   —  '^  . 

a"  satisfaisant  à  la  relation 

on  aura  la  première  équation  comme  conséquence  des 
trois  autres.  On  tire  de  celles-ci 

pS"  -4-  yy"  —  oo"  =  o, 
?'  ?"  ">"  y'  y"  —  o'  o"  =  o, 

et  il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  va- 
leurs admissibles  pour  ,3,  |i',  y,  V,  o,  o'. 

Le  produit  in^  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
eosO  +  iv  sin  0  ou  cliO  +  iv  sliO  :  or  le  groupe  dérivé  de 
V  et   t>'  a  pour  substitutions  les  expressions  de  la  forme 

zhi'v'vv'...     ou     ±v'i>i''v... 

qu'on  ramènera  à 

cos  wO-r-  H'  sin  7;i0 
ou  à 

v(cos ni  f)  -f-  IV  sin  /nO  ) 

ou  .  .  .  ;,  il  sera  donc  facile  de  se  décider  sur  la  nature 
du  groupe  en  question. 

11  est  bon  d'observer  : 

i"  Que  deux  substitutions  s  et  s'  étant  données,  il 
existera  toujours  trois  substitutions  sans  partie  jiumé- 
rique,  t',  v',  t^'  telles  que 

s  =  et"'       ou     v'ç. 
s'  =  v'  v"     on     v"  v'  \ 
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enfin,  2"  c(uc  l'on  a 

1  , 

—    =  V  V. 

vv 
Maintenant  proposons-nous  de  mettre  le  produit 

Ci)  s^-s'^sls'^.  .. 

sous  la  forme 

a  -V-  hv  ^-  cv'  +  dvv\ 

s  et  s'  désignant  des  substitutions  de  la  forme  a  -\-  hv  et 
a' H-  hv' .  Nous  supposerons  v-^=  i,t^'-=i,  vv' -^^  (p-V)"'. 
Le  produit  (i)  est  l'expression  générale  d'une  substitu- 
tion du  groupe  dérivé  de  s  et  s' \  s^  est  de  la  forme 
cil  aO  -h  u  sliaO,  si  l'on  suppose  s  =  eliO  -|-  v  sli  0,  en 
sorte  que  l'on  peut  supposer 

5^  =  «1  -t-  il'.',  s"^  =  (ly  -^  b-xv',  .-., 

et  l'on  est  ramené  à  l'évaluation  du  produit 

(ai  •+■  bi  i')(«2  -+-  b^ç')  (a^-^-  b-^v)  (a,, -h  b.^v').  .  .\ 

ce  produit  est  de  la  forme 

I.arj>ah. .  ■  b^j_'bh'.  .  a-v'  vv' .  .  . 
(et    cp-'^^  cos  C5  -htvsiii'-p    ou    eli 'j +(V'slic5,    ...,     alors 

rV  ::=  COS  Cp (P  sill  (p  ) . 

Le  but  que  nous  poursuivons  est  surtout  d'évalui'r  la 
partie  numérique  du  produit  (i),  ce  qui  doit  permettre; 
de  découvrir  la  nature;  du  groupe  dérivé  de  s  et  5';  or 
cette  partie  numérique  est  la  même  que  dans  l'inverse 
du  produit  (i)  et  cet  inverse  n'en  dillére  que  j)ar  le 
signe  de  la  partie  symbolique.  Nous  pouvons  donc  né- 
gliger les  termes  qui  contiennent  un  nombre  impair  de 
facteurs  v  ou  h  et  qui,  en  ajoutant  le  produit  (1)  avec 
son  conjugué,  disparaîtraient. 

La  partie  iiuiiiéri(|iie  du  produit   (i)  sera  alors  conte- 


nue  dans 


ou 
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Le  terme  placé  sous  le  signe  S  contient  un  nombre 
pair  de  facteurs  /?,  les  indices  a',  [i',  .  .  .  sont  croissants; 
lésa  contiennent  les  indices  autres  que  a',  [j',  ..  .,  le 
nombre  h  s'obtient  comme  il  suit  :  on  pai^court  la  suite 
des  indices  a',  [i',  .  .  .,  et  chaque  fois  que  l'on  rencontre 
deux  indices  consécutifs  de  même  parité  on  les  sup- 
prime; la  moitié  du  nombre  des  indices  restants  est  le 
nombre  h. 

Groupes  de  substiltitions  à  un  paramètre. 

Considérons  les  substitutions 

s  =  a  -+-  pi  4- Y/  +  Sv, 
5'=  a' -H  P'i-hY7-+-o'y, 

Supposons  a,  ^,  v,  0  fonctions  d'un  paramètre  t  et  a',  fj, 
y,  0'  égales  aux  mêmes  fonctions  d'un  autre  para- 
mètre t'.  Dans  le  produit 

ss'  =  a"  -+-  P"  i  -I-  'i"  j  -t-  0"  ij, 

a",  [i",  y"i  S"  seront,  en  général,  des  fonctions  de  t  et  «'. 
On  peut  se  demander  la  condition  pour  que  a",  ^",  y", 
8"  ne  dépendent  réellement  que  d'un  seul  paramètre  t" . 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffît  que 

'^^  'dt    '  'dt^  ~~  ~&t    '   W  ~  ~dt    '  W  ~  ^  '  ôt'  ^ 

et  l'une  des  équaiions  précédentes  rentrera  dans  les 
autres    puisque  a"-  —  ^J'-  —  y"-+  &"-  :^  i .  Or  il  a  for- 
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mule  (i)  du  §  ^  donne  a",  J'j",  y",  o"  et  (a)  devient 


da'        _  dS'  d'{'        ^  do' 

n,  à'x  .  è'^  ,  do       .,  ^Y 

'     d/  dt         ^     dt  dt 


or,  si  l'on  observe  que  le  déterminant  de  5' --  est  égal 

ôs 
au  produit  des  déterminants  de  .^  et  de  —  ?  c'est-à-dire 

^  ot 

qu'il  est  égal  au  déterminant  de  y»  on  voit  que  la  suite 

des  rapports  précédents  est  égale  au  rapport  d'une  fonc- 
tion de  t  seul  à  une  fonction  de  t!  seul  5  il  y  a  plus,  ce 

j      I      r  fit)  ■    1,  F'(0 

rapport  est  de  Ja  lorme  'v,  ,  ■  ou,  si  1  on  veut,  p.,    ,  ?  en 

sorte  que,  en  prenant  pour  variables  F(t)  etF(i'),  on 
peut  supposer  les  rapports  précédents  égaux  à  l'unité, 

et  alors  -,     =  — -r,  •  •  •  et  a",   3'^  *'"i   S"  sont  forcément 

0/  ôt  3     l      '     I     ' 

fonctions  de  Z  -h  /',   les  substitutions  s  et  i'  sont  alors 
échangeables  :  elles  sont  donc  de  la  forme 

cos^  -4-  t'  sin  /,     .... 


Groupes  à  deux  paramètres. 

Si  l'on  suppose  que  a  et  a'  soient  de  la  forme 
/(f,,  ta)  et  f{t\,  t'.,)  respectivement,  etc.,  a",  [ii",  y",  ô" 
dépendront,  en  général,  de  quatre  paramètres 5  pour 
qu'ils  ne  dépendent  que  de  deux  paramètres  seulement, 
il  faudra  que 
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et  que  les  mineurs  du  déterminant  (jui  figure  dans  le 
premier  membre  soient  nuls.  En  écrivant  ces  conditions 
on  arrive,  mais  assez  péniblement  à  former  les  groupes 
à  deux  paramètres.  11  est  plus  simple  de  suivre  une 
autre  voie  et,  sans  se  préoccuper  de  trouver  les  groupes 
les  plus  généraux  à  deux  paramètres,  on  peut  essajan- 
de  trouver  d'abord  des  gioupes  à  deux  paramètres, 
ce  qui  est  assez  simple. 
Les  substitutions 

y  =  a'x  -+-  i  y, 

dans  lesquelles  a  et  a    sont  arbitraires,   forment  évi- 
demment un  groupe^  car  si  l'on  pose 


y"=  a\x'  -^  —y, 


on  a 

x"  —  aUiX, 

y"  =  a\  ax  - 

I 

«1 

(a'x-^-  ~y 

a\a  -T-  ■ —  \  X  -\ y 


et  le  déterminant  des  substitutions  considérées  est  un. 
En  sorte  que  si  s(a,  a')  est  une  substitution  du  groupe, 
on  a 

s  (a,  a')  s  (ai,  a\)  =5  (  ««  i ,  aa\  h j  • 

Un  groupe  à  deux  paramètres  contient  une  infinité  de 
substitutions  infinitésimales  dont  les  jjuissances  sont 
autant  de  groupes  à  un  paramètre  ;  donc  un  groupe  à 
deux  paramètres  doit  contenir  des  groupes  à  un  para- 
mètre. Soit  s  une  substitution 

s  —  cosO  -H  (  fi  /  -^  Yy  -i-  o(/ )  sin  0 
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d'un  groupe  à  deux  paramètres  dont  l'un  sera  0;  |3,  y,  o 
sont  des  fonctions  de  0  et  d'un  autre  paramètre  que 
nous  appellerons  1.  Tout  groupe  à  un  paramètre  se 
composant  de  substitutions  échangeables  est  composé  de 
substitutions  qui  sont  des  fonctions  d'une  substitution 
de  la  forme 

cos  6  -i-  (^  si  II  0  (  f  =  { [B  +  y,'  -f-  ?y  0  ) . 

où  V  est  constant,  et  ce  groupe  contient  le  groupe  à  un 
paramètre  cosO  -+-  v  sin8,  où  8  est  variable  et  inconstant. 
Donc  le  groupe  des  substitutions  .î  doit  contenir  le 
groupe  à  un  paramètre  obtenu  en  faisant  v  constant,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  r  et  o  sont  fonctions  de  [5 
(5  est  forcément  fonction  de  [iety,  car  jj--i-v-  —  o'-=i). 
Ainsi,  un  groupe  à  deux  paramètres  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

cos  G  -+-  (  j3 1  H-  y/  —  0  ?y  )  sin 0, 

où  [B,  y,  0  sont  fonctions  d'un  paramètre  t  et  où 

Si  l'on  change  9  en  0',  t  en  /',  s  devient  s'  et  l'on  a 

ss'=  cosOcos6'+sinOsinO'(pp'-4-7Y'—  oo') 

-1-  t  [Sî^inf)  cosO'-f-  P'sinO'  cosO  -t-  sin  6  sinO'(oY' —  Y^')] 
-f-  j  fYsi'iO  cosO'-h  Y'sinO'  cosO  -4-  sinO  sin  O'(po'—  o  P')] 
^-  (/'[osinO  cosO'+  o'sinO'  cosO  -+-  sin  0  sinO'([jY' —  Yp')J- 

Si  l'on  pose  aussi 

s  =  cos6"-4-  ('"sinO"  =  cosO"-i-  (  fi"/  -!-  y"/  -^  o"f/)sinO", 

il  faudra  déterminer  les  coefficients  de  5  et  5'  de  telle 
sorte  que  [3",  y",  0"  soient  fonction  d'un  seul  paramètre 
ou  que  leurs  dérivées  soient  proportionnelles,  ou  même 
que  les  dérivées  de  leurs  rapports  soient   proportion- 
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iielles.  Quand  on  écrit  cette  condition,  on  trouve 

T     y'     po'— o3'      F(0,  e')  =  o, 
0     o'     Py'— 7?' 

F(B,B')  désignant  un  certain  déterminant  qui  ne  con- 
tient que  H  et  B',  qui  n'est  pas  identiquement  nul.  Il  reste 
alors  à  égaler  le  premier  facteur  à  zéro  •,  il  est  égal  à 

I  — (Pp'+YV'— 2^^')-  =  o. 

Si  l'on  difFérentie  cette  formule,  on  a 


,d^        . , ày 


dr. 


dt 


!dl-'ôi=''' 


et  si  l'on  difierentie  S- 


dt         ^  dt  dt 

d'où  l'on  tire,  en  supposant  les  quantités  [iy' — y[j',  ... 
différentes  de  zéro, 


dj 
dt 


(Y^'-Sy')  =  ^:(5?'-Po') 


dt 


dt 


:(y?-Py'); 


on  trouve  de  même 


et,  par  suite, 

donc 
donc 


Ji,:(Yo-oY)  =  .. 


d^^d^  _d^&f_  _  do  ^do\ 
dt  '  dF  ~  dt  '  dt'   ~  dt  '  dï" 


dp  ày'         d^'  d^i 


dt    dt' 


dt'  dt 


S^-Y^',  ... 


dt' 


et 


^  dt        ^  dt 


sont  respectivement  indépendants  de  t'  et  de  t  ;  donc 

Py'-yP'.     YÔ'-5y'.     pô'-o?' 
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sont  de  la  forme  F(t)  +  W(t').  Mais  si  3  -X  _  y^  est 

^    /    '         ^     /  i     (Jt  ^    dt 

indëpendanl  de  t,  il  faut  qu'il  en  soit  ainsi  pour  des 
valeurs  particulières  de  l' \  il  existe  alors  une  relation 
linéaire  entre  [3  et  y,  etc.;  on  a  donc  ainsi  trois  relations 
linéaires  à  coefficients  constants  entre  |S,  y,  ô;  ces  trois 
relations  ne  sont,  il  est  vi^ai,  pas  distinctes,  mais  on  a 
|S--Hy2 — 0-=  I,  si  bien  que  |j,  y,  o,  jS',  y',  ù'  se  ré- 
duisent à  des  constantes.  Or  ce  résultat  ne  fournit  évi- 
demment pas  de  solution.  II  faut  donc  supposer  seule- 
ment un  des  déterminants  ^y'  —  yjB',  yô' — oy',  o]j' —  jjo' 
nul.  Soit 

ou 

0  o' 

•       T  -3 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  -  est  constant. 

Notre  groupe  aura  donc  ses  substitutions  de  la  forme 

cosO  -f-  sinf)([ii  ^  vy  -;-  k'^i/), 

et  comme  ^-  +  y-  —  o-  =  i ,  y- ^  i  —  |^- ( i  —  k'-),  k  dé- 
signant une  constante,  dans  la  substitution  ss'  le  coeffi- 
cient de  ij  doit  être  égal  à  k  fois  celui  de  t  ;  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  A'  =  i  et  alors  y  =  d=  i  et  l'on  peut 
supposer  y  =  i ,  en  changeant,  s'il  le  faut,  le  signe  de  9. 
Une    discussion    semblable    permettrait    de    supposer 

fi        P' 

-  =  — ,:  maison  aurait  alors  des  coefficients  imaginaires 

Y        Y  _  .      ,        ,  .  . 

dans  la  substitution,  ce  qui  n'a  d'ailleurs  rien  d'inad- 
missible. 

Conclusion. 

Supposons  que  l'on  donne  deux  sul)stitutions  s  et  s'; 
il  sera  toujours  facile  de  trouver  une  substitution  f 
telle  que  / sl~^  ait  le  coefficient  de  i  égal  à  celui  de  ij  et 
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qu'il  en  soit  de  même  de  is'ir^,  comme  nous  allons  le 
voir;  mais  au  groupe  dérivé  de  s  et/  correspond  un 
groupe  tsf' .  ls'l~',  tss'  t^^^  .  .  .,  car  si  5,  s',  a",  .  .  .  for- 
ment un  groupe  tsl~',  ts' r  ' ^  ts"t~\  ...  en  forment  un 

aussi,  car 

tst-^x  ts' t-^  =  tss'  t-K 

Il  y  a  plus,  si  le  groupe  des  s  ne  contient  pas  de  substi- 
tution infinitésimale,  le  groupe  des  tst~'*  n'en  contiendra 
pas  non  plus  et  vice  versa. 

Or,  en  appelant  S  et  S'  les  transformées  des  s  et  s', 
elles  appartiennent  maintenant  à  un  groupe  continu  ; 
elles  sont  de  la  forme 

cos  0  -f-  sin  6  (  p  i  -t-  ■//  -+-  p  y), 

et  l'on  peut  supposer  ^  égal  à  une  fonction  quelconque 
de  f ,  prenant  des  valeurs  données  pour  r  =  ^^  et  f  =  f, . 
Un  produit  de  la  forme  s'^s'^sT  .  .  .  sera  de  la  forme 


cos[(a-i-Y-+----)0  +  (p-t-^^ 


•)o'; 


et  il  contiendra  ou  ne  contiendra   pas  de  substitution 
infinitésimale,  suivant  que 

mO  +  7)1  (y 

pourra  ou  non  devenir  infiniment  petit,  sans  s'annuler 
rigoureusement,  pour  des  valeurs  entières  de  m  et  ?7i'. 
J'arrive  maintenant  à  la  démonstration  de  la  propo- 
sition que  nous  avons  admise.  D'abord,  on  peut  supposer 
le  déterminant  de  t  égal  à  un,  vu  que  dansf5/f~'  on  peut 
diviser  t  et  t~^  par  un  même  facteur  numéiique  sans 
altérer  le  résultat.  Soit 


s  ~  y.  - 

^  P  '  +  77  +  3  ij, 

t  =  'y:  - 

^?'*  +  Ty-+-S'jy 

on  a 

/.S-  =  s/  —  2  (  Ov'  —  Y  3'  )  <  —  2  (  p  0'  - 


op')y-2(p'Y-Yp')y; 
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donc,  comme  f~'  =  a' —  [t' i  —  '(' j  —  o'  ij 

x(a'—  3't  — y7-  o'?/). 

En  éci'ivant  que  les  coeflîcients  de  [i  gI  o  sont  égaux  ou 
que  celui  de  y  est  nul,  on  a  une  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  et  en  plus  l'équation 

o  '2  j_  .,'2  ^'2  -_    I   ■ 

le  problème  que  nous  voulons  résoudre  admettra  donc 
en  général  des  solutions. 

Il  est  bon  d'ailleurs  d'observer  que  la   substitution 
tstr^  et  s  ont  même  partie  numérique. 

Note  sur  les  quaterniojvs. 
Considérons  la  substitution  de  déterminant  un 

aXii  -f-  6Tl2-i-  CZoï  -T-  d-Z22  =  S. 

Si  l'on  pose 

i  =  (-^n-^  -21  )  \^-  1  •         /  =  (-11—  -22)  v/— I  , 

on  aura 

i2  =  — 1.        y^  =  — r,         ij  =  —ji=k. 

et  la  substitution  se  mettra  sous  la  iorme 

a  -i-  ji  i  -1-  Yy'  -h  0  A'  =  5. 


On  aura 


a 


^  2  / —  1 

b  -h  c  ^        b  —  c 


y/- 


•i. 


si  a,  [^,Y,  0  sont  réels  (a,  />,  c,  c/  ne  le  seront  pas)  et  la 
substitution.?  sera  représentée  par  unquaternion  unité. 
La  théorie  des  quaternions  met  en  évidence  un  certain 
nombre  de  groupes  d'ordre  fini  et  remarquables. 
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Si  l'on  se  rappelle  qu'un  quaternion 

a  -4-  3  i  -i-  vy  -i-  ô/:  =  cosfJ  -i-  f  sin  0, 

où  a-  +  [S-  +  V-  -f-  o-  ^  I ,  peut  être  représenté  par  un 
arc  de  grand  cercle  tracé,  sur  une  sphère  de  rayon  un, 
perpendiculairement  au  vecteur  u  et  que  le  produit  de 
deux  quaternions  unités  est  représenté  parla  résultante 
des  arcs  qui  représentent  les  facteurs,  on  voit  que  des 
substitutions  de  la  nature  de  celles  que  nous  considé- 
rons ne  pourront  former  que  des  groupes  finis  ou  con- 
tinus. On  obtient  les  groupes  finis  remarquables  dont 
nous  venons  de  parler  en  considérant  les  polyèdres  ré- 
guliers inscrits  dans  la  sphère  unité.  Les  arcs  de  grand 
cercle  qui  joignent  les  sommets  d'un  même  polyèdre 
régulier  représentent  des  quaternions  ou  des  substitu- 
tions formant  un  groupe  fini. 
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SLR  LE  TRACÉ  DE  L'ANSE  DE  PANIER; 

Pau  m.  a.  MANMIEIM. 


Dans  la  séance  du  i8  février  1890,  Resal  a  fait  à  l'A- 
cadémie des  Sciences  une  Communication  ayant  pour 
titre  :  Sur  la  forme  de  l'intrados  (')  des  voûtes  en 
anse  de  panier. 

L'anse  de  panier  est  une  ligne,  construite  au  moyen 
d'arcs  de  cercles  tangents,  dont  la  forme  rappelle  celle 
de  l'ellipse,  et  que  l'on  prend  à  la  place  de  cette  courbe 

(')  L'intrados  d'une  voùlc  est  la  surface  visible  de  cette  voûte. 
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pour  la    section  droite  de  la   surface   cylindrique   qui 
forme  l'intrados  d'une  voûte. 

Resal  rappelle  que  Huygens  paraît  cire  le  premier  qui 
se  soit  occupé  du  tracé  de  i'anse.  On  peut  ensuite  citer  : 
Bossut,  Bérard,  Perronnet,  Gautliey,  K.  Maingant, 
Montluisant,  JMichal,  Revellat  ('),  etc. 

Je  vais  parler  seulement  de  l'anse  formée  par  la 
réunion  de  trois  arcs  de  cercles. 

Comme  on  le  voit  sur  la  figure,  l'anse  se  compose 
d'un  premier  arc,  dont  le  centre  est  c  et  qui  est  limité 


"K>-~ 

&L -/--:>/-- 

siW 

{■'^'1 


^^■--:::£.-5''"''-'''' 


ie 


au  point  77i,  puis  d'un  arc  nibm\  dont  le  centre  e  est 
à  la  rencontre  de  inc  et  de  la  perpendiculaire  élevée 
à  aa'  àe  son  milieu  o;  enfin  d'un  arc  a' m'  symétrique 
de  am  par  rapport  à  oe,  qui  aboutit  au  point  a' . 

Prenons  le  cercle  inscrit  au  triangle  oce.  Le  centre  co 
de  ce  cercle  est  à  égales  distances  des  points  b  et  m, 
puisque  eô  et  em  sont  des  segments  égaux  5  de   même, 

(')  En  1873,  dans  les  Comptes  rendus,  M.  Revellat  a  donné  la  loi 
de  formation  des  rayons  des  arcs  au  nombre  de  ii,  employés  par 
Pcrronnet  pour  le  Iracé  de  l'anse  que  cet  habile  iii<;énicnr  adopUi  pour 
les  arches  du  pont  de  Ncuilly. 
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il  l'sl  à  égales  dislances  de  ///  cL  de  a.  puisque  cm  el  ca 
sont  égaux.  Jl  résulte;  de  là  (jue  h,  m^  a  appartiennent 
à  une  cireonféreuce  àv.  cerele  de  centre  to.  Ce  ceiilre 
est  alors  snr  la  [)('i[)endiculaiie  à  ah^  élevée  du  milieu 
de  ce  segment,  et  comme  il  est  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  eoc^  il  est  bien  déterminé,  et  par  suite  il  en  est  de 
njôme  de  l'arc  anib .  Ainsi  : 

1.  Les  points  de  contact,  tds  que  m,  des  arcs  que 
Von  peut  employer  pour  jormer  l'anse,  appartiennent 
à  i arc  de  cercle  anih  {  '  ). 

Le  ceicle  de  centre  (o,  inscrit  dans  l'angle  coe^  est 
lui-même  bien  déterminé,  par  suite  : 

!2.  La  droite  des  centres  ce  des  arcs  de  cercles  que 
V  on  peut  employer  pour  former  une  anse  est  tangente 
à  un  cercle  (-). 

Paiiiii  les  tangentes  à  ce  (  ercle,  il  y  en  a  une  (jui  est 
parallèle  à  oh.  11  lui  correspond  deux  arcs  dont  l'un  a 
un  ravon  inlini  et  l'autre  un  rayon  égal  à  oh.  Il  lésulle 
de  là  (jue  : 

3.  La  longueur  du  diamètre  du  ceicle  de  centre  to, 
qui  est  inscrit  dans  V  angle  coe,  est  égale  à  la  difié- 
le/ice  des  segments  on,  oh. 

Ce  cercle  est  donc  facile  à  constiuire. 


(  '  )  Ceci  n'est  qu'une  partie  d'un  théorème,  dont  j'ai  donné  l'énoncé 
complet  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France 
(séance  du  23  avril  1897),  théorème  relatif  à  la  courbe  lieu  des  points 
où  se  louchent  les  cercles  de  deux  séries  :  les  uns,  tangents  entre  eux 
en  a  et  les  autres  tangents  entre  eux  en  6,  comme  les  cercles  qui 
forment  l'anse. 

(-)  M.  E.  Rouché  avait  signalé  à  Resal  cette  propriété,  dont  il 
parle  dans  son  cours  au  ('.onscr\aloire  des  Arts  et  .Métiers. 
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Ces  propiiélés  nionlrent  (jiu'  lorsque  l'arc  de  cercle 
de  cenlre  oj,  el  (|ui  passe  par  a  et  h,  est  Li-acé,  on  peut 
choisir  le  point  de  raccordement  m.  Ou  mène  ensuite  de 
ce  point  une  langeute  ince  au  cercle  de  cenlre  w  et  in- 
scrit dans  l'angle  eoc,  de  façon  que  ce  cercle  soit  inscrit 
dans  le  tiiangle  coe-^  cette  tangente  étant  déterminée, 
les  centres  c,  e  le  sont  aussi,  et  les  arcs  de  l'anse  ont 
[)our  rayons  cin^  ein. 

Le  tracé  d'une  anse  est  ainsi  très  simple. 

Sur  na'  comme  diamètie  décrivons  une  circonférence 
de  cercle  et  prenons  le  point  de  rencontre  h  de  cette 
courbe  avec  la  di-oite  ani.  Menons  le  rayon  on.  Les  tri- 
angles mca^  noa  sont  isoscèles  :  la  droite  me  est  alors 
parallèle  à  no.  Les  triangles  gon^  hein  éiant  isoscèles,  la 
droite  hni  est  parallèle  à  £^n.  On  voil  tloru!  (pie  : 

On  obtient  le  point  de  raccordement  m  sur  une 
droite  arbitraire  ani  en  prenant  le  point  de  rencontre 
de  cette  droite  avec  la  parallèle  hni  à  gn.  De  ce  point  m 
on  mène  ensuite  la  droite  ince  parallèlement  à  no  et  l'on 
obtient  sur  oa  et  oh  les  centres  c,  e  des  arcs  de  rayons 
cm.  «?///,  qui  for/nent  Vanse  (  '  ). 

Je  vais  montrer  (ju  il  est  facile  de  r(;trouver'  les  pro- 
priétés pr'écédeiites  en  faisant  usage  di;  ce  tracé. 

Lorsque  an  tourne  autour  de  a,  le  point  m  reste  sur 
au  cercla  (/ai  passe  par  a  et  ^,  puisque  l'angle  bma  est 
égal  à  l'angle  gna  cpii  est  constant.  Ou  a  ainsi  le 
ihéorèm»;  1 . 

Lorsque  la  droite  an  coïncide  av(!c   ag' ,   le  point   /// 


(')  Huyf;pns  a\;iit  inili<|ii('  ce  Iracé  dans  le  cas  uù  le  point  /i  csl 
rcxlrémil('  du  cùlé  an  de  l'Iicxagone  i-éi;nli(i  inscrit  dans  la  cinon 
téicnce  déciile  sur  au'  connue  dianielrc. 
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vient  en  g\  donc  le  centre  o)  fin  cercle  amb  est  sur  Ici 
hissectrice  de  Vansrie  a' on. 

I.orsf|iic  an  coïncide  avec  ag  le  point  ni  \  icjil  en  t, 
à  nne  dislance  hi  de  ^  égale  à  bg  :  donc  /«  distdnce  du 

,            ,       j     ^   oî;  —  nb          on  —  ob 
centre  to  a  O"   est  essaie  ci  -^ on 

'^  ~  i  '2 

Les  cordes  Ini,  ah^  étant  également  inclinées  sui'  ani^ 
sont  égales  :  donc,  pour  un  point  arbitraire  m  du  cercle 
amb  la  distance  de  w  à  ml  est  constante  ;  ceci  n'est 
autre  chose  que  le  théorème  2. 

D'après   ce  qui  précède  cette  distance  constante  est 

,      ,  oa  —  ob  .  11..  o 

e craie  a  •  ceci  est  Je  théorème  o. 

*  2 

On  voit  que  de  cette  manière,  ou  en  employant  le 
premier  mode  de  démonstration,  on  arrive  très  siuiple- 
ment  aux  propriétés  géométricjues  relatives  à  l'anse  de 
panier  et  qui  en  rendent  le  tracé  commode. 
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DES  COMMUONS  \ÉCESSAIRES  ET  SLTFISWTES  POl'« 
Ol'LXE  SIRFACE  D  OIJURE  O^ELCOXOIE  SOIT  DE  UÉ- 
V0LITI0\; 

Par  m.  s.  MANGEOT, 
Docleur  es  Sciences. 


Je  suppose  que  l'on  veuille  avoir  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'une  surface  S,  autre  (|u'un 
système  de  plans  parallèles  ou  de  sphères  concentri(jues, 
représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion entière  de  degré  in  et  à  coefficients  réels 

f{x,y,z)=f,„{x,y.  z)  -{-f,n-i(3r,y,  z)^..  .-^fo{.r,y.  z)  —  o. 

on  J,i[x,  y,  z)  désigne  le  grouj)e  des  Lernu's  de  degré  /z, 


(  4o9  ) 
soit  une  surface  de  révoluliou,  et,  quand  ces  conditions 
sont  remplies,  connaître  la  position  de  l'axe  de  révolu- 
lion  de  la  surface. 

J'ai  déjà  donné  une  solution  de  ce  problème  (').  Je 
vais  eu  donuer  ici  une  autre  solution,  qui  m'a  été  four- 
nie par  la  com()araisou  du  polynôme  ./  (x,  y^  z)  avec 
la  fonction  entière  (de  même  degré)  du  premier  membre 
de  l'équation  d'un  plan  et  du  premier  membie  de 
l'équation  d'une  sphère. 

Je  puis  admettre  que  le  premier  gioupe  /v„(a:,r,  z) 
du  polynôme  y"(.r,j'',  z)  n'est  pas  une  puissance  dune 
forme  linéaire  P,  puiscju'alors  si  le  premier,  y^,  des 
groupes  suivants  qui  n'est  pas,  à  un  facteur  constant 
près,  une  puissance  de  P,  était  une  puissance  d'une 
autre  forme  linéaire,  la  surface  S  ne  pourrait  pas  être  de 
révolution,  et,  dans  le  cas  contraire,  cette  surlace  serait 
de  révolution  en  même  temps  et  autour  de  la  même 
droite  (droite  normale  au  plan  P  =  o)  que  la  surface 
représentée  par  1  équation 

fh  -^//i-i  -+-•••  — /o  =  o- 

Je  réserve,  [)Our  le  liaiter  [)lus  loin,  le  cas  où 
f,n(x,  y^  z)  serait,  à  un  facteur  constant  près,  une  puis- 
sance de  x- -{-  y-  +  Z-. 

Soient  o(j),  :;;-i-a:o,(j',c),  'l{z,  x) -^  y•)^{z,  x), 
y  (.r,y)  H-  z-/s  {x,y)  les  sommes  formées  par  les  deux 
premiers  termes  du  poljnome  homogène  Jmi^X.y,  z) 
ordonné  suivant  les  puissances  cioissanles  de  .r,  puis 
de  j  ,  puis  de  z.  Si  deux  des  trois  formes  '-^{y-,  s), 
•i/(5,  x),  '/{x,y)  sont  identiques  (-),  la  surface  S  n'est 


(')  Annales  de  l'Ecole  iVornialc  supérieure,  mai   1897. 
(-)  J'cnlcinl-;,  parloiil,  le  mcii  identirjue  dans  lo  sens  de  identi'/uc 
à  zéro. 


(   i'o  ) 

pas  de  révolution;  et  si  une  seule  e«t  identique,  par 
exemple  la  première,  la  surface  ne  peut  être  de  révolu- 
lion  qu'autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x.  Je  sup- 
pose qu'aucune  de  ces  trois  formes  ne  soit  identique. 
i"  Lorsque  deux  des  trois  formes  (5,  (j/-,  s),  '!/,(^,a:), 
y,  [x,  y)  sont  identiques,  la  surface  n'est  pas  de  révo- 
lution quand  m  est  impair,  et,  quand  m  est  pair,  il  faut, 
pour  qu'elle  soit  de  révolution,  que  la  troisième  forme 
soit  identique  aussi,  et  que  l'une  des  trois  fonctions 
i(y,  ^),  '}(5,  vT),  y(j?,  y),  et  une  seule,  la  première 
par  exemple,  soit,  à  un  facteur  constant  près,  une 
puissance  de  la  somme  des  carrés  des  deux  variables 
qu'elle  renferme  :  alors  on  peut  affirmer  que,  si  la  sui- 
face  est  de  révolution,  son  axe  est  parallèle  à  l'axe  desx. 
2"  Quand  deux  des  trois  formes  'fi(j>^,  ^),  •li{z,  x)^ 
•/x  [x,  y)  ne  sont  pas  identiques,  soient  c2,  (j',  :;)  l'une 
de  celles  qui  ne  le  sont  pas;  '^',^'(1,  t)  la  piemière  des 
fonctions  de  I 

o',o>ii,n  =  'f,(i,o.       <?',(i,o,      ?','('-0r      ?T<',«j.     ... 

qui  ne  s'annule  pas  pour  la  valeur  /  =  i,  et  9^^^(i,  t) 
la  première  des  fonctions 

o^o)(^i^  t)  =  'o(\.  i),        tp'd,/.),        'r"(i-'»,        <?'"('>')» 

qui  ne  s'annule  pas  pour  cette  même  valeur  t  =  i.  Si 
l'on  a  p^q,  la  surface  n'est  pas  de  révolution.  Si  p  =  q^ 
on  peut  affirmer  que  la  surface  ne  peut  être  de  révolu- 
tion qu'autour  d'une  parallèle  à  la  droite  réelle  du  plan 
imaginaire 

droite  qui  n'est  pas  confondue  avec  l'un  des  axes  de 
coordonnées. 

Ainsi    les    six    fondions   '^{y,z),   •!>(z,  .r),    y(x,_'>'). 


(  4.1  ) 

'ii()-,  z),  '1^i(-:î,  .x:),  y,(.r,  >'),  traitées  connue  je  viens 
de  le  dire,  conduiront,  soit  à  conclure  que  la  surface  S 
ne  peut  pas   être  de    révolution,  soit  à   la   connaissance 

d'une   direction   -  =  ^r  =  -    telle    (ine    la   surface  S   ne 

3(  "         7 

peutèlre  de  révolution  qu'autour  d'une  parallèle  à  cette 
direction. 

Dans  ce  dernier  cas,  et  supposant,  afin  de  fixei-  les 
idées,  a  différent  de  zéro  (soit  a  ^  i),  pour  cpic  la  sur- 
face S  soit  de  révolution  il  faudra  et  il  suffira  : 

i"  Qu'aucune  des  deux  formes  y  (.r,  y),  'l  (  z ,  .v  )  ne 
soil  identique  et  (jue  les  exposants  k  et  k'  des^  plus 
hautes  puissances  de  xx-\-  py  et  de  ajc  +  y^  (formes 
linéaires  connues)  qui  entient  respectivement  en  fac- 
teur dans  ces  deux  formes  soient  égaux  et  de  la  même 
parité  que  m,  en  étant  inférieurs  à  m  ; 

'i°  Que,  si  k  n'est  pas  nul,  en  appelant  2m'  le  plus 
grand  nombre  pair  contenu  dans  m  et  posant 

(  a-'  -i-  p^  )'«'-«  (a  JT  -i-  '^y  )^ 
.         ^       (a2-,-Y-)'" -"w„(.r.  ;î)— (a:2-t-^2)/«'-«to^^,-.,    — 71 

«0,,  .  ,  (x,  z  )  = 1-^ ^ ; ; ' y 

les  fonctions  définies,  quand  A  est  pair,  pai- les  symboles 

^  scr  -t-  p_K  2 

(Oi  =    )        ('>.,,       OJ:j.        ...,       W/;  , 

et,  quand  A"  est  impair,  par  les  svnd)i)lcs 

1  ?»  ~f",-i{3-,y,o),     p,,     p.,,      ...,     p^ 1, 

/    Wn   =//;i-l  fj",  ".  -s),       Wl.       Wi.       ••-,       tOA  -  1  , 
V  2 

soient  des  [>olynomes  entiers  (  '  )  ; 

(')  Cliaciin  des  svmbolos  Pp  p.,  ....oj,,  ui.,.   ...  ;i  deux  si^'iiilii'al  ions. 
fliflV'ionlcs  <ui\anl   i|ii(^  /,  c-;!   pair  nu  impaii'. 


p„+i(.r,  ^)  = 


(    4l2     ) 

3°  Que,  si  l'on  représente  par  U(a:,  7),  V(j:-,  v)  les 

deux  polynômes  entiers  (a,r  -f-  ,3j)')  O/,      ,  («.r  4-  v  s  )  w^.     , 

2  2^ 

quand  k  est  pair  ou   nul,    et  ceux-ci  (y.x -+-  îijK)?y;  +  ii 

(ax -t- Yc)(jj/,^.i,  quand  A  est  impair,  et  par  '/^{x^  y), 

^o{x,  z)  les  deux  polynômes  entiers 

les  coefficients  des  termes  de  la  fonction  entière 

I  X  —  x'    y  — y'     z  —  i 

F(x,y,z)^\     f,        /;.        /: 

. .,    . .  I    '       '^       '' 

ou  1  on  fait 

(a-^-f-  ^2)U(p,  — a) 
X  =  o,  V  =  -T- 7T, ;  , 

^,  _    (  a-  -^'{-)  \'('[,  —  g) 
a(  /?(  —A-  )  'io(Y)  —  ^) 

soient  tous  nuls  ('  ). 

L'axe  de  révolution  de  la  surface  S  sera  la  droite  dé- 
finie par  les  équations 

î  _  y —  y  _  -  — ^'   / .,  s. 

Quand  la  surface  S  est  d'ordre  pair,  on  peut,  en  con- 

(')  Les  nombres  A,  A', -/„(  Jî,  —  a),  ({/„(y,  —  a),  dont  les  deux  der- 
niers sont  différents  de  zéro,  peuvent  être  obtenus  sans  effectuer  de 
divisions,  par  l'emploi  des  dérivées  relatives  à  a;  de  chacune  des 
formes  'X{^,  y),  4'(-^>  ^)- 

(-)  Pour  que  le  cône  f^{x, y,  z)  =  o  soit  une  surface  de  révolu- 
tion, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

a,  p,  Y  étant  déterminés   comme    il  a  été  dit  :  son  axe  est  la  droite 

^  _  r  _  f 


(4i3) 
séquence  de   ce  qui   précède,   formuler  celle  proposi- 
tion : 

Lorsque,  ce  qui  est  le  cas  général,  la  coiislante 
^5(1,  i)  o,  (i,  /)  n'esl  pas  nulle,  el  que,  en  représentant 
les  deux  quantités  réelles 

/?.'  r  o ( i ,  t )       0(1,-0  1         ^  r  ?(i.  i)  _  ? ( '  1  —  ^' 

^L'fl(''0  Ç-l^'j-OJ'  a'L?l(''0  ?l(';— ' 

par  A  et  B,  les  deux  constantes  /(A.,  —  i),  •l{ —  i,  B) 
sont  elles-mêmes  différentes  de  zéro,  si  l'on  pose 

^       (  A2  --  I  )/,„_,  (A. -1,0) 

Li  =  i ' 

m  y  (  A ,  —  I  ) 

(B-^-^-i)/,„-i(B,o,-i) 

U  ^= r^ is ' 

m  <b(—  i,  B) 

les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  sur- 
face S  soit  de  révolution,  m  étant  pair,  sont  queles  coef- 
ficients de  tous  les  termes  du  polynôme  entier 

X     V  —  C    ^  —  D  I 

f.         fy  A 

I         A  B       I 

soient  nuls,  et  les  équations  de  l'axe  de  révolution  sont 
y  —  G  =  Aa7,         z  —  D  =  Bj7. 

Cas    où    le    groupe    fm(^,J-,  ^)    est   de   la  forme 

fn 

a[x'--\- y-  -\-  z-)- .  —  Soient,  en  conservant  les  notations 
précédentes,  <p  (j-,  z) -h  a:'-p,(j,  z),  •l{z,  x)-\-j  •li{z^  x), 
■/  (^x^y)  -h  zy  t(x.)j  )  les  sommes  formées  par  les  deux 
premiers  termes  du  second  groupe  homogène, 

ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  puis 
de  y,  puis  de  z.  Je  suppose  d'abord  que  l'on  n'ait  pas  à  la 


(  1-4  ) 

fois 

I  m 

).,  [J.,  V  étant  des  constantes  qui  peuvent  être  nulles. 
J'admets,    par   exemple,    que    cp,(j',s)   n'est   pas   de  la 

lorme  \[y--\-  z-)'^  .  En  définissant  la  dérivée  d'ordre  o 
d'une  fonction  comme  étant  cette  fonction  elle-même, 
soit  p  l'ordre  de  la  première  des  dérivées  de  la  fonction 
non  identique  '^,  (i,  t)  qui  ne  s'annule  pas  pour  i=  /. 
Si  le  polynôme  cp(i,  t)  est  identique,  ou  si  la  première 
de  ses  dérivées  qui  ne  s'annule  pas  pour  t  ■=.  i  (y  com- 
pris celle  d'ordre  o)  est  d'ordre  différent  de  p,  la  sur- 
face S  n'est  pas  de  révolution.  Dan  s  l'hypothèse  contraire, 
la  surface  ne  peut   être  de  révolution   qu'autour  d'une 

parallèle  à  la  droite  réelle  -  i=  -^  =  -  l'a  =;  i)  du  plan 

^         ^         '>'  ^ 
imaginaire 

droite  qui  ne  coïncide  pas  avec  un  axe  de  coordonnées. 
Pour  qu'elle  soit  d'ailleurs  de  révolution,  il  faut  et  il 
suffît  que  le  polynôme  F(x,  r,  z)  soit  identiquement 
nul  quand  on  y  fait 

^.'  ^  o         y'  ^    /,„-i(p,  —  g,  ())    ^        _,  _^     /■„-\(\'-  o,  — al    ^ 


//>  'I  a  (  a'-  -^  32  )  2  ,/i,(  a (  a-  -i-  ";'-  )  - 


et  les  équations  de  I  axe  sont  -  =  — ~-  = .'  avec 

ces  valeurs  de  >  '  et  z'. 

.le  me  place  maintenant  dans  l'hypothèse  où  les  trois 


(   1'5   ) 
idenlités  (0  auiaieiit  lieu  (•).   Ici  la  suiface  S  ne  peut 
être  (le  révolution  c|u'anloiir  d'une  droite  passant  par  le 

])oint  ( '—■)  —  — ) )  :  e'est  là  un  premier  résul- 


— . :  e  est 

ma  ma  ma/ 

tat.  Je  considère  alors  les  trois  formes 


'fO'>^>  — (i-^r 


0(7-- 


■,-)- 


ni 

~. ' 

■/.  (  ^,  J'  )  —  (  A  37  +  iJ.y  )  ( j--'  —  y-  )  - 
Si  aucune  d'elles  n'est  identique,  ou  que  deux  d'entre 
elles  soient  identiques,  et  deux  seulement,  la  surface 
n'est  pas  de  révolution.  Quand  une  seule  est  identique, 
par  exemple  la  première,  la  surface  ne  peut  être  de 
révolution  qu'autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x,  la 
droite  m«)  +  [jl  =  o,  7;î<it3  +  v  ^=  o  ;  et  la  condition 
pour  qu'elle  soit  de  révolution  est 

(  ma  y  —  ;x  )/-  ^^{  ma  z  -^  'i  )f'y. 

Lorsque  les  trois  formes  sont  identiques,  je  puis,  pour 
l'objet  que  j'ai  en  vue,  substituer  au  polynôme  donné 
f[x,j,  z),  le  polynôme  suivant 

/(i,(x,7.  z)  =  f{x,y,z) 

m 

X 


/         '  ma  I         \  ma  I   J 


En  effet,  dans  les  conditions  actuelles,  pour  que  la  sur- 
face S  soit  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  que 
f{t){-^ij'i  ~)  ait  ^on  degré  m,  inférieur  à  m  —  i,  et  que 
la  surface  S|  correspondant  à  réquationy"()j(x,jv',  z)  =  o 
soit  elle-même  de  révolution  autour  d'une  droite  passant 


1( 


nar  le  point > ^'- 

'■  \         />ia  ma 


et  les   axes   de 


(  '  )  Si  deux  (le  ces  identités  sont  vérifiées,  la  troisième  doit   rèlro 
aussi  puni-  que  In  surface  soit  de  révolution. 


(  4'6  ) 
révolution  des  deux  surfaces  S,  S|  seront  confondus.  Je 
suis  alors  conduit,  en  supposant  /n,  <i  m  —  i,  à  appli- 
quer les  méthodes  précédentes  à  la  surface  S|. 

Je  prends,  à  cet  effet,  dans  Je  polynôme  y|ij,  les  deux 
premiers  groupes  homogènes  /^„^,  _/',„^_,,  ceux  formés 
par  les  termes  de  degrés  m,  et  /«,  —  i .  J'admets  d'abord 
que  ces  groupes  ne  satisfassent  pas  aux  conditions  par- 
ticulières que  je  suppose  actuellement  remplies  par  les 
deux  premiers  groupes  f„i^  jm-\  de  j\  c'est-à-dire  que 
l'on    ne    soit    pas    placé   dans    le    cas   où,  y^„_    ayant    la 

'"i 
forme  a^{^x-  -\- y'-  -\-  z-)''  ,  les  coefficients  de  x,  de  i', 

de  s,  dans  le  polynôme  f,„^_i,  auraient  les  foimes 

--' 

'  -  1 

"'-  —  1 

V|  (  .r^-i- r-  )  ^        . 

tandis  que  les  parties  indépendantes  de  jc,  de  }  ,  de  z, 
dans  ce  polynome/^,,,  _i,  seraient  elles-mêmes 

_     -'  —  1 

(vi5 -H  Aia7)(-3'--f- .r2) '^        , 
'"i 

Je  fais  alors  sur  _/())  les  mêmes  opérations  et  discussion 
que  celles  que  je  faisais  tout  à  l'heure  sur/,  en  me  dis- 
pensant, dans  tous  les  cas,  des  calculs  analogues  à  ceux 
oii  j'introduisais  les  nombres  appelés  a,  ^,  y  (').  Elles 


(  '  )  C'esl-à-dirc  que  :  si//,?,  n'est  pas  de  la  forme  or,  {x-  +  y-  +  z-)  -  , 
je  discute  et  traite  /m,  comme  je  le  faisais  pour  /„,  au  cinquième 
alinéa  de  cette  Note;  cl  si  /,«,  est  de  celle  foinie,  je  discute  cl  traite 


(  4i7  ) 
ni'anièneroiil,  soil  à  reconnaître  que  la  surface  S|  n'est 
pas  de  révolution,  et  alors  il  en  sera  de  même  de  S;  soit 

à  trouver  une   direction  -^  =  'p-  =  —  telJe  que  S)    ne 

^1  i-"!         7i 

oeut  èlre  de  révolution  (ju'aulour  d'une  parallèle  à  celte 
direction.  Alors  la  surface  S  ne  pourra  être  de  révolu- 
tion qu'autour  de  la  droite 

mar  -4-  X        ma  v  -t-  u        ma  2  H-  v 
^1  ^^i  71 

et  le  problème  se  trouvera  résolu,  les  conditions  pour 
qne  celle  surface  soit  de  révolution  étant  que  le  poly- 
nôme F(x,j^,  z)  soit  identiquement  nul  quand  on  y 
remplace  les  lettres  a,  [3,  y  par  a,,  3,,  v,    cl   x\  y' ,  z' 

par 5 ■ — j j   et,     si    ion    veut    aussi, 

^  ma  ma  ma  ' 

Je  suppose  maiiitenanl  (jue  l'on  soil  placé  dans  le  cas 
particulier  que  je  viens  de  réserver  au  sujet  de  /|,).  Si 
les  trois  difléreiices 

_  Jj ^  a     _   J^ \j^<_  ^     __    J^ Vi 

ma        /;«,«!  '  ma        m\ai  ma        "h'^i 

ne  sont  pas  nulles  ensemhle,  la  suiTace  S  ne  peut  èlre 
de   révolution  qu  au  Unir    d'une  parallèle  à  la  direction 

—  =  -f-  =  ~ ,  fini  est  la  droite 
«1         ?i         Ti      ^ 


ma.r  -+-  /.        may  -!-  ;jl        ma  z  -+-  v 

et  la  question  sera  encore  terminée.  Si  ces  trois  difie- 
rences  sont  nulles,  je  puis   remplacer,  à   son  tour,   le 


/,„,_!  comme  je  le  faisais  pour  fm-i  clans  les  passages  suivants  de 
celle  Noie  :  dixième  alinéa  jusqu'aux  mots  axe  de  coordonnées  cl 
onzième  alinéa  jusqu'aux  mots  l'axe  des  x. 


(  4-8) 
polynôme  ^(1)  (.r,  j',  z)  par  le  sui\aiil 

r/        À  \2     /        iJ.  Y     /        V    n'jh 

L\  »m/  \  /««  /         \  /««/    J 

Car,  pour  que  S  soit  de  révolution,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  y^o)  (.r^jKî  2)  ail-  son  dei^ré  m-,  inférieur 
à  m,  —  I  et  que  la  surface;  qui  a  l'équation 


soit  de  révolution  autour  d'une   droite   passant   par   le 

/  ^-  !^  ''      \        i      •  •         ••       •  1 

noint )  —  — '    —  '   droite   qui   coïncidera 

i  ^         ma  ma  ma  /  ^ 

avec  l'axe  de  révolution  de  S.  Si  ni>  est  plus  petit  que 

in^  —  I,  je  ferai  sur  le  poljnonie  y^^j  les  opérations  que 

j'indiquais  précédemment  au  sujet  de/^,). 

Si  les  circonstances  dans  lesquelles  j'ai  remplacé  yj,) 

par /"(o)  venaient  encore  à  se  produire  pour  le  polynôme 

/(2)5  J6  remplacerais  à  son  tour^jo)  pa'"  un  polynôme /^sj 

déduit  de /^(2)  comme/(2)  était  déduit  déyj,),  et  ainsi  de 

suite.  En  continuant  de  la  sorte,  j(î  liniiai   par  obtenir 

un  polynôme  y"(^j(j:,j),  z),   qui,   traité  de  la  façon  que 

j'indiquais  tout  à  l'heure  pour^j,),  conduira,  soit  à  cette 

conclusion  que  la  surface  S  n'est  pas  de  révolution,  soit 

à  la  connaissance  d'une  direction  —  =  ;;-=:—  telle  que 

la  surface  S  ne  peut  être  de  révolution  (jn  autour  d'une 
droite  ayant  cette  direction,  et,parconsé(pi  eut,  qu'au  tour 
de  la  droite 

max  -4-  À        ma  y  -+-  iji.        maz  -i-  v 


les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elle  soit 
de   révolution  seront  d'ailleurs  que  les  coefficients  des 
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termes  du  polynôme 

OAn  Of„.,  ô/\,. 


dx 


dy 


soient  tons  nuls. 


Remarque  1.  —  Sachant  que  la  surface  S  ne  peut 
être  de  révolution  qu'autour  d'une  droite  parallèle 
à  une  direction  connue,  on  peut  résoudre  le  problème 
proposé  en  rapportant  la  surface  à  Irois  axes  de  coor- 
données dont  l'un  coïncide  avec  cette  direction,  et  appli- 
quant la  proposition  suivante  : 

Pour  que,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  équa- 
tion entière  SZ"  <Ï>„(X,  Y  )  =  o  représente  une  surface 
de  révolution  autour  d'une  parallèle  à  l'axe  des  Z,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  MX*^-]-  ]NY^  +  .  -  •  étant 
la  somme  des  termes  de  degré  le  plus  élevé,  //,  dans  1  un 
des  polynômes  <Ï>„(X,  Y)  pris  à  \olonté.  et 


I    de   ce   polynôme, 
M, 


la  somme  des  termes  de  degré  //  - 

chacune  des  expressions   Q),,  (  A -t-  ,— rr)    i  +7^7)    soit 

une  fonction  de  X'-j-Y-;,  et  l'axe  de  révolution  de  la 
surface  est  la  droite 

A  MX -H  M,  =  0,         /i\V-H\,  =  o. 

Remarque  11 .  —  Sachant  (|u<;  la  surface  S  ne  peut  èlrt; 
de  révolution  qu'autour  d'une  droite  passant  par  un 
point  connu  (ao,  ^}  0, -o)i  on  peut  résoudre  la  question 
posée  en  opérant  comme  il  suit  : 

On  prend,  à  volonté,  l'un  des  groupes  homogènes 
dont   la  somiiic  ('Sl/(x -]- ^'„, ->- -h  r,,,  c -f- Co  ),  qui   ne 
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soil  pas,  à  un  facteur  constant  près,  une  puissance  par- 
faite de  x-+j--{- 2-.  L'équation  obtenue  en  annulant 
ce  groupe  définit  un  cône  qui,  si  la  surface  S  est  de 
révolution,  doit  être  de  révolution  autour  d'une  paral- 
lèle à  son  axe.  En  traitant  ce  groupe  comme  je  traitais 
f„i{x,  y^  3)  au  cinquième  alinéa  de  cette  Note,  on  sera 
conduit,  soit  à  conclure  que  le  cône  n'est  pas  de  révolu- 
tion, et  alors  il  en  sera  de  même  de  S;  soit  à  trouver  une 

droite  —  =  -^  =:  "  telle  que  le  cône  ne  peut  être  de  révo- 
lution qu'autour  de  cette  droite  (ou  d'une  parallèle 
à  cette  droite),  et  alors  la  surface  S  ne  pourra  être  de 
révolution  qu'autour  de  la  droite 

■r  —  ■•y»  _  y  —.Ko  _  -s  —  ^11 

les  conditions  pour  qu'elle  soit  de  révolution  étant 
d'ailleurs  que  F(a:,y,  s)  soit  identiquement  nul  pour 
X  =  Xo,  y  =j^oi  2  =  ^0- 

[Dans  les  deux  cas,y,„(x,  r,  2)  peut  être  une  puis- 
sance d'une  forme  linéaire.] 


[Dld] 


SUR  LES  SYMBOLES  \  A  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPEXBAOTES; 

Par  m.  Léon  AUTONNE. 


1.  —   Préliminaires. 
Soit  X    une   fonction    de  x    qui,    pour   j:=o    par 
exemple,  prend  la  forme  -•  Pour  |  a:  |  assez  petit,  on  a 
X  ^  P,  (a:)  :  Po(.ï')  avec  P,  (o)  =  Pn(o)  =  o.  On  con- 
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\'in/if  (|nt;  la  valeur  Xq  de  X  pour  ji:  =  o  tst  la  limile 
vers  la(]uelle  tend  X  quand  x  ti'ud  vers  zéio.  Si  Pi  et 
Pq  pour  I X  ]  assez  petit  se  développent  en  séries  de 
Tavlor,  des  règles  bien  connues  di)nnent  X„.  Si  X  dé- 
pend de  /■  variables  distinctes  x^  r,  z,   .  .  .  avec 

P,  (  T      V     Z  1 

X^p,^"^':  •••    P.(o,o,  ...;=Po(o,  ...)  =  o, 

on  peut  encore  convenir  cpie  X(,  est  la  limite  de  X 
(piand  I  .r  1,  |  ;v|,  j  s',  ...  tendent  vers  zi'ro.  Seulement 
Xq  n'est  plus  unique  et  change  avec  la  loi  de  décrois- 
sance simultanée  des  modules.  Si  P(  et  P^  sont  régu- 
lières, on  peut  (Weierstrass)  obtenir  pour  Xo  tout 
]iombre  pris  arbitrairement  à  l'avance. 

Mais  considérons  N  fonctions  X/=  P,  :  P(,,  t  =  i,  2, 
.  .  . ,  N,  N  >  /•,  avec  P/  (o,  ...)  ^  Po  (o,  ...)-=  o.  Les 
X/„  ne  sont  plus  sinuilfanéuieiit  arbitraiies.  Si  l'on 
s'en  donne  <juelques-unes,  les  aulies  s'en  déduisent.  Je 
pose  alors  le  problème  suivant  : 

Connailre  tous  les  systèmes  de  vnleurs-liniites  vers 
lesquelles  tendent  sininllanénient  les  rapports  des  P, 
quand  les  r  l'nriahles  tendent  vers  zéro  de  toutes  les 
façons. 

Une  terminologie  géométrique  est  commode.  Dans 
un  espace  £>,-  à  IS  tlimensions,  prenons  les  ]N  -\-  i  coor- 
données homogènes  ç  d'un  [)uinl  ;,  y  =  o,  i ,  2,  .  .  .  ,  ]N  ; 
considérons  les  x,  j  ,  z,  .  .  .  comme  les  coordonnées 
d'un  point  ^  dans  un  E^.  ç  et  ç  sont  liées  par  les  lela- 
tions 

p;/  =:  Py(.r,  r,  -s),  p  =  facteur  rie  iH'oportioniialilé, 

Py(o,  o,  ...)==  o. 

Quand  "C  tend  vers  le  point  w  [x  =  r  =  s  =  ,  .  .  =  o] 
suivant  un  certain  itinéraire  ^>^  l  tend  v(MS  une  posi- 
Ann.  (te   Ual/iémat.,  3'  série,  l.  \VI.   (Sc|ilciiil)ic   1S97.)       '^~ 
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tioii   liruiLc  ;,  de  coordoiiné(;s  ;y,  fournie  par  '<^^ .  Le 
problème   est  alors   de  conslndrc   la  fii^are  Q,.  de  E,,-, 

lieu  des  points  \^  fournis  par  tous  les  itinéraires  pos- 
sibles. 

Grâce  aux  magistrales  reolierolies  de  Weiersti-ass  sur 
les  séries  entières  à  plusieuis  variables,  ou  peut  par- 
venir au  but  (  ').  La  solution  complète  exige  tiop  d'ex- 
plications préliminaiies  pour  être  exposée  ici  ;  mais, 
dans  le  cas  particulier  ci-après,  qui  se  laisse  traiter 
d'une  façon  directe  et  très  facile,  on  retrouve  la  méthode 
et  les  principales  circonstances  du  procédé  général. 

IL  —  Construction'   d'une  ficuue  Q. 
Soient,  pour  ?S=:  ;■  =  2,  y  =  o,   i,   2, 

Kj  =  UjX'-'-^  x'-'-^^i.  . .),         a,  p  =  entiers, 
By=  bjX^-r-x^-^^{.  .  .],         Ay,  By  =  holoiiiorphes  en  x; 
les  neuf  constantes  «y,  bj,  Cj  sont  quelconques  sans  aucune 
relation  pariiculière  entre  elles. 

Quand  j'  varie  seul,  ;  décrit  dans  hi  plan  Iv,  une 
(■oni(|uer,  dont  l'écpiation  s'obtiejil  en  éliminants  etj'. 


(')  Le  lecteur  désireux  d'approfondir  la  matière  peut  se  reporter 
à  mes  autres  publications. 

Comptes  rendus  :  Sur  les  variétés  unicursales  à  deux  dimen- 
sions (il  novembre  i8g.5). 

Sur  les  variétés  unicursales  à  trois  dimensions  (9  et  3o  dé^ 
cembre  iSgS  ). 

Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à  plusieurs  variables 
indépendantes  (iS  janvier  1897). 

Rendiconli  du  Cercle  mathématique  de  Palerme,  1896. 

Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à  deux  variables  indé- 
pendantes. 

Acta  malhematica  :  Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à 
plusieurs  variables  indépendantes  (à  paraître]. 
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Posons,  //,  /;//.  ii,  élaiU  neuf  quanlilés  quelconques, 

/»ii     //?!     iii-i      =(//)in),  ...; 

/'o      "i      "2    I 

le  meilleur  procédé  d'éliuiinaliou  (  Clebsch,  Leçons  sur 
la  Géotnélrie,  Iraduclion  A.  lîenoist,  t.  IIF,  p.  '^92)  est 
d'annuler  le  discriminant  P(çoi  Cm  ^-i)  ^lu  polynôme 
quadratique  en  y 

d'où  l'équation  de  F 

P  =  (tBc)2-4(^Ac)(fBA)  =  o. 
Sous  le  bénéfice  de  P  =  o,  l'équation  U(')  )  =  o  a  une 
racine  double  r,  —  =  o,  tl  ou 

"     ''y 

_     _    (^B^)    _  ■■'-(^BA)  _   r(^BA)p 

Pour  chaque;  valeur  de  x  et  de  y^  z,  est  donné  pai- 
l'intersection  de  la  conicjue  F  avec  une  des  dioiu^s  (1  ). 
Quand  X  est  inlininient  p<uit,  ç  tend  veis  un  certain 
point  de  la  courlje  V  limite  de  F.  La  figure  U.j  ot  située 
tout  entière  sur  la  courhe  F. 

Démontrons  la  léciproque  :  un  point  tjuelconijue  <j., 
(le  coordonnées  v./,  do  F  est  sur  IL. 

Supposons  'X  déterminé  par  rintcrsection  de  F  avec; 

la  droite  </,  </oii  —  'h  ^n  —  "'  'h  •  V»  =  I^-i  •  l^n  ==  qutd- 
conque.Soil  À  un  point  où  q  coupe  F;  l'écpiation  P(À)  =  o 
exprime  qu'il  existe  au  moins  une  racine  r,  commune 
aux  deux  éijuations 

Ao  /'l  /2 
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ou  aux  trois  equalions 

\'j]:       ''if Aï)  -  '''^jfi(y)  =  o,       i, y  =  o,  I.  2. 

savoir 

diCj  —  AjCi)y^--i-  (À/Ay—  ÀyA/jjK  +  )./By—  ÀyB/=  o. 

Pour  X  iijfininienL  petit,  le  point  /.  étant  distinct  du 
point  6',  les  deux  racines  de  [/y]  sont  iiiliniriient  petites 
et  T,  est  sûrement  infiniment  j)etit.  x  et  r,  s'annulent  h 
la  fois. 

Cela  posé,  eonstruisons  un  itinéraire  IÇ»  qui  four- 
nisse a..  Prenons  ^  ^  T,  (À,  x).  x  variant,  a  varie,  mais 
sans  pouvoir  quitter  ni  la  conique  F  ni  la  droite  ^.  A  la 

limite,  ).,  qui  coïncide  avec  ^,  vient  sur  F  sans  avoir  pu 
(piitter  q -^  donc  A  ou  ç  vient  mi  u.  c.  Q.  f.  d. 

lîref,  Oj  est  la  conique  F  . 
On  a 

(^Ac)  =  x'-J-{Xac)-^x-^^^{.  ..), 
(JAB)  =  x'J-+'Mc,ah}  ^  x'-^+'^+H . .  .). 

Pour  obtenir  F ,  il  suflit  de  chercher  la  limite  de  la 
coni(jue,  après  départ  du  (acteur  x?, 

(2)  a7?(£èc)2— 4a72x(;rtcj(^a6)  =  o. 

Pour  y^  il  vient 

il 
-rÎ ^  -^   X(...)    i. 
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foiimilc's  qui  penueltcnt,  un  point  ç  etanl  pris  sur  F,  de 

construiie  un  itinéraire  fournissant  ç. 

Remarque.  —  On  a  expressément  exclu  de  la  dé- 
monstration précédente  le  cas  où  le  point  u.  coïncide 
avec  le  point  c,  de  coordonnées  cy.  Mais  il  est  ti'ès  facile 
de  construire  un  '^)  qui  fournisse  c.  Posons  x^=-y'^, 
avec  2<;i-+-a'aet2<l3"[j;  alors  dans^y  tous  les  termes 
sont  négligeables  devant  le  terme  Cjj-.  Il  suffit  donc  de 
choisir  l'exposant  positifs-  assez  grand  pour  que  l'itiné- 
raire \Ç>,  x=j'*^,  fournisse  c. 

On  construira  par  un  raisonnement  analogue  des  \^ 
fournissant  les  points  a  et  h. 

III.  —  Discussion. 

!j  =  2  X.  —  r  est  la  conique 

(^6c)2-+- 4 (îac) (;«<?;)  =  o, 

y  est  fourni  par  une  quelconque  des  relations  (3),  (4) 
ou  (5). 

[j  <;  2  a.  —  r  est  la  dioite  double 

(£/;c)2=  o, 
Fis.   1. 


y  rsl  font  ni  par  la  rcbilion  (  .'>). 


>  2  a.  — 


y  est  fourni  par  (■^)  ; 


y  est  fourni  par  (4)- 


[R4ao] 


SLR  L'EOLIUHÏIE  DE  LA  VIS; 

Par  m.   g.  BOURLET. 


Pour  établir,  élémcntairemenl,  les  conditions  d'équi- 
libre de  la  vis,  sans  tenir  compte  du  frottement,  on  fait, 
d'ordinaire,  certaines  Iiypotlièses  restrictives  :  on  admet, 
par  exemple,  que  le  contact  n'a  lieu  tout  le  long  du  fi- 
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lot  que  suivant  une  hélice  moyenne  et  Ton  ne  traite 
que  les  cas  de  la  vis  à  filet  carré  ou  à  filet  triangulaire. 
Toutes  ces  restrictions  ne  me  paraissent  pas  nécessaires 
et  voici  une  déinonstiation,  aussi  simple  que  celles  qui 
ont  couis,  et  qui  s'en  adianchil. 

Soit  A>JB  {fig-  i)  la  section  du  filet  par  un  plan  nié- 


Fitr. 


tidicn  du  cylindre  f[ui  sert  de  noyau  à  la  vis.  section 
que  je  suppose  de  forme  quelconcjue.  Le  filet  de  la 
vis  est  engendré  par  le  profil  AMB  qui  se  déplace  de 
façon  que  le  point  A  décrive  une  hélice  tracée  sur  le 
noyau,  tandis  que  la  droite  AB  reste  parallèle  à  l'axe  du 
cylindre  et  que  le  plan  AMB  reste  normal  au  cylindre. 
Tout  poiut  ^1  de  ce  profil  décrit  une  hélice  tracée  sur 
un  cylindre  dont  le  rayon  est  différent  de  celui  du  novau, 
mais  toutes  les  hélices  ainsi  engendrées  offrent  la  parti- 
cularité d'avoir  le  même  pas  qui  est  le  pas  de  la  vis.  Je 
désigne  par  h  ce  pas  commun,  par  a  l'angle  que  fait  la 
tangente  en  un  point  (pielconque  de  l'hélice,  décrite  par 
le  point  M,  avec  le  plan  d'une  section  droite  du  cy- 
lindre et  par  /•  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  cette 
hélice  est  tracée.  On  a  toujours  la  relation 

h 

r  laiiga  =  —  ; 
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Je    produit  /laiiga  est  doue   le    luèiiie    [)ouv  lo  nies  les 
héliees  Iraeées  sur  la  surface  du  filet. 

Ceci  posé,  soit  iM  un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face. Je  figure  le  cyliiidre  sur  lequel  est  tracée  l'hé- 
lice qui  passe  eu  M  (Jf'g.  '2).  Soit  Ma:  la  tangenle  eu  JNI 

Fi".  2. 


au  parallèle  du  cylindre  qui  passe  en  M,  .M  3  la  généra- 
trice, My  la  normale  au  cylindre,  MT  la  tangente  à 
l'hélice  de  M.  L'angle  TiMx  est  égal  à  a.  Le  plan  tan- 
gent au  point  M  à  la  surlace  du  filet  coupe  le  plan  ISlxz 
suivant  J\JT;  soit  MK  son  inteisection  avec  le  plan  Myz 
et  désignons  par  [i  l'angle  de  iNIK  avec  la  normale  MO. 
L'équation  du  plan  tangent  TMK,  par  rapport  au 
trièdre  Mxyz^  est,  manilésleinenl, 

z  —  :r  tanga  -+- y  tang^  =  o. 

Soit  N  la  réaction  normale  du  filet  sur  l'écrou  au 
point  M,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  celte  réaction  sui- 
vant Mj:,  Mj',  Mz-,  la  réaction  N  étant  normale  au 
plan  KMT,  on  a 


(l  ou 

r  I) 


X                 Y 

Z 

^-  tanga  ~  tang[iJ 

1 

\  =  —  Z  tanga. 

(  ^^9  ) 
L('  moment  ilc  C('lle  icaclioii  par  ra[)[)oiL  à  l'axe  du  cv- 
Jindrc  sera  donc 

(2)  rX  = — /-Z  tanga  =: Z. 

2  TZ 

Supposons  mainlenant  (pie  la  vis  soit  soumise  à  une  ré- 
sislanee  P  dirigée  suivant  l'axe  du  evlindre  et  à  une 
puissance  F  parallèle  au  plan  d'une  section  droite  et 
agissant  sur  nn  bras  de  levier  de  longueur  a.  Eciivons 
les  deux  équations  d'é(jiiilil)rt;  de  la  vis  : 

i"   Qu(;  la  somme  des  pro|eclions  de  toutes  les  forces 
sur  l'axe  du  cylindre  est  nulle, 


^^^  ^  =  2' 


■i°  Que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces 
par  iap[)ort  à  cet  axe;  est  nulle;, 

LuiJime —  est  coiislant,  ceci  s  écrit  : 

2TÏ 

Dans  les  deux  équations  ('3)  et  (4)  la  somme  2,  '^'^^ 
étendue  à  toutes  les  réactions  N  en  tous  les  points  du 
lilet  et  ^Z  a  la  même  valeur  des  deux  côtés.  De  ces  deux 
é(juations  on  conclut,  par  suite,   l'équation   d'équilibre 

27: 
qui,  ainsi,  se  trouve  établie  dans  toute  sa  généralité. 
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[02e] 

nÉMOXSrRATIO\  GÉOlIÉTRIQliE  DTXE  PROPRIÉTÉ 
DE  LA  CYCLOIDE  ; 

Par  m.  Andrk  VICAIRE. 


Ln  courbe  telle  que  la  distance  de  chacun  de  ses 
^joints  au  centre  de  courbure  correspondant  de  la  dé- 
veloppée soit  constante  est    une  cycloïde. 

Cette  propriété  se  trouve  démontrée  par  lAnalyse 
dans  les  Exercices  de  Calcul  dijjérentiel  et  intégral 
de  Tisserand  (p.  v>5aV  On  peut  y  arriver  géométrique- 
ment de  la  façon  suivante  : 

Soient  c  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  («), 
(0  celui  de  la   développée  (w).    Considérons  le  déplace- 


ment de  la  droite  de  grandeur  invariable  aïo.  Le  centre 
instantané  est  le  point  d'intersection  des  normales  à 
(rt)  en  rf,  à  (to)  en  to.  Il  est  donc  à  l'infini  et  aiû  se  dé- 
place parallèlement  à  elle-même. 

D'autre     part,     on      sait,    d'après     un     théorème    de 
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M.  Maanhcim,  (jiie  la  normale  en  /;/,  milieu  de  ac,  au 
lieu  décrit  par  ce  point,  s'obtient  en  joignant  in  à  ui  mi- 
lieu de  (jic.  Le  lieu  de  m  a  donc  sa  tangente  parallèle  à 
une  direction  fixe;  c'est  une  droite  vit  perpendiculaire 
à  «  (0 . 

Construisons  un  cercle  tangent  en  m  à  vit  et  passant 
par  a.  Abaissons  de  son  centre  O  la  pei-pendiculaire  Oi 
sur  a  m.  Les  triangles  Oini,  ne  o)  sont  semblables;  et 
comme  ini  est  le  quart  de  ac,  O /n  rayon  du  cercle  est 
donc  le  quart  de  la  longueur  constante  aïo. 

Supposons  que  ce  cercle  de  rayon  constant  se  déplace 
en  restant  tangent  à  iiit,  de  façon  que  «,  point  fixe  de 
sa  circonférence,  décrive  la  courbe  («),  ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Le  centre  instan- 
tané se  trouve  sur  la  normale  au  cercle,  en  /?/,  point  où 
ce  cercle  toucbe  son  enveloppe,  et  sur  la  normale  ani  à 
la  Irajectoiie  de  a.  C'est  donc  ni. 

Le  cercle  étant  le  lieu  des  centres  de  rotation,  dans  la 
figure  mobile,  roule  sans  glisser,  sur  la  droite  ?nt,  lieu 
des  centres  de  rotation  dans  le  plan  fixe, 

a  décrit  donc  une  cycloïde. 


AGRÉGATIO\  DES  SCfEXCES  MATHEMATIOUES. 
CONCOURS  DE  18;)7. 


Mathématiques  élémentaires. 

1°  Les  clroiles  A  qui  sont  coupres  liarmoniqucment  par  deux 
cercles  donnés  G  et  C  enveloppent  une  conique;  montrer  que 
cette  conique  reste  la  même  lorsqu'on  remplace  les  deux 
cercles  G  et  G'  par  deux  autres  respectivement  concentriques 
aux  précédents  et  tels  que  la  somme  des  carrés  des  rayons  des 
deux  nouveaux  cercles  soit  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
rayons  des  deux  premiers. 
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2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  S  qui  sont  coupés 
harmoniquement  par  deux  cercles  donnés  C  et  G'  et  qui  sont 
orthogonaux  à  un  troisième  cercle  donné  F.  Ce  lieu  est  une 
conique  2  dont  on  déterminera  les  directions  asymptotiques 
et  dont  on  discutera  le  genre  en  admettant  que  le  centre  de  F 
se  déplace  d'une  façon  quelconque  dans  le  plan,  tandis  que 
les  cercles  G  et  G'  restent  fixes. 

On  montrera  que  la  direction  des  axes  de  S  ne  dépend  que 
des  positions  des  centres  des  trois  cercles  donnés  et  nullement 
de  leurs  rayons. 

3°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  conique  I.  dans  les  deux 
hypothèses  suivantes  :  i°  on  fait  varier  le  rayon  du  cercle  T  en 
laissant  fixes  le  centre  de  ce  cercle  et  les  deux  cercles  G  et  G'; 
1°  on  laisse  fixe  le  cercle  F,  ainsi  que  les  centres  de  G  et  de  G', 
et  l'on  fait  varier  les  rayons  de  ces  deux  derniers  cercles  de 
telle  sorte  que  la  somme  de  leurs  carrés  reste  constante. 

4°  Démontrer  que  les  cercles  S  orthogonaux  au  cercle  F  et 
coupés  harmoniquement  par  deux  cercles  G  et  G'  sont  aussi 
coupés  harmoniquement  par  une  infinité  de  couples  de  cercles 
que  l'on  cherchera  à  caractériser  géométriquement. 

Nota.  —  On  dit  qu'un  cercle  S  est  coupé  harmoniquement 
par  deux  cercles  G  et  G',  lorsque  le  rapport  anharmonique  des 
deux  points  de  rencontre  de  S  avec  G  et  des  deux  points  de 
rencontre  de  S  avec  G'  est,  sur  le  cercle  S,  égal  à  — i. 

Ma  (h éin a  tiq  ues  spéc ia  les . 

On  considère  un  paraboloïde  équilatère  ayant  pour  équation. 
par  rapport  à  des  axes  rectangulaires, 

z  =  xy\ 
on  prend  sur  l'axe  Or  un  segment 

0U  =  l 
et  sur  l'axe  Oy  un  segment 

O.M    =  a, 
ces  deux  segments  étant  liés  par  une  relation  de  la  forme 

a  }.'j.  -H  6  À  -+-  c  n  -n  d  =^  o, 
où  a,  b.  r.  d  dési"nenl  des  constantes  réelles. 
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i"  Trouver  la  courbe  T,  lieu  du  point  de  rencontre  de  la 
génératrice  rectiligne  MG  du  paraboloïde  passant  par  le  point 
M  de  Ox  avec  le  plan  mené  par  O;;  perpendiculairement  à  la 
droite  MM'. 

2°  Combien  existe-t-il  de  surfaces  du  deuxième  ordre  qui 
passent  par  cette  courbe  T;  étudier  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection de  r  avec  les  génératrices  rectilignes  du  paraboloïde 
donné;  discuter  la  réalité  de  ces  points. 

3"  Etablir  la  relation  nécessaire  et  suffisante  qui  doit  lier  les 
abscisses  .T],  x-t,  cc^,  x>^  de  quatre  points  de  la  courbe  F,  pour 
que  ces  quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Former 
l'équation  aux  abscisses  des  points  oij  le  plan  oscillateur  coupe 
la  courbe  en  quatre  points  confondus;  résoudre  et  discuter 
cette  équation. 

Indiquer  le  nombre  de  plans  osculateurs  qu'on  peut  mener 
d'un  point  de  l'espace  à  la  courbe  F. 

4°  Gomment  faut-il  déterminer  les  coefficients  a,  b,  c,  cl  pour 
que  les  tangentes  à  la  courbe  F  fassent  partie  d'un  complexe 
linéaire? 

5"  On  désigne  par  Fi  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  cor- 
respond à  cette  détermination  particulière  des  constantes  a, 
b,  c,  cl.  Déterminer  les  points  de  contact  des  plans  osculateurs 
menés  d'un  point  donné  P  de  l'espace  à  cette  courbe  Fj  ;  dé- 
montrer que  ces  points  sont  dans  un  ])Ian  passant  par  P. 

Nota.  —  On  dit  qu'une  droite  mobile 

X  —  Xi)         Y  —  Vn         ■=  —  -2o 


a  ^  V 

appartient  à   un   complexe  linéaire,   quand   les  coefficients  Xq, 
j'q,  z^f,  a,  ^,  Y  vérifient  une  équation  de  la  forme 

Aa  +  B[i  +  CY-+-L(YJKo-!iso) 

A,  B,  C,  L,  M,  N  désignant  des  constantes. 

Composition  sur  l' Analyse  et  ses  ctppliccttions 
géométriques. 

On  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(  ^H  ) 

où  p,  q  clésignenl  les  dôrivrcs  partielles  du  premier  ordre  do  ^ 
considéré  comme  fonction  de  x^  y. 

i"  Former  les  équations  des  caractéristiques  et  prouver  que 
ces  équations  admettent  deux  intégrales  qui  ne  dépendent  pas 
de  la  forme  de  la  fonction  F. 

■1°  Déduire  du  résultat  obtenu  que  les  courbes  caractéris- 
tiques sont  |)lanes  et  que  les  développables  caractéristiques 
sont  des  cônes.  Dire  quelle  relation  existe  entre  le  plan  d'une 
courbe  caractéristique  et  le  sommet  du  cône  caractéristique 
circonscrit  suivant  cette  courbe. 

3"  Indiquer  comment  l'on  pourra  utiliser  ces  résultats  pour 
intégrer  complètement  l'équation   proposée. 

4°  On  mènera  l'intégration  jusqu'au  bout  dans  le  cas  parli- 
culier  où  la  fonction  F  a  la  forme 


y- 


B, 


A,  B  désignant  deux  constantes. 

Montrer  que,  dans  ce  cas,  une  intégrale  complète  est  fournie 
par  une  surface  du  second  degi'é  dépendant  de  ^leux  para- 
mètres. 

Mécanique   rationnelle. 

Un  corps  solide  pesant,  mobile  autour  d'un  |)oint  fixe  O, 
repose  par  deu\  de  ses  points  R  et  R'  sur  un  plan  horizontal 
Hxe  n  situé  au-dessous  de  O.  Soit  OOi  la  perpendiculaire 
abaissée  de  (J  sur  le  plan  H  :  on  suppose  que  l'angle  OliR'  est 
droit  et  que  l'on  a.  lorsque  le  corps  repose  sur   le  plan  II, 


00, 


OiR  =  RR'=f/. 


Le  point  R  glisse  avec  frottement  sur  le  plan  II,  le  point  R' 
glisse  sans  frottement. 

Trouver  le  mouvement  du  corps  en  supposant  qu'on  lui 
imprime  une  vitesse  initiale  Wq  (positive  ou  négative)  de  rota- 
lion  autour  de  la  verticale  ascendante  OjO. 

On  prendra  comme  axes  liés  au  corps  la  droite  O^  dirigée 
suivant  OR,  la  droite  Ox  parallèle  à  RR'  et  dirigée  dans  le 
sens  RR',  la  droite  Oy  perpendiculaire  au  plan  a^O  s  et  dirigée 
vers  le  haut.  On  supposera  que  les  droites  Ox,  Oy,  Oz  sont 
les  axes  principaux   d'incilic  du   corps   relatifs  au    point   O,  et 
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l'on  appellera  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  correspondants. 
On  désignera  par  ;,  r,,  Ç  les  coordonnées  du  centie  de  gravité  G 
du  corps  par  rapport  aux  axes  O^,  Ov,Oz. 


On  se  bornera  à  écrire  les  équations  du  mouvement  dans  le 
cas  général  où  les  coordonnées;,  -/;,  ^sont  quelconques. 

On  discutera  le  problème  dans  les  deux  cas  particuliers  sui- 
vants : 

1°  Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  O^; 

1"  Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  Ox. 

S'il  arrive  que  l'un  des  points  R  et  R'  quitte  le  plan  II,  ou 
que  ces  deux  points  le  quittent  à  la  fois,  on  se  bornera  à  si- 
gnaler ce  fait  sans  étudier  le  mouvement  ultérieur. 


BOIRSES  m  LICENCE  ES  SCIENCES  MATIIÉIIATIOLES. 
COXCOIRS  DE  1897. 


Math  éinalùjiiex. 

\°  Dans  un   plan   rapporté   à  deu\   a\cs  rectangulaires  Oj", 
O^,  on  donne  une  droite  (D)  dont  l'éqnalion   est 

y  =z  ax  -\-  b\ 
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délermiiicr  la  [)aral)ole  qui  a  son  somnul  en  O,  son  axe  dirigt; 
suivant  Ox  et  qui  est  normale  à  la  droite  (D);  calculer  en 
fonction  de  a  et  6  les  coordonnées  du  point  P  où  cette  para- 
bole est  normale  à  la  droite  D  et  du  second  point  Q  où  elle 
rencontre  cette  même  droite. 

■3."  Trouver  les  lieux  décrits  par  les  points  P  et  Q  en  sup- 
posant que  la  droite  (D)  tourne  autour  d'un  point  fixe  de 
coordonnées  Xq,  jKo- 

On  (iijurera  les  diverses  formes  que  peut  affecter  ce  dernier 
lieu. 


OIESTIOXS. 


1782.   Etant  donnée  l'équation 

ax^  —  5 6 .r* -4-  I o cx^  —  i o d.i- -;-  5ex  —  /  =  o, 

si  l'on  pose 

oj   =  av  —  o.b'j.  -^  c/., 
l   3).  =  3c-   —  \bd  -^  ac,         l  '  , 

\  .  1  oj  1  =  i V  —  ic'x  -\-  d/., 

.    G  |jL  r=  'i  cd  —  Ibe  -r-  af . 

I      '  J   co .)  =r  c  V  —  2  du.  -T-  e  /., 

f   3v   ='id-î-^ce  ^bf,  - 

,     cOi  ^  Cl/  7.6  [X   -f-y  /. . 

la  condition 

]     10 1         10 .1         10-!     ! 

a     V    |- 

3  K  -^i6  !  (O       oji      (O.)     =  o, 

j  y.     iji  I  '  , 

I  '■       ;^      ''     I 

exprime  que  l'équation  a  une  racine  double. 

(  P.  Sondât,  i 


ERRATA. 


La  question  17S1,  août  1897,  ''  ^^^  insérée  par  erreur.  En  faisant 
x=y=z  =  ~,  on  voit  qu'aucune  des  inégalités  indiquées  dans 
celle  question  n'esl  satisfaite.' 
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[M2e] 

SUR  LA  CORRESPONDANCE  BIFORME; 

EXTENSION    DES    POLYGONES    DE    PONCELET; 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 

Professeur  au  CoIIèee  Rollin. 


1 .  Résultante  de  deux  correspondances  bif ormes  ; 
cas  de  décomposition.  —  Soient  deux  variables  x  etj' 
liées  par  une  relation  doublement  quadratique 

¥{x,y)  =  o: 

elles  ont  une  correspondance  biforme.  Il  existe  quatre 
valeurs  critiques  de  j:,  c'est-à-dire  quatre  valeurs  de  x 
donnant  pour  j'  deux  valeurs  égales  j  il  existe  de  même 
quatre  valeurs  critiques  à.e  j.  Les  'valeurs  critiques  de 
X  et  celles  de  y  ne  sont  pas  indépendantes  ',  car,  si  on  les 
représente  par  des  points-racines  a^  h^  c.^  d  el  a,  [i,  y^ 
0,  les  rapports  anliarnioniques  («,  Z»,  c,  d)  et  (a,  p.^  Yi  ^) 
sont  égaux.  En  ellet,  si  l'on  prend  des  coordonnées  car- 
tésiennes, l'équation  P'(.x,  y)  =  o  représente  une  quar- 
tique  binodale,  et  le  fait  en  question  résulte  alors  d'un 
calcul  connu  (Salmon,  Courbes  planes,  u"  270  5  on 
peut  encore  consulter  :  Halphen,  Fonctions  ellip- 
tiques, IP  Partie,  p.  338);  les  deux  systèmes  de  valeurs 
critiques  sont  équi- aiiharmoniques .  La  lelalion  F  =  o, 
qui  dépend  de  btiit  paramètres,  est  déterminée  par  ses 
éléments  criti(jues  et  par  une  dernière  donnée. 

12.   Cela  posé,  nous  démontrerons  ce  théorème  : 

Deux      correspondances     bif  ormes      F(.r,  r)  =  o, 
Ann.  de  Mathemat.,  à'  série,  l.  XVI.  (Octobre  1897.)  ^^ 
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F'()',  3)  =  o  (lonnnnt  entre  x  et  z  une  correspon- 
dance qui  se  décompose  en  deux  correspondances  bi- 
fornies  F"(a-,  z)  =  o,  ¥"'{x^  z)  =  o,  Lorsque  les  quatre 
valeurs  critiques  de  j  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
correspondances  données.  Les  'valeurs  de  x  qui  sont 
critiques  pour  y  dans  F  =  o  sont  aussi  les  valeurs  de  x 
critiques  pour  z  dans  F"  =  o  et  dans  F'"=  05  les  va- 
leurs de  z  qui  sont  critiques  pour  y  dans  F'  =;  o  sont 
aussi  les  valeurs  de  z  critiques  pour  x  dans  F"=  o  et 
dans¥"'=o. 

Soient  les  deuK  con-espoiidances  hiformos 

\X--Î-  'iBx  -^C  =0,  A'^'-H  2B'5  -r-  C'=  o, 

A,  B,  C,  A',  B',  C  étant  des  polynômes  du  second  de- 
gré en  j'5  d'après  l'iiypollièse  on  peut  supposer 

]V-—XC  =  B'2— A'C'  =  ^, 
et  l'on  a 

(AT-^By-—l  =  o,        (A'^-1- B')2— A  =  o; 

on  en  déduit,  pour  une  même  valeur  de  j', 

A^^B  =  (A'^  -+-  B)  =  o, 

et  l'on  achève  facilement.  On  remarquera  que,  si  l'on 
prend,  par  exemple,  le  système  F  =  o,  F'  =  o,  F"  =  o, 
à  des  valeurs  de  x  et  dej'  qui  vérifient  F=  o  corres- 
pond une  sejile  valeur  de  z.  (En  coordonnées  carté- 
siennes dans  l'espace,  F  =  o  et  F'  ^  o  représentent  les 
projections  d'une  courbe  gauche  qui  a  quatre  points 
doubles  à  distance  finie  et  qui  se  décompose  en  deux 
courbes  gauches.  ) 

3.   On  a  ce  corollaire  : 

Trois  quantités  x,  j)  ,  z  étant  liées  par  les  relations 
doublement  quadratiques  T(x ,  y)  =  o  ,  J'(  )',  z)  =  o, 
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'-s(s,a:)  =  o,  pour  (lue  ces  trois  relations  admettent 
une  infinité  de  solutions ,  il  faut  d'abord  que  les  va- 
leurs de  chaque  variable  qui  sont  critiques  pour  V une 
des  deux  autres  variables  le  soient  pour  la  troisième, 
ce  qui  fait  ii  conditions  et  non  12;  il  faut  de  plus 
une  autre  condition .  Si  l'on  se  donne  x,  on  a  à  choi- 
sir entre  deux  valeurs  pour  j\)  et  ce  choix  détermine 
z  avec  une  valeur  unique. 

La  (lénioiisLratioii  est  facile  :  la  réduction  de  12 
conditions  apparentes  à  1 1  conditions  elî'ectives  tient 
à  l'égalité  de  rapports  anharnioniques  dont  il  a  été 
parlé;  quand  on  a  pris  p^  =  o,/=o,  avec  mènies  j' 
critiques,  la  relation  ci  =  o  est  délejniinée  :  c'est  Tune 
des  deux,  relations  résultantes  des  deux  premières. 

4.   Nous  ajouterons  ceci  : 

Les  N  quantités  p,,  po?  •  •  •:  p.\  étant  liées  par  les  N 
relations  doublement  quadratiques 

?i,2(?i,  Pa)  =  o,       ^2,3(?2,  Ps)  =  o,        ....        ts.>-,,(p:s-,  ?l)  =0; 

si  les  valeurs  de  p/  qui  sont  cj'itiques  j)our  o/_,  le  sont 
aussi  pour  o,.^|,  l'indice  i  prenant  les  valeurs  2, 
3,  .  .  . ,  ÎN,  I  i^avec  les  conventions  o^y^j  =0»,  o„  =  o,^"), 
il  Jaut  encore  une  condition  pour  que  ces  relations 
admettent  une  infinité  de  solutions  ',  le  nombre  total 
des  conditions  supposées,  est  4jN.  Deux  quelconques 
des  N  quantités  p<  et  pj,  sont  liées  par  une  relation 
doublement  quadratique  ;  la  quantité  p/  a  quatre  va- 
leurs critiques  pour  py,  les  mêmes  quel  que  soit  j .  Si 
l'on  se  donne  pi,  on  a  à  choisir  entre  deux  valeurs 
pour  027  ^^  ^^  choix  détermine  complètement  les  autres 
p.  Quand  on  a  pris  les  i\  —  i  premières  relations 
'i  =  o,  sous  les  conditions  indiquées,  la  dernière  rein- 
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tion  0  =  0  est  déterminée  :  c'est  V une  des  relations 
résultantes  des  n  —  i  premières.  Pour  jN  >  3  les  con- 
ditions ne  sont  pas  données  comme  des  conditions  né- 
cessaires pour  quil  y  ait  une  infinité  de  solutions.  On 
remarquera  encore  que,  pour  N  ^  3,  trois  quelconques 
des  quantités  0  ont  deux  à  deux  une  correspondance 
biforme. 

0.  Voici  une  interprélalion  géométrique  de  la  corres- 
pondance biforme.  Les  points  A  d'une  conique  S,  et 
ses  tangentes  «,  sont  données  en  fonction  d'un  para- 
mètre 0  par  les  formules 


X(p)        Y(p)        Z(p)'  U(.pj        \(z)        W(pj 

les  polviiom(;s  X,  -  .  .  étant  du  second  degré.  Si  Ton 
prend  deux  coniques  Si  et  S^,  et  si  l'on  assujettit  un 
point  de  l'une  et  un  point  de  l'autre  à  cette  condition 
que  le  point  Ao  de  la  seconde  soit  sur  la  droite  trans- 
formée du  point  A,  de  la  première  dans  une  corrélation 
générale,  auquel  cas  le  point  A,  est  sur  la  droite  pri- 
mitive du  point  Ao,  on  aura 

a"2(Aari-t-  B_7i-i-  G^i) 

Xi{h.Xi-^  A'_/2-4-  A"^2) 

-\-yi(Qxi-\-  B'j-o-f-  B";:2)  -^  Zi{Qx-i^  C'j2-r-  C" z^)  =  o; 

les  paramètres  p,  et  po  seront  liés  par  une  relation  dou- 
blement quadratique,  dépendant  de  8  paramètres,  et 
par  suite  générale.  On  pourrait  considérer  les  tangentes 
a  au  lieu  des  points  A. 

6.  Cas  particulier.  —  Lorsque  la  relation  double- 
ment quadratique  ¥  [x^  j)  ^=  o  est  symétrique  par  rap- 
port à  X  et  }   (3  conditions),  les  valeurs  ciitiques  de  x 
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et  celles  de  y  sont  égales  (3  conditions.,  et  non  4);  la 
réciproque  est  vraie,  comme  on  peut  le  voir  au  mo^'^en 
du  théorème  énoncé  dans  l'Ouvrage  d'Halphen,  p.  338. 
Le  théorème  du  n°2  s'énonce  alors  comme  il  suit  : 

Deux  correspondances  bif ormes  symétriques 

donnent  entre  x  et  z  une  correspondance  qui  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  biformes 

¥"{x,z)  =  o,         V"'{x,z)  =  o, 

lorsqu  elles  ont  les  mêmes  valeurs  critiques.  Chacune 
des  correspondances  obtenues  admet  ces  mêmes  'va- 
leurs critiques,  doit  il  suit  que  ces  nouvelles  corres- 
pondances sont  également  symétriques. 

§n. 

7.  Nous  considérerons   un  cas  plus  particulier,  qui 
est  l'objet  principal  de  ce  Mémoire.  L'équation 

A  cosa?  -f-  B  sin  j:"  —  C  =  o 

a  deux  solutions  quand  ou  cherche  simplement  les 
lignes  Irîgonoraétriques  de  l'angle  x  :  elles  sont  confon- 
dues si  l'on  a  A-  +  B-  —  C-  =  o  ^  en  posant  lang  -  =  p, 

on  aurait  (A  +  C)p- — 2Bp-|-(A — C)  =  o.  Cela 
posé,  considérons  la  relation 

A  cosa  cosa'-i- B  sina  sina' — C  =^  o  ovi  <!ji(a.  a')  =:  o, 

A-,  B-,  C-  étant  inégaux  deux  à  deux  ]  nous  dirons 
que  les  quatre  solutions 

(a,  a').       ( —  «,  —  a').       (~  —  or,  -n:  —  a).        (  -  -|-  <7 .  t:  -f-  a') 
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forment  une  solution  comj^osée.  Avec 


a  a 

[anir—  =0.  tan"  —  =  o 


on  aurait  entre  s  et  o'  une  correspondance  liiforme  sy- 
métrique et  Ton  verrait  (jue,  dans  riiypotlièse 

(A2-  B-2)  (Aï-  C2)  (B2_  C2)  =  o, 

elle  se  décompose   en  deux  correspondances  uniformes, 

ce  que  nous  voulons  éviter. 

Les  angles  critiques  sont  les  valeurs  de  a  (ou  af)  qui 

donnent  pour  a' (ou  a)  deux  valeuis  égales  :   ils  sont 

donnés  par  la  relation 

r^,   •    «  r-^  cn^-o  sin'^o  i 

AScos^c-^B^sin^o  — C2  z=  o. 


B2— C2       C-2— A2       B2— A2 

de  sorte  que  les  quatre  angles  critiques  sont  o,  —  'j;, 
t:  — ■  'j,  Tt  -f-  '^,  donnant  lieu  à  quatre  angles  associés  0. 
—  Ij,    r.  —  0,    ~  —  H;    la    relation    entre    ci    et    a     peut 

s'écrire 

cos6  ,       sinO     . 

■ cos«  cosof  -H  -: —  sinasina  —  i^o. 

cosç-  smcp 

8.   Ou  a  ce  théorème  : 

Trois  angles  a^  a\  à'  étant  liés  par  les  deux  rela- 
tions 'Y {^i  "')  =  Oi  'K^'''»  ^")^  o?  pour  que  la  relation 
entre  a  et  a"  se  décompose  en  deux  relations  de  la 
forme  '}'(<^,  a")  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  pre- 
mières relations  aient  les  mêmes  angles  critiques  ;  cha- 
cune des  deux  relations  obtenues  a  aussi  ces  angles 
critiques. 

Voici  une  démonstration  dirccti;  (|ui  fait  coiinailte 
les  deux  relations  nouvelles.  D'abord  réiiminalion  de 
a'  donne 

(A-  coè-a"  -h  B-sin^rt" —  C^)  (A"-  cos-a  —  B"-  sin-«  —  C"  )- 
—  I  AA"  co<a  cus«"-f-.  . .  )-  =  o  : 
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celte  relation  devant  être  symétrique  en  a  et  «",  les 
deux  premiers  facteurs  doivent  s'annuler  ensemble  et 
la  condition  est  nécessaire.  Pour  montrer  qu'elle  est 
suffisante,  on  écrit  les  relations  '}''=  o,  '\  ^=  o,  avec  cp  et 
H",  o  et  0,  et  l'une  des  relations  cherchées  6'=  o,  avec 
z>  et  H'.  Pour  déterminer  ()',  on  fait  a'=  '-p,  d'où  y."  =  0, 
a  =  8",  et  la  relation  -V^  o  donne 

cos6  cosO' cosG"        sinO  sinO' «inO"  _ 

cosz>  si  no 

avec  deux  valeurs  pour  0';  on  constate  alors  que  l'élimi- 
nation de  n'  entre  les  deux  relations  données,  et  l'élimi- 
nation de  6'  entre  la  relation  d»'=  o  et  la  relation  ci- 
dessus,  donnent  le  même  résultat.  On  se  rend  bien 
compte  de  la  démonstration  en  considérant  les  relations 
des  six  angles  a,  a\  a",  0,  'j',  h' . 

9.   On  a  ce  corollaire  : 

Trois  angles  «,  a' ,  d"  étant  liés  par  les  relations 

t^"(a.  a'j=o,         <h{a.a")  =  o.         <!/'(  a",  a)  =  o, 

pour  que  ces  trois  relations  admettent  une  infinité  de 
solutions,  il  faut  d'abord  qu'elles  aient  les  mêmes 
angles  critiques  ;  cette  condition  remplie,  il  faut  encore 
une  condition.   Si  les  trois  relations  sont  prises  sous 

la  forme 

A"  cosa  eosa'  -^  B"  sin«  sin  a'  —  G"  =  o. 

on  a  les  trois  conditions  obtenues  en  égalant  à  zéro  les 
déterminants  du  troisième  ordre  formés  en  prenant 
trois  lianes  du  Tableau  rectanirubdre 


ce  C" 


1 
A  2 

1 

B2 

A'-î 

B'2 

\"2 

I>"2 

A  A' A"     BB'B 
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iO.   iNous  ajouterons  ceci  : 

Lorsque  N  angles  Uf,  an,  •  •  • ,  «.\  sont  liés  par  les  N 
relations 

'b,^oJai,ao)  —  o.       '}2,3(«2,  «3)=  o.        •••,       '^.\M  («N,  «1  )  =  o, 

(7»f  ont  les  mêmes  angles  critiques^  il  faut  une  condi- 
tion pour  que  ces  relations  admettent  une  infinité  de 
solutions.  Deux  quelconques  des  N  angles  sont  liés  par 
une  relation  analogue,  avec  les  rnêines  angles  cri- 
tiques. 

II.  Soient  deux  coniques  S),  So  que  nous  rapporte- 
rons au  triangle  conjugué  commun,  et  Sfo  une  conique 
conjuguée  au  même  triangle;  si  l'on  a  sur  S)  et  S^  les 
points  A,  et  Ao  conjugués  par  rapport  à  S12,  les  tan- 
gentes ft,  et  a.2  sont  conjuguées  par  rapport  à  une  co- 
nique S,2,  et  les  deux  coniques  de  conjugaison  sont  po- 
laires réciproques  par  rapport  aux  mêmes  coniques  que 
les  deux  coniques  données;  les  points  critiques  A)  sont 
ceux  dont  la  polaire  par  rapport  à  S12  touche  So,  les 
tangentes  critiques  a^  sont  celles  dont  le  ])ôle  par  rap- 
})ort  à  i!|o  est  sur  S2.  Les  points  des  coniques  Sj,  So 
étant  donnés  par  les  formules 

Xi  =  «1  cosaj,         yi  =  by  sinaj,         ^1  =  Cj, 
5"2  =  «2COsa2,         yi=^  b^ûn-x^.         z^=^Cn, 

et  la  conique  Sio  ayant  pour  équation 

Aar2-i-  672—  Cz-  —  o, 

la  relation  de  conjugaison  entre  A,   et  Ao  est 

A«ia2  cosoti  eosa2-^-  Bbib^  sinaj  i'in'x^ —  CciC2  =  o. 

12.   On  a  ce  théorème  : 

Etant  données  trois  coniques  S,,  S^.  S3  conjuguées 
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à  un  même  triangle  OO'O",  et  deux  coniques  de  con- 
jugaison S)  2,  S23  également  conjuguées  à  ce  triangle, 
la  correspondance  entre  A,  et  A3  se  décompose  en 
deux  correspondances  bifornies  si  les  éléments  Ao  cri- 
tiques pour  A,  le  sont  aussi  pour  A3,  et  chacune  des 
correspondances  entre  A|  e^  A3  est  donnée  par  une 
conique  de  conjugaison  8,3  conjuguée  au  même 
triangle  00' Q" . 

13.   On  a  ce  corollaire  : 

Jetant  données  trois  coniques  S|,  So,  S3  conjuguées 
à  un  même  triangle  000",  et  trois  coniques  de  con- 
jugaison S)  2,  S23,  S31,  conjuguées  à  ce  même  triangle, 
pour  qu'un  triangle  mobile  A  i  A.2  A3  puisse  avoir  ses 
sommets  situés  respectivement  sur  les  trois  premières 
coniques,  deux  sommets  quelconques  étant  conjugués 
par  rapport  à  la  conique  intermédiaire,  il  est  néces- 
saire quun  point  de  So,  critique  pour  S|,  le  soit  aussi 
pour  S3,  et  qu'un  point  de  S3,  critique  pour  So,  le  soit 
aussi  pour  S) ,  auquel  cas  un  point  de  S,  critique  pour 
S3  l'est  pour  So'-)  ces  cojiditions  remplies,  il  faut  encore 
une  condition.  Les  tangentes  a,,  a-,,  par  exemple, 
sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  Jïxe  "Et  2 
conjuguée  au  triangle  OO'O".  Si  l'on  se  donne  V élé- 
ment (A|,  rt,),  on  a  à  choisir  entre  deux  positions  pos- 
sibles pour  {A  2,  «2)5  Gt  ce  choix  détermine  complète- 
ment (A3,  as).  Les  deux  coniques  S) 21  S23  étant  choi- 
sies de  façon  que  A  2  critique  pour  A|  le  soit  pour  A3, 
la  conique  831  est  déterminée  avec  deux  solutions. 

li.   Nous  ajouterons  ceci  : 

liftant  donnée  une  chaîne  de  N  coniques  S(,  82,  •  • ., 
Sji  conjuguées  à  un  même  trianglcOO'O",  et  N  coniques 
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(le  conjtii^aison  8,0,  S^:;,  •  •  •,  S>;,  conjuguées  à  ce  même 
triangle,  si  les  points  de  la  conique  S/  qui  sont  cri- 
tiques pour  S/_(  le  so/it  aussi  pour  S/^i,  l'indice  i  pre- 
nant les iS  —  I  valeurs  2,  3,  ...,  N  [auquel  cas  un  point 
de  S|  critique  pour  S.»,-  l'est  aussi  pour  So  ),  il  faut  une 
condition  pour  qu  il  existe  un  contour  polygonal  mo- 
bile A(  Ao.  .  .  A_^,  dont  les  sommets  soient  situés  res- 
pectivement sur  les  coniques  So,  et  dont  les  sommets 
consécutifs  A/,  A/_^|  soient  conjugués  par  rapport  à  la 
conique  intermédiaire  S/^/+i .  Le  nombre  total  des  con- 
ditions est  N.  Deux  sommets  quelconques  A/,  Ay  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  Jixe  Sij  conju- 
guée par  rapport  au  triangle  OO'C';  en  même  temps, 
les  tangentes  a/,  aj  sont  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique  fixe  ^ij-  Si  Von  se  donne  l' élément  (A,,  a^)^ 
on  a  à  choisir  entre  deux  positions  po'^sibles  pour 
(A-,,  rto),  et  ce  choix  détermine  complètement  le  con- 
tour. Les  N  —  I  premières  coniques  de  conjugaison  dé- 
terminent la  dernière. 

§  ni. 

lo.  Correspondance  unie  sur  deux  coniques.  —  Plus 
paitic'ulièrenient,  la  conique  de  conjugaison  ponctuelle 
Si  2  peut  passer  par  les  quatre  points  communs  aux  deux 
coniques,  S,,  Sj,  auquel  cas  la  conique  de  conjugaison 
tangentielIeS,2  touche  les  quatre  tarjgen  tes  communes  à 
ces  deux  coniques;  alors  les  quatre  points  communs 
sont  des  points  unis  de  la  correspondance,  c'est-à-dire 
qu'un  point  commun  se  correspond  à  lui-même,  et  de 
même  les  quatre  tangentes  communes  sont  des  tan- 
gentes unies.  Réciproquement,  si  la  correspondance 
enti'c  les  éléments  (A|,  rf,)('Ao,  a^,)  admet  comme  points 
unis  les  quatre  points  communs  aux  deux  coniques  S( . 
So,  cl  comme  tangentes  unies  les  tangentes  communes  à 
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ces  deux  coniques  (sept  condilions,  et  non  huit),  celte 
correspondance  consiste  en  ce  que  les  points  Ai  et  Ao 
sont  conjugués  par  rapport  à  une  conique  Si  ^  passant 
par  les  quatre  points  communs  à  Si  et  So,  ou  en  ce  que 
les  tangentes  rif  et  «o, Nous  donnerons  à  celte  cor- 
respondance le  nom  de  correspondance  unie. 

16.  Nous  dirons  qu'il  y  a  correspondance  tangentielle 
entre  un  point  A,  d'une  conique  S|  et  une  tangente  n.> 
à  la  conique  So  lorsque  le  point  Ai  doit  se  trouver  sur  la 
tangente  «o?  ^^^  encore  lorsque  la  tangente  rto  doit  pas- 
ser au  point  A(  :  cette  correspondance  tangentielle  est 
une  corj-espondance  biforme;  les  éléments  critiques  de 
Sa  sont  donnés  par  les  tangentes  communes  aux  deux 
coniques,  ceux  de  S)  sont  donnés  par  les  points  com- 
muns. La  correspondance  tangentielle  est  une  corres- 
pondance unie.  La  conique  de  conjugaison  Sj2  est  la 
conique  So,  la  conique  iiio  est  Si. 

La  correspondance  unie  se  ramène  à  la  correspon- 
dance tangentielle  ; 

i"  Considérons  trois  coniques  S, ,  So,S3  inscrites  à  un 
même  quadrilatère;  une  tangente  &  à  la  conique  inter- 
médiaire rencontre  S',  en  deux  points  ±  A'  et  S'j  <'ii 
riz  C  :  il  y  a  correspondance  biforme  entre  h  et  A', 
entre  b  et  C,  et  la  correspondance  entre  x\'et  C  se  dé- 
compose en  deux  correspondances  biformes  dont  l'une 
associe  les  points  de  même  signe,  l'autre  associant  les 
points  de  signes  contraires.  Nous  supposerons  qu'on  a 
choisi  l'une  des  deux  correspondances,  de  sorte  que  A 
et  b  déterminent  complètement  C;  le  passage  du 
couple  -h  A',  -(--  C  au  couple  — A',  — C  se  fait  par 
une  tangente  commune,  d'où  lu  nécessité  de  ces  tan- 
gentes communes  pour  la  déconqiosition  de  la  corres- 
pondance  (  V,  C)  en  deux    correspondances  biformes. 
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Celte  correspondance  entre  les  éléments  (A',  a')  et 
(C,  c')  est  une  correspondance  unie. 

2"  Pour  trois  coniques  S',,  S^,  S'j  circonscrites  à  un 
même  quadrangle  (système  de  quatre  points),  on  a  des 
faits  corrélatifs  en  partant  d'un  point  B"  de  la  conique 
intermédiaire. 

3"  Réciproquement,  si  les  éléments  (A',  a')  et  (  C,  c'  ) 
de  deux  coniques  S',,  S^  ont  une  correspondance  unie, 
c  est-ci-dire  une  correspondance  biforme  dans  laquelle 
les  points  communs  sont  unis,  et  les  tangentes  com- 
munes sont  ujiies  [sept  conditions)^  V enveloppe  de  la 
droite  A' G'  ou  b  est  une  conique  So  touchant  les  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  premières,  et  le  lieu 
du  point  (a',  c')  ou  B"  est  une  conique  S![  passant  par 
les  quatre  points  communs  aux  deux  premières  ',  les 
deux  coniques  So  et  S.>  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  aux  mêmes  coniques  que  les  deux  coniques 
données.  Nous  rappellerons  que  les  points  A'  et  C  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  S,  3  passant  aux 
points  communs  à  S',  et  S'3 ,  et  que  l'on  a  un  fait  corrélatif, 
les  deux  coniques  de  conjugaison  S,  3  et  S',  3  étant  po- 
laires réciproques  par  j-apport  aux  mêmes  coniques  que 
S',  etS'g-,  la  conique  enveloppe  So  touche  les  tangentes  à 
S', 3  aux  points  communs  à  S',  et  S'3,  la  conique  lieu  S!', 
passe  aux  points  de  contact  avec  5,3  des  tangentes  com- 
inunes  à  S',  et  S;,. 

17.  Voici  une  démonstration  directe  des  faits  i"et  •2". 
Nous  indiquerons  d'abord  une  identité  :  étant  données 
la  forme  quadratique  /(.^,  JK,  2)  t?t  la  forme  adjointe 

F(«,  \>,  iv),  on  a 

F[(r-'  —  i-f):  i^x'  —  ^2'),  {xy—yx')\ 

f{x',  x)    f{x\  x') 
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/(.r,  x')  étant  «,,  xx'  -h.  .  .-|-^<,o  {xj  '  -+-jx')  -+-...;  si 
le  point  M  est  sux-  la  conique  /'=:o,  on   a  pour   F  un 
carié  parfait 

FUj^z'  —  zj'),  ...]r=—p(x,x'). 

Considérons  alors  les  trois  coniques  S,  ,80,83  inscrites 
à  un  même  quadrilatère;  leurs  équations  tangentielles 
sont 

Fi(a,  f,  a')  =  o,         F,  — /.-2F3  =  o,  F3(;/,  r,  n-)  =  o; 

en  écrivant  qu'un  point  A'  de  S\,   et  un  point  C  de  83 
sont  sur  une  tangente  b  à  80,  on  a 

Fi[(j'ix;3— -1J3),  •••]  — /^-FsKJ'i-s— -ij'sj,  ...]  =  o, 

ou 

/r  (■ï'i,  ^3  )  —  /^-/l  (a-i,  ^Ts)  =  o, 
ou 

/l  (  a-l ,   3-3  )  ±  /■/3  f  a-i ,  a?3  )   =  O. 

18.  Contours  mobiles.  —  Reprenons  le  théorème  du 
n"  li,  avec  une  cliaine  de  in  coniques  8',,  So,  S'^,  S,..., 
Sa/il  conjuguées  à  un  même  triangle  00' O",  et  supposons 
que  chaque  conique  d'indice  pair  est  conique  de  conju- 
gaison ponctuelle  entre  elle-même  et  chacune  des  deux 
coniques  voisines,  auquel  cas  chaque  conique  d'indice 
impair  est  conique  de  conjugaison  tangentielle  entre 
elle-même  et  chacune  des  deux  coniques  voisines.  On  a 
ce  théorème. 

Soit  une,  cliaine  de  in  coniques  8',  ,82;  Sj,  84,  -••^^■211^ 
conjuguées  à  un  même  triangle  OO'O",  chaque  co- 
nique d'indice  pair  S  touche  les  quatre  tangentes  com- 
munes aux  deux  coniques  voisines  S',  chaque  conique 
d'indice  impair  S' passant  aux  quatie  points  communs 
aux  deux  coniques  voisines  S  (ce  qui  fait  seulement 
in  —  I  conditions)  :  il  faut  une  condition  pour  qu'il 
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cxisLe  un  co/ilour  />olj  gonal  mobile  de  n  côtés  dont,  les 
sommets  A', ,  A'^,  A'^,...  soient  sur  la  conique  S',  et  dont 
les  côtés  a 2,  «i,  «6,  •••  soient  tangents  aux  co- 
niques S.  Si  l'on  se  donne  A,,  on  a  deux  positions 
possibles  pour  «o,  et  le  choix  de  «._>  déterndne  entière- 
ment le  contour . 

Le  triangle  conjugué  étant  donné,  le  sj'stèuie  de  co- 
niques dépend  de  2«  paiatnètres.  En.  considérant  la  co- 
nique So«  comme  une  enveloppe,  ou  reconnaît  (jue  la 
dernière  condition  du  théorème  lie  généralement 
in  —  I   quelconques  des  coniques  données. 

La  cliaine  de  in  coniques  du  théorème  précédent  est 
la  plus  générale  pour  laquelle  il  existe  un  contour  po- 
lygonal mobile...,  si  l'on  exige  que,  un  sommet  étant 
choisi,  avec  l'un  des  côtés  qui  partent  de  ce  sommet,  le 
contour  soit  déterminé  complètement. 

19.  Les  points  A',  et  A.(  ayant  une  correspondance 
unie,  le  lieu  du  point  («,,  a'.^)  ou  A"  est  une  conique  S!î 
passant  par  les  quatre  points  communs  à  S',  et  S'.,  \  il 
suit  de  laque  le  contour  variable  A',  «o  A'3  «, ...  donne 
uu  contour  variable  analogue  «',  A!' a'g  A'j...  dont  les 
côtés  roulent  sur  la  conique  S',  dont  les  sommets  décri- 
vent des  coniques  S" 5  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  En 
considérant  l'enveloppe  de  la  droite  AoA^,  on  prolon- 
gerait cette  suite  de  contours  en  sens  inverse. 

20.  Uu  certain  nombre  des  coniques  précédentes 
peuvent  être  confondues.  On  doit  remarquer  d'abord 
que  toute  correspondance  biforme  entre  deux  éléments 
d'une  même  conique  a  quatre  éléments  unis.  Si  cette 
correspondance  est  symétrique,  les  points  A,  et  Ao  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  coni([ue  Sfo  qui  passe  aux 
points  unis,  les  tangentes  «,   et  a.y,   .  .;    la  correspou- 
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daiice  svniétrique  sui'  une  conique  est  un  cas  limite  de 
la  correspondance  unie  sur  deux  (ioniques  S(  et  Sj  ;  les 
éléments  unis  donnent  quatre  points  qui  jouent  le  rôle 
des  points  communs  aux  deux  coniques,  et  quatre  tan- 
gentes  

Reprenons  les  faits  du  n"  16  : 

i"  Etant  données  deux  coniques  S'  et  So,  une  tan- 
gente b  k  S-2  rencontre  S'  en  deux  points  A'  et  C  :  il  y  a 
correspondance  biforme  entre  A'  et  C'^  cette  correspon- 
dance est  symétrique,  et  les  points  critiques  sont  les 
points  communs  aux  deux  coniques. 

2°  Avec  deux  coniques  S'  et  S!^,  en  partant  d  un 
point  B''  de  cette  dernière,  on  a  des  faits  corrélatifs. 

3'^  Réciproquement,  si  les  éléments  (A',  a')  et 
(C,  c)  d'une  conique  S'  ont  une  correspondance  bi- 
lorme  symétrique,  l'enveloppe  delà  droite  A'C  est  une 
conique  S-j  passant  par  les  points  critiques,  le  lieu  du 
point  (a',  c')  est  une  conique  S",  qui  touche  les  tan- 
gentes critiques. 

La  conique  So  touche  d'ailleurs  les  tangentes  unies, 
laconique  S^  passe  aux  points  unis.  La  conique  S, 3, 
par  rapport  à  laquelle  A'  et  C  sont  conjugués,  passe 
parles  points  unis;  la  conique  S',3  touche  les  tangentes 
unies. 

Relativement  au  théorème  du  n"  18,  on  pourrait  voir 
ici  pourquoi  on  a  introduit  le  mol  géiiéralcinent  dans 
la  remar(|ue  concernant  la  dernière  condition. 

On  aurait  en  particulier  le  cas,  considéré  par  Pon- 
celet,  où  toutes  les  coniques  S'  sont  confondues. 

§  IV. 

21.  C  oui  ours  f/ian  cillai/ es  mobiles  ;  deux  cas.  — 
Lors(iu'un  triangle  mobile  a  ses  sommets  sur  trois  coni- 
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ques  S,  ,82,  S'y,  et  ses  côtés  tangents  à  trois  coniques 
Si,S;.,S3,  d'une  part,  ce  triangle  peut  devenir  évanouis- 
sant, les  côtés  rt,  Z>,  c  étant  trois  droites  concourantes,  ou 
les  sommets  A',  B',  C  étant  trois  points  en  ligne  droite; 
d'autre  part,  il  peul  devenir  bi-évanouissant,  deux  som- 
mets étant  confondus,  ainsi  que  les  côtés  opposés.  Les  six 
premières  conditions  relatives  aux  coniques  étant  suppo- 
sées reniplies,  et  elles  se  réduisent  h  cinq,  une  tangente 
commune  à  S|  et  S^  doit  toucher  S3,  ou  passer  par  un 
pointcommun  à  S',  et  S!,;  un  point  commun  à  S',  et  S', 
doit  appartenir  à  S.,,  ou  se  trouver  sur  une  tangente  com- 
mune à  S|  et  So.  Il  semble  donc  que  l'indétermination  du 
triangle  ait  lieu  dans  trois  cas^  mais  nous  allons  mon- 
trer que  ces  trois  cas  se  réduisent  à  deux,  attendu  que, 
si  les  coniques  S  ont  quatre  tangentes  communes,  les 
coniques  S'  sont  polaires  réciproques  des  coniques  S 
par  rapport  à  un  système  de  quatre  coniques  S,  de  sorte 
que  les  coniques  S'  ont  alors  quatre  points  communs. 
Les  équations  des  six  coniques  étant 


si  l'on  écrit  que  le  point  x  ■=  a  cos/,  y  =  b  sin  l,  z  =  i 
est  sur  la  tangente  «'=  a'cosÂ',  »>'=  [i'sinÀ',  (v' =  —  i, 

on  a 

a  ex.'  cos/  cosX'  -i-  b'^'  sin  /  sin  X'  —  i  =  o, 

et  l'on  suppose 

c'esl-à-dire  S\  et  So  non  bitangentes  ^  les  cinq  conditions, 
pour  que  les  six  relations  analogues   aient   les  mêmes 


ar2 

y 

X' 

„_ 

-h 

— ~"  '^j 

;-  3: 

=  0, 



a- 

b-^ 

u'^ 

v- 

d 

a- 

-+- 

f'~ 

■  I  = 
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angles  critiques,  sont  (  ') 


•x-a"'-  

a""-  a-  

a"'«'^  

a'-a"'^  

y."'-o-  


et  elles  expriment  que  8,  passe  parles  points  eoniniuns 
à  So  el  S3,  ....  Si  l'on  écrit  t|ue  les  trois  conicjues  S  sont 
inscrites  à  un  même  quadrilatère,  on  a  la  sixième  con- 
dition 

a^  a''^       


Remai'quons  maintenant  que,  si  l'on  se  d^nne  a-,  JB-, 
a!'^,  .  .  .  vérifiant  cette  condition,  et  a-  à  volonté,  l'une 
d<'s  relations  ci-dessus  (rangées  1 ,  2,  7)  détermine  è-, 
deux  autres  relations  déterminent  rt"-et  //'-,  deux  autres 
déterminent  a'-  et  b'-,  et  l'on  a  une  seule  solution;  or 
celte  solution  unique  est  facile  à  apercevoir  :  elle  est 
formée  par  les  relations 


i2 


a"  2 

1 

6^ 

ô^  ~ 

X^' 

?' 

a.,  2 

)l'.,-^      I 

a^x'î 

a'-  a"2 

a"-2  7."- 

m.2 


(')  Ce  qui  signifie  qii"on  les  oblieiit  ni  éf^aliinl  à  zéro  1rs  cinq 
tiéU-rniinanls  formés  au  moyen  de  trois  lignes  du  Tabicati  rectangu- 
laire qui  constitue  le  premier  membre  de  l'égalité. 

Ann.  de  Matkémat.,  3"  série,  t.  XVI.  (Octobre  1^97.)  9.9 
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qui  cloiinent  successivtMncnl  -l)-,  i)b-,  Z>-,  —  On  peut 
(loue  rcmplacL'i-  les  six  relalioiis  entre  les  douze  quan- 
tités «-,  Z»-,  ...  par  Ic;s  liuit  relations  précédentes  entre 
les  quatorze  quantités  ci-,  Z»-,  .  . .,  A>-^  ilb-  :  les  six  pre- 
mières expriment  que  les  coniques  S'  sont  polaires  ré- 
ciproques des  coniques  S  par  rapport  aux  coniques 

(  S  )  ±  cl)  x'^  ±  ^S\^y^-■  —  52  =  0; 

la  dernière  exprime  que  les  coniques  S  sont  inscrites  à 
un  même  quadrilatère,  et  celle  qui  reste  est  une  rela- 
tion entre  t,\-  et  ilîj-,  les  coniques  S  étant  supposées  con- 
nues (cette  dernière  relation  peut  aussi  bien  être  ratta- 
chée aux  coniques  S'). 

On  peut  donc  prévoir  ce  théorème,  qui  sera  démontré 
rigoureusement  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  trois  coni//iies 
Si  SoS.-j,  S',  SlS'j,  te/s  (fue  dans  la  chaîne  jerniêe 

S', 

s;      s; 
s, 

chaque  conique  S  touche  les  tangentes  communes  aux 
deux  coniques  voisines,  et  chaque  conique  S'  passe  par 
les  points  communs  aux  deux  coniques  voisines  (5  con- 
ditions)^ un  ti'iangle  qui  doit  avoir  ses  cotés  «,  &,  c 
tangents  aux  coniques  S,  et  ses  sommets  A',  B',  G'  sur 
les  coniques  S',  est  indéterminé  dans  deux  cas  : 

i^  Lorsque  les  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même 
quadrilatère,  auquel  cas  les  cotiiijnes  S'  sont  circon- 
scrites à  un  même  quadranglc,  les  coniques  S'  étant  po- 
laires réciproques  des  coniques  S  par  rapport  à  un  sys- 
tème de  quatre  coniques  S  ; 

2°  Lorsque   les  quatre j^tangentes  communes  à  S)  et 
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So  passent  respecliuement  aux   quatre  points  d'inter- 
section de  S,   et  S!,,    auquel  ca<;  les  quatre  tangentes 
communes  «  So  e/  S3,   .  .  . . 

Chacun  des  deux  systèmes  de  coniques  dépend  de  12 
paramètres;  pour  le  premier  système,  on  jieut  se 
donner  les  coniques  S  inscrites  à  nn  même  quadrila- 
tère, et  la  conitpie  S  avec  un  paramètre;  pour  le  second 
système,  on  peut  se  donner  les  coniques  S  conjuguées  à 
un  même  triangle,  et  les  coniques  S'  sont  alors  déter- 
Qiinées,  avec  quatre  solutions.  Dans  chacun  des  deux 
systèmes,  la  première  condition  lie  cin<j  quelconques 
des  six  coniques. 

22.  Dans  le  premier  système  les  taîigentes  «',  Z>',  c' 
eu  A',  B',  C  sont  concourantes,  les  points  de  contact  A, 
B,  C  des  tangentes  a,  b,  c  sont  en  ligne  droite;  le  lieu 
des  points  de  concours  des  tangentes  a\  //,  c'  est  une 
conique  S"  passant  par  les  points  communs  aux  coni- 
ques S'  et  dont  l'équation  est 

^- 

.  —  z^  =  o, 


-Xo^a-a'^a'"^ 


l'enveloppe  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  con- 
tact A,  \\,  C  est  une  (;oni(pie  polaire  récipioque  de  la 
précédente  par  rapport  aux  coniques  il.  A  piiori,  si 
l'on  se  donne  les  coni{(ues  S,,  S!,,  ÎS!,  et  S",  avec  quatre 
points  communs,  et  si  d'un  point  de  S"  on  mène  aux 
coni(pu's  S'  les  tangentes  rh  «',  djz  b\  ±  c',  dont  les 
points  de  conlact  sont  zh  A',  zh  IV,  ±  C,  l'enveloppe 
des  dioiles  W ij  est  une  coni(pie  S|,  .... 

23.   Voici    la   démonstration  rigoureuse  du   théorème 
énoncé  plus    liant.    J.es   coniques   S',,   S.,,   S',    oui    pour 
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équalions 

a'^x^-^-b'-y- — c"-^-  =  o,        a'^ar'-f-.  .  .  =  o,        a'-x'^-\-...=^o, 

les  coniques  S| ,  So,  S:!  onl  pour  é(|ualious 

(Si)  {b"^c'^-ii'^-\-c"^a'-^^'-—a"-b'iw'^)—k^-  (b"^c"-^u^^.  ..)  =  o, 

(Sa)    (6"2  C"2  Z<2+  ...  )  —  X-'2   (62   c2    ,f  2  _,_...)  =  o, 

(83)    (62    c2    f/2_f__.  ^_A''2(6'2c'2zf2-J-..  .)=  O, 

avec  deux  conditions  que  nous  relrouverons  })lus  loin, 
et  qui  expriment  que  S',  passe  par  les  points  communs 
à  So  et  S3,  .... 

Si  l'on  écrit  que  la  droite  joignant  les  deux  points  B' 
et  (y  donnés  par  les  relations  <2'x'=  cos/',  h'j'^  sin/', 
c' z' =:  i  et  a" x"  =:  cos/",  .  .  .,  est  tangente  à  la  coni(|ue 
8(,  on  a  (n"  17)  la  relation 

(''^-^~)  cos/'cosr-f-  (b-4-^")  sin  Z' sin/"—  (c+  i^")  =  o. 


avec  A  =  —j,y  •••7  c  =  ±i;    les    angles    critiques    sont 
donnés  par  une  équation  qui  se  réduit  à 


(t-^) 


B2 

T 


C2        A-  \ 


sans  £.  En  faisant  de  même  pour  So  et  pour  83,  on  voit 
(jue  les  trois  conditions  d'indétermination  du  problème 
que  l'on  étudie  sont 
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A  2 

A'2 
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\cs  tU'ux  premières  condi lions  cxprimeul  que  les  poiiils 
de  S\  qui  sont  critiques  pour  SI  le  sont  pour  S'j,  .  . . , 
c'est-à-dire  que  la  conif|ue  S',  passe  par  les  points  coui- 
niuns  à  So  et  S3,  .  .  .;  reste  la  dernière  condition.  Or, 
en  développant  les  éléments  de  la  dernière  rangée,  avec 
les  relations  AA'A"=  i,  .  .  . ,  el  en  les  combinant  avec 
ceux  des  rangées  précédentes,  on  trouve  cjuci  l'on  peut 
remplacer  cette  rangée  par  une  autre  dont  les  éléments 
sont 

,„,,,,„  /îA-^        i'A'2        e"A"2\ 

On  a  donc  une  première  solution  ts' z" kk' k"  =  1;  elle 
donne  la  condition  nécessaire  A-A'-/i"-=i,  qui  ex- 
prime que  les  trois  coniques  S  sont  inscrites  à  un  même 
quadrilatère;  d'ailleurs  les  (juatre  relations 

(a^-^)co.^?----=o,     ...,      A-A'^r^=i, 

au  lieu  de  déterminer  z>,  donnent  la  condition 

(  a'^b'-c"^)  =  o, 

qui  exprime  que  les  conicjues  S'  oui  quatre  points  com- 
muns. 

On  a  une  seconde  solution  en  remplaçant  dans  la  ma- 
trice ci-dessus  les  éléments  de  la  dernière  rangée  par  les 

elenuMits  —7 h     -p ! 7^^— '  •  •  •  ;    J*^    'n^'    suis  assure 

que  celte  seconde   solution  est   bien  celle  du   théorème 
énoncé. 

Les  points  B'  et  C  sont  conjugués  [)ar  rapport  à  l'une 
des  coniques  S'.,  -i-  s/.'S',  =  o  :  a\ec  la  j)remière  solution, 
ces  coniques  ])assent  par  K's  points  communs  aux  trois 
coniques  S'.  On  a  un  tait  corrélalif. 

2i-.  Avec  la  piemière  solul  ion.  le  système  d('coni(pu's 
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étant  indépendant  des  signes  s,  on  a  pour  les  niêines 
coniques  quatre  espèces  de  triangles  mobiles.  Avec  la 
deuxième  solution,  les  coniques  sont  liées  aux  £,  une 
tangente  commune  à  Sj  et  So  pouvant  passer  par  Win 
ou  l'autre  des  quatre  points  communs  aux  deux  coniques 
S'i  et  S',  ;  pour  des  conicpies  données,  on  a  deux  espèces 
de  triangles. 

2o.  Cas  où  le  triangle  est  conjugué  par  rapport  à 
une  conique  fixe.  —  Le  système  <Je  coni(|ues  peut  satis- 
faire à  la  fois  aux  conditions  i"  et  aux  conditions  2"  du 
théorème-,  il  admet  alors  un  système  de  triangles  qui 
fait  partie  à  la  fois  des  deux  solutions,  trois  antres  sys- 
tèmes de  triangles  qui  font  partie  de  la  première  solu- 
tion, et  un  dernier  svslème  de  tiiangles  qvii  fait 
partie  de  la  deuxième  solution:  ce  sont  ces  derniers 
triangles  que  nous  allons  considérer,  et  ils  sont  conju- 
gués par  rapport  à  une  conicpie  fixe.  Les  six  coniques 
étant  dans  le  premier  cas  du  théorème,  supposons  que 
l'une  des  quatre  coniques  S  (par  rapport  auxquelles  les 
coni(jues  S'  sont  polaires  réciproques  des  coniques  S) 
touche  les  quatre  tangentes  communes  aux  coniques  S, 
auquel  cas  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  avec  S 
sont  les  points  communs  aux  coniques  S'  :  on  est  en 
même  temps  dans  le  second  cas  du  théorème,  et  la  ligure 
dépend  de  11  paramètres;  la  conique  S  ayant  pour 
équation  A>x-  +  ill)J'-  —  1=0,   en  disposant  des  signes 

de    a,  a',  «",  h,  h' ,    b" ,    on   peut    avoir   —=...=  — -> 
^  =  .  .  .  =  -— 5  et  alois,  au  n"2l,  on  peut  prendre /  =  )^, 

/'=)/,  l"='k"  :    en    elï'et,    les   six    relations    entre    les 
angles  se  réduiront  à  trois  relations,  telles  que 

aa'         ^         , , 

—r-  eus  A  cos  A  -h  .  . .  —  I  =  o , 

cAo 
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el  si  1  ou  ecril  que  ces  trois  relalioiis  adiuelleiiL  une  iiili- 
nité  de  solutions,  la  première  couditiou  expriuie  cjue  la 
conique  S  touclie  les  tangentes  communes  aux  coniques 
S^  or  les  hypothèses  /=).,  /'=)/,  /"=a"  montrent 
que  le  triangle  mobile  est  conjugué  par  rapport  à  la  co- 
nique S,  qui  est  à  la  fois  S!,.,,   .  .  . ,  S^si  •  •  •  • 

26.   Les    équations     des     coni(jues     S',^,     .  .  .     étant 

s;  =  —  cA  s;,  s;  =  —  s'â's;  ,  s;  =  —  -j'Â^'s'.,,  l'équation 

de  la  conique  S  peut  [)rendr(i  ers  trois  formes  :  on  a 
donc  en  multipliant  zz't"J\k'k"  =  —  i ,  ce  qui  est  d'ac- 
cord avec  ce  fait  qu'on  est  dans  le  premier  cas  du  théo- 
rème; on  voit  en  même  temps  que  le  système  de  triangles 
ne  fait  pas  partie  de  la  première  solution  :  c'est  l'un 
des  deux  systèmes  de  la  seconde  solution.  Soit  A'B'C 
un  tiiangle  de  l'espèce  d('  ceux  que  l'on  considère  ici, 
avec  î  =  +,  e'^-f-,  £"  =  -|-,  par  exemple;  la  polaire 
de  iV  par  rapport  à  S  coupe  S.,  en  deux  points  B'  et  il!/, 
S',  on  deux  points  C  et  £',  le  tiiangle  A'\l!/G'  est  dans 
les  mêmes  conditions  que  le  triangle  A'B'C,  et  les  deux 
triangles  A'B'3'  et  Aiib'C  lépondent  aux  hypothèses 
î  =  —^  t'  =  -f-,  e"  =  H-,  et  font  partie  des  triangles  de 
la  première  solution  ;  1rs  trois  sommets  A',  B',C' donnent 
ainsi  trois  espèces  de  liiangles.  Une  dernière  série  de 
triangles  se  rattache  à  la  fois  aux  deux  cas  du  théorème. 
Les  tangentes  en  A',  IV,  C  forment  un  triangle 
A^B'^C"  inscrit  à  une  conitjue  lixe  S";  les  points  de  con- 
tact des  côtés  <T,  6,  c  avec  les  coniques  S  forment  un 
triangle  circonscrit  à  une  t^onicpie  fixe.  Le  tiiangle 
A"B" C'est  dans  les  conditions  du  théorème  dePoncelet. 

27.  C<rv  où  des  coniques  sont  confondues.  —  Si 
les  coniques  S,  et  S!,  se  confondent  en  une  même  co- 
nique S',  sans  que  S.,  se  confonde  avec  elles,  les  co- 
ni(jues  Si  et  S^  doivent  se  confondre  en  une  même  co- 
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nique  S  ;  considérons  ce  cas.  Nous  appellerons  tangeiUts 
remarquables  de  la  conique  S  les  langenles  à  celte  co- 
nique aux  points  d'intersection  avec  S',,  lesquels  points 
seront  des  points  G'^  les  points  remarquables  de  la  co- 
nique S  seront  les  points  de  contact  avec  S'  des  tan- 
gentes communes  à  cette  conique  et  à  S3,  lesquelles 
tangentes  seront  des  droites  c.  On  a  deux  coniques  S  et 
S'^  les  sommets  A'  et  B'  d'un  triangle  décrivent  la  co- 
nique S',  les  côtés  a  et  b  roulent  sur  la  conique  S  :  le 
coté  c  roulant  sur  uik;  conique  S^  qui  passe  par  les 
points  communs  à  S  et  S',  on  cherche  le  lieu  du  som- 
met C;  ce  point  est  l'intersection  de  deux  tangentes  a 
et  Z»  à  la  conique  S,  lesquelles  ont  une  correspondance 
bifbrme  symétrique.  L'un  des  points  C  décrit  une  co- 
nique qui  est  dans  le  second  cas  du  théorème,  un  autre 
également,  et  ces  deux  coniques  ont  été  données,  je 
crois,  par  Salmon  [Sections  coniques,  2*^  édition  fran- 
çaise, p.  SgC));  les  tangentes  communes  à  S  et  83  pas- 
sent aux  points  communs  à  S' et  S'g,  les  tangentes  re- 
marquables de  S  passent  aux  points  remarquables  de  S', 
et  l'on  a  des  triangles  bi-évanouissants.  Les  deux  autres 
points  C  décrivent  une  même  conique  S'3  qui  est  dans 
le  premier  cas  du  théorème;  la  conique  8.j  [)asse  aux 
points  remarquables  de  la  conique  S',  la  conicpie  S3 
touche  les  tangentes  remaïquables  de  la  conique  S,  et 
l'on  a  des  triangles  é\  anouissants,  ibrmés  par  trois  droites 
concourantes  ou  pai'  trois  points  en  ligne  droite. 

'28.  Dans  le  système  de  Pon(  elet,  les  trois  coniques 
S'  sont  confondues,  les  coniques  S  étant  distinctes;  on 
est  dans  le  second  cas  du  théorème  :  les  tangentes  com- 
munes à  S)  et  So  passent  aux  points  remarquables  de 
la  conique  S,  :^  S',  eu  donnant  des  triangles  bi-éva- 
nouissants  On  a  un  svstènn?  coirélatif. 
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29.  Les  trois  c()nif|ues  S'  peuvent  ètfe  confondues, 
les  deux  coniques  S|  et  82  l'étant  aussi  :  on  cherche 
l'enveloppe  du  côté  c.  On  peut  rattacher  ce  cas  à  celui 
du  n"  27,  ou  au  système  de  Poncelet. 

30.  Les  coniques  S'  peuvent  être  confondues,  les  co- 
niques S  l'étant  également  :  les  tangentes  remarquables 
de  S  passent  aux  points  remarquables  de  S';  l'exemple 
de  deux  cercles  vérifiant  la  relation  d'Euler 

montre  nettement  ce  que  doit  être  un  triangle  bi-éva- 
nouissant  dans  le  cas  de  deux  coniques  confondues  :  le 
côté  double  a^=^h  toucbe  S|  =  80  en  un  |)oint  C  situé 
sur  Sjj,  le  sommet  doubh^  A'  =  B'  est  sur  S',  =  S.,  en  un 
point  dont  la  tangente  c  touche  83. 


31.  Cas  où  les  coniques  Sp  sont  confondues  avec  les 
coniques  S_^,.  —  Etant  données  n  coni(jues  S,,  8'.,,  ..., 
8)^,  conjuguées  à  un  môme  triangle  OO'O",  si  l'on 
cherche  à  (|uelles  conditions  un  contour  polygonal  mo- 
bile peut  avoir  ses  //  sommets  sur  ces  coniques,  le  côté 
A'B' étant  tangent  en  A' à  8',,...,  on  trouve  d'abord 
qu'une  tangente  commune  à  S!,  et  S.j  doit  avoir  son 
point  de  contact  avec  S!,  situé  sur  S,,  ....  et  il  reste 
une  condition.  Dans  le  cas  /i  =  3  la  condition  d'indé- 
termination est  vérifiée  d'elle-même,  dans  le  cas  n  =z  4 
l'indétermination  ne  peut  pas  se  produite. 

En  ellet,  la  coni(|ue  8^=8^^^,  ayant  pour  équations 

•^■'^ 
-;r  -(-...=  o.  «.-  n'--r- .  .  .—  o, 

<■',-, 


SI  1  on  pose  — — 
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A^,,  . . .,  on  a  les  relalions 

Al  cos^i  C0S/2  +  . .  .  =  o, 
A2  cos  /a  cos  /s  -f- . . .  =  o, 


avee    celle;    parlicularilé  :    A,  A^  .  .  .  =  1 ,    Bj  \S-, 

Oulre  les  condilions 

1        II' 

Af     Bf     Cf 
AI. 


on  a  une  dernière  condition  d'indélenninalion.  Pour 
/z  z=  3,  on  l'obtienl  eu  ajoulant  à  la  matrice  ci-dessus  la 
rangée  AjAoAs...,  ou  i,  i,  i,  identique  à  la  pre- 
mière rangée.  Pour  n^\,  si  l'on  met  les  relalions 
sous  la  (orme 


cosOi 
costp 


cos  /]  cos/->- 


I  =  o, 


on  trouve  que  la  condition  d  indéterniinalion  est 

(sin-o  —  sin-Oi)(sin-ç  —  sin^Oj)...        /cosOj  cosOjCosOsCosOi 
sin^cpcos+cp  \  cos^o 

or.  à  causo  de  A  ,  A2  A3  A,  =  i ,  ...,1e  dernier  terme  est 
nul,  et  la  relation  est  impossible  dans  les  conditions  où 
l'on  s'est  placé  au  n"  6  :  il  faudrait  accepter  des  corres- 
pondances tangenlielles  uniformes,  et  la  question  serait 
très  dilîérenle  de  celle  étudiée  ici. 


NOTE. 

iMon   ami   R.  Bricard,  dans   une  élude  sur  l'octaèdre 
articulé  rpii   paraîtra  jirocliainemeiil  dans  le  ./o/z/v/r//  dv 
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/  Ecole  Polyiechni(jLie,  a  ri-nconlré  de  son  cot<;  le  lliéo- 
l'ènie  du  n°  2.  Sa  démonstration,  qu'il  m'a  communi- 
quée, montre  que  les  conditions  énoncées  sont  néces- 
saires, chacune  des  relations  F  =  o,  F'=o  étant  sup- 
posée indécomposable. 

XOTE  SIU  LA  SYMÉTIUE  UAXS  LES  SIRFACES  ALGEnRIOlES; 

Par  ai.  DUMONT. 


Indépendamment  de  la  symétrie  par  rapport  à  un 
plan  étudié  précédemment  ici  (voir  Nouvelles  Annales, 
septembre  1896,  p.  4o.i)  par  M.  Mangeot,  et  de  la 
symétrie  [)ai'  rapport  <à  un  centre,  on  jx'Ut  considérer  la 
symétrie  par  rapport  à  un  axe. 

jNous  donnerons  ici  au  mot  axe  de  symétrie  un  sens 
plus  général  que  celui  qu'onlui  attribue  ordinairement, 
savoir  le  sens  adopté  par  Bravais  et  par  la  Cristallo- 
graphie. 

Une  droite  sera  dite  axe  de  symétrie  binaire,  ter- 
naiie,  quaternaire,  ijuinaire,  senaire  d'une  surface, 
suivant  que  la  surface  pourra  coïncider  avec  elle-même 
après  une  rotation  de  180°,  de  120",  de  go°,  de  j2", 
de  60".  Lu  axe  de  syméliie  quaternaire  ou  senaire 
est    évideuiment    en  même  tem[)s  axe  binaire. 

1. Si  r.FACES    DU    Tl\()lSli;.ME    oitnuE. 

L'é(|uation  ;;éuéiale  peut  s  écrire 

(A^3-h3Bx;2-+-  3G^H-  D) 

-l-(«:r3-i-36a~-jK-+-  3c  xy''-  -\-  dy^  ) 
-I-  3  -  (  «107-  -f-  ■?.[}  xy  ~  qy^  ) 
*-'^  -+-3  32(A.r-4-/.-jK) 

H-  3  (  r  oT-  -H  -j.  s  xy  -\-  t y-  ) 

-1-  (i  ::  (  a  X   4-  <•  i'  )  -f-  3  (■  f.r  -f-  ,i'  >'  )  —  o . 
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Supposons  (jue  la  surface  ait  un  axe  de  sviuélrie  et 
qu'on  ait  pris  cet  axe  pour  Oz. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  par  une  rotation 
autour  de  O^  correspondant  à  l'indice  de  symétrie  de 
cet  axe,  il  faut  que  chacun  des  sept  groupes  de  ternies 
mis  en  évidence  dans  l'équation  (i)  se  re[)roduise  lui- 
uième,  car  il  ne  peut  en  reproduire  aucun  autre. 

Il  en  résulte  que  la  symétrie  quinaire  ne  peut  se  [)ré- 
senter,  car  les  groupes 

ax^ -h'i  bx-y-i-3c  xy- -hdy^,    lix-\-ky,    ux-\-i'y,  fx-^gy^ 

égalés  à  zéro,  représentant,  le  premier  trois  droites,  les 
trois  autres  une  droite,  ne  peuvent  présenter  cetle  symé- 
trie. Ces  groupes  doivent  donc  disparaîtie.  Quant  aux 
tioisième  et  cinquième  groupes  qui,  égalés  à  des  con- 
stantes, représentent  des  ioniques,  ils  lUi  peuvent  subsis- 
ter (jue  si  les  deux  coni(jU(;s  stmt  des  cercles.  L'équation 
(-le  \\  surface  ((coordonnées  rectangulaires)  se  réduit  alors 
à  la  forme 

La  surface  est  de  révolution  et,  pour  une  telle  surlace, 
on  peut  dire  que  l'indice  de  symétrie  est  indéterminé. 
Considérons  les  autres  symétries. 

i"  Oz  axe  binaire.  —  Une  rotation  de  i8o"  laisse 
intacts  les  premier,  troisième  et  cin(juiènie  groupes, 
tandis  qu'elle  change  le  signe  des  (|u;itre  autres^  donc 
tous  les  gioupes  ne  peuvent  subsister  et  ré(juation  doit 
se  réduire  à  l'une  des  deux  formes 

/  A;3_^3Bz2-f-3G^+  D 
(^i)  '  -\- '3z{mx'^^ -ip  xy -\- fj y-) 

[  -T-  3  (  /-.r-  -I-  •>.  5  xy  -H  t y-  )  =  o, 

/  a  x^  -h  3ù  x'-y  -+-  3  c  xy- 
(  3.,  )  -h  dy-i  —  3  z-^ (hx^  ky  ) 

'  -,-  B c I  //  r  —-  i-  r  )-!-  3  {  fx  -f-  A'.K  )  =  o. 
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La  forme  ([ii)  peut,  dans  certains  cas,  représenter  une 
surface  à  plan  de  symétiie  passant  par  O:;,  savoii- lorsque 
par  une  rotation  des  axes  autour  de  Os,  on  peut  faire 
disparaître  à  la  fois  les  deux  ternies  du  premier  degré 
en  X  ou  y.  Mais  on  voit  qu'en  même  temps  l'équation 
est  privée  des  termes  du  premier  degré  en  y  ou  x,  de 
sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  un  plan  de  symétrie  sans  qu'il 
y  en  ait  un  second  passant  aussi  par  O;,  ce  que  l'on  pré- 
voit aisément. 

Les  deux  jdans  dont  il  s'agit  sont  des  plans  de  symé- 
trie proprement  dite  si  les  axes  sont  rectangulaires,  des 
plans  de  symétrie  oblique  analogues  aux  plans  diamé- 
liaux  des  quadriques  si  les  axes  sont  obliques. 

La  forme  {'^■2)  ne  peut  au  contraire  représenter  une 
surface  à  plan  de  symétrie  passant  par  O z  sans  se  décom- 
poser. 

Mais  elle  peut  représenter  des  surfaces  ayant  z  =  o 
pour  plan  de  symétrie,  tandis  que  de  telles  surfaces  ne 
peuvent  «'•tre  représentées  par  (^i,  ),  car  si  l'on  avait  à  la 
fois  A  :=  C  =  o,  r?i  =  p  =  {]  =  o  la  surface  ne  serait 
plus  du  troisième  degré. 

La  forme  ([^2)  représente  une  surface  à  plan  de  symé- 
trie 2  =  o,  si  Ji  =  ^'  =  o,  et  l'on  voit  qu'alors  la  surface 
a  l'origine  pour  centre  de  symétrie. 

2"  O3  axe  teiiiaire.  —  Pour  qu'une  rotation  de  120" 
reproduise  l'équation  (1),  il  faut  que  les  quatrième, 
sixième  et  se[)tième  grou[)es  de  termes  disparaisseiit; 
que,  de  plus,  b-s  groupes  nix- -\- 'ip  xj -^  qy-  et 
px^-\-  2.S xy-i-fy-,  égalés  à  des  constantes,  représentent 
des  cercles  et  enfin  (pxe  le  deuxièiiu'  groupe  égalé  à  zéro 
représente  irois  droites  formant  entre  elles  des  angles 
de  60".  Comme  on  peut  supposer  les  axes  Ox  et  Oy 
orientés  de  manière  que  l'une  i\v  ces  droites  ait  la  direc- 
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tioii  tle  Taxe  des  .r,  l'équalion  se  réduit  à  la  lorme 

Ainsi,  l'on  voit  que  dans  le  cas  de  la  syniétiie  tei'iiaire 
on  a  nécessairement  trois  plans  de  symétrie  passant 
par  O^  (qui  sont  actuellement  le  [)lan  cO}  et  deux  autres 
inclinés  de  60"  ontsOj). 

Si  A  ^  C  =  /«  =  o,  on  a  en  outre  le  plan  de  symétrie 
z  =  o. 

Si  c'est  le  paramètre  A  qui. est  nul,  on  a  les  surfaces 
de  révolution  et  il  aisé  de  voir  qu'on  les  a  toutes. 

Ainsi,  il  suflît  d'ajouter  une  seule  condition  pour 
passer  des  surfaces  à  symétrie  ternaire  aux  surfaces  de 
révolution. 

On  peut  remarquer  immédiatement,  ici,  que  le  groupe 
y  {y- — 3x-),  égalé  à  une  constante,  représentant  une 
(•ubi(|ue  plane  qui  a  la  symétrie  teinaire  et  non  la  sy- 
métiie  senaire,  les  surfaces  du  troisième  ordre  n'ont 
jamais  la  symétrie  senaire,  à  moins  d'être  de  révolution. 

Si  l'axe  de  symétrie  ternaire  est  la  droite  d'intersec- 
tion des  plans  bissecteurs  du  trièdre  Oxjz,  l'équation 
de  la  surface  a  la  foj'me(-) 

A  {x^-\-y^-+-  ^3)  _|_  3  Yi( x-y  -^ y-^  -\-  z'-x) 
-H  3  C(rr_7--HJ-s2+.sa-2)-h()Drj2 
-f-3E(a72-i-j2_j_  z'-)^(i  V  {xy-\-yz-^  zx) 

^'^G{x-\-y-\-z)-^\\  =  o. 

3"   Oz  axe  quaternaire.  —  On  trouve  [>ar  des  rema- 


(  '  )  Il  est  aisé  de  voir  que  celte  équation  est,  au  fond,  la  même  que 
celle  qui  est  donnée  {Nouvelles  Annales,  1896;  p.  I\iii)  cai'  on  peut 
toujours  de  l'équation  {l)  faire  disparaître  le  terme  i  zBr. 

(-)  On  vérKie  aisément  que  les  trois  plans  bissecteurs  sont  plans 
de  s\  Miétric. 
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iiiemeiits  analogues  l'équation  des  surfaces  de  révolu- 
tion. Ainsi,  l'axe  de  symétrie  ne  [)eut  être  quaternaire 
sans  être  de  révolution,  c'est-à-dire  d'indice  indéter- 
miné. 

n.  —   Surfaces  nu  quatuiè:me  okdiie. 

L'équation  générale  peut  s'écrire 

(  A^'»  -f-  4  B ^3  +  6  G^2 ^_  4  D^  -1-  E) 

-i-  (rt :p*  H-  ^h x^y  4-  6  G x-y'^  -+-  4  dxy^  -f-  ey'*  ) 

-1-^(4  f^^  -^  \ig x-y  -\-  i-ih xy^ -i-  .\  ky-^  ) 

^  z''-{^^lx-^\-iTnxy -^  Çsny''-) -^  z^{\px  ^  !\qy) 

j      -T-  (4  ''^•'  -f-  lasa^ïy  -f-  \<xixy'^-\-  4  uy'^) 

j      -1-  ^  (  1 2  F  a"2  -I-  9,4  G  .ry  -(-  1 2  H  j'2  ) 

f      -H  ^-(i^La?-!-  i2l\]j')  +  (■[2N.r2-i-2'i  P.r/-i-  12QJK-) 

\  -1- 6  j(R.r-+- S/)-i-4T;r-f-4^'^  =  o- 

Clïacun  des  onze  groupes  dont  se  compose  le  piemier 
membre  de  cette  équation  doit  se  reproduire  par  une 
rotation  autour  de  l'axe  de  symétrie,  s'il  y  en  a  un,  la 
rotation  ayant  la  valeur  inditjuée  par  l'indice  de  l'axe. 

Il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  piécédent,  que  la 
symétrie  quinaire  ne  peut  se  présenter  ici,  à  moins  que 
la  surface  ne  soit  de  révolution. 

Considérons  donc  les  autres  symétries,  Oz  étant 
encore  l'axe. 

1°  Symétrie  hinaire.  —  Pour  qu'une  rotation  de  180" 
fasse  coïncider-  la  surface  av(;e  elle-même,  récjTialion 
doit  se  réduire  à 

A  ^4 -+- 4  B  ^3  ^_  6  G  ;;2  +  4  D  ^ -1-  E 

-i-  'ôz-{  Ix-  -I-  2  nixy  -f-  ny^) 
(Pi)    <       -\- {ax'* -^  ^bx-^y -\-Ç)Cx-y^ -\- .\(lxy^->s- ey'') 
-f-  \iz  (Fa;^-!-  'zQixy  -1-  Hy'^) 

H-  \-i{Hx-^^i  Vxy  4-  Q72  =  o 


([^2) 


4  z  (/.r^  -h  'igx''-y  ->r-  Mi xy^  -+■  ky'^  ) 
-4-  4  {rx^-\-  "isx^y  -H  "itxy--^-  vy'^) 
-^- ^  z^  {p X -h  cj y) -\-  i2  4;2(L^-i- M  r) 

-f-  C)z{\\x  4-  S  r  )  -+-  4(  T.r  -h  Vj)  =  o. 
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Coiniiie  dans  le  cas  des  surfaces  du  lioisièine  ordre, 
la  ionne  (' ^2)  «*-*  peut  l'epréseii ter  des  surfaces  à  plan  de 
syniélric,  passant  par  Oc,  sans  se  décomposer.  Mnis 
elle  peut  en  représenter  (jui  aient  z  =  o  j)()nr  plan  de 
svniétiie,  savoir  si  l'on  a 

y  =  i,-^  =  A  =  A  =  />  ^  ^  =  R  =  S  =  o. 

L'oiigine  est  alors  centre  de  symétrie. 

Mais,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  troisième 
ordre,  la  forme  (|îi|  )  peut  aussi  représenter,  sans  qu'il  v 
ait  dégénérescence,  des  surlaces  ayant  ^  =  o  pour  plan 
de  symétrie.  Il  suffit  que  B  =  D  =  F  =  G  =  A  =  o. 

La  surface  (,J|)  aura  un  plan  de  symétrie  passant 
parOz,  si  l'on  a  (ou  si  l'on  j)eut  a\oir  pai' une  lotation 
convenable)  //i  :=  ^  =  c?  =  G  =  P  =  o. 

On  a  encore  un  plan  de  symétrie  perpendiculaire  au 
premier  (particularité  indépendante  du  degré  de  la  sur- 
face et  qui  se  présente  pour  toute  ligure  ayant  un  axe 
de  STuiétrie  binaire  et  un  plan  de  svmétrie  passant  par 
cet  axe). 

1°  Symétrie  ternaire.  —  On  voit  que  les  cinquième, 
huitième,  dixième  et  onz,ième  groupes  de  termes  doi- 
vent disparaître,  que  de  plus  les  quatrième,  septième  et 
neuvième  groupes  doivent  représenter  des  cercles  nuls 
ainsi  que  le  second  qui  est  alors  de  la  forme  (•^"+J  ")• 
L'équation  se  réduit  alors  à 

[       -f-  4/- Y,  YoY:, -H  12  F(a~2-Hj--)-  -i-  12  A(a"--5-j>-2)  =  o. 

où  X|XoX:j=:o  et  ^,^oY3=o  représentent  deux 
groupes  de  trois  droites  passant  par  l'oiigine  et  faisant 
entre  elles  des  angles  de  60",  mais  qui  ne  sont  pas  né- 
cessairement orientés  de  la  môme  manière,  de  sorte  que 
l'on  ne  peut  pas,  en  général,  les  ramener  à   la  fois  à  la 
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forme  j" (>'- —  3x^)  par  une  rotation  autour  de  Oz  des 
axes  de  coordonnées. 

11  en  résulte,  les  droites  de  l'un  de  ces  groupes  pou- 
vant former  un  angle  quelconque  a  avec  les  droites  de 
l'autre,  que  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  troi- 
sième ordre,  l'existence  d'un  axe  de  symétrie  ternaire 
n'entraîne  ici  celle  d'aucun  plan  de  symétrie  passant 
])ar  cet  axe. 

Toute  section  de  la  surface  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  Ozest  une  quartique  plane  ayant  O  pour  centre 
de  symétrie  ternaire  et  dont  l'équation  a  la  forme 

(a~î -f- J^-*)*  H-  m  UjUsUs-i-  n(ir--f-jK^)  fp  =  o. 

U)  U2U3  représentant  (égalé  à  zéi^o)  trois  droites  passant 
par  l'origine  et  faisant  enlise  elles  des  angles  de  60".  On 
voit  que  cette  courbe  a  aussi  trois  axes  de  symétrie  (qui 
sont  perpendiculaires  aux  droites  \]^,  Vo  et  U3). 

Mais  il  importe  ici  de  remarquer  que,  pour  les  degrés 
supérieurs,  l'existence,  pour  une  courbe  plane,  d'un 
centre  de  symétrie  ternaire  n'entraîne  pas  celles  d'axes 
de  symétrie,  de  même  que  dès  le  quatrième  ordre  nous 
voyons  que,  pour  les  surfaces,  l'axe  de  symétrie  ter- 
naire n'entraine  pas  l'existence  de  plans  de  symétrie. 

3°  Symétrie  quaternaire.  —  Les  troisième,  cin- 
quième, sixième,  huitième,  dixième  et  onzième  groupes 
de  termes  doivent  disparaître  de  l'équation;  les  qua- 
trième, septième  et  neuvième  groupes  doivent,  égalés 
à  des  constantes  quelconques,  représenter  des  cercles  ; 
le  deuxième  doit,  égalé  à  une  constante,  représenter 
une  courbe  du  quatrième  ordre  à  centre  de  symétrie 
quaternaire,  c'est-à-dire  coïncidant  avec  elle-même  après 
une  rotation  de  90"  autour  de  ce  centre. 

Il  faut  donc  que  ce  groupe  se  reproduise  par  la  trans- 
formation X  =  — y\  y=z-\-x\  et  pour  cela  qu'il  ail  la 
Ann.  de  Malliémat.,  3'  série,  t.  XVI.  (Oclohro  \?<(]-.)  3o 
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forme  nx''  -{-  .\  hx"  y  +  (dcx'-y-  —  4  ^^-^)  "  +  ^j"  •  Ainsi, 
l'équation  se  réduit  à 

iq)  \  '     -\-  a.  {x*  -T-  4  tn  x^y  -t-  6  /?  x-y-  —  \ni  xy^  -^  y'') 

La  surface  n'a  pas,  en  général,  de  plan  de  symétrie 
passant  par  O:;.  Elle  en  a  un  si  m  =  o.  Elle  est  de  ré- 
volution si  n=o.  Les  sections  perpendiculaires  à  Oz 
sont  des  courbes  de  la  forme 

x'<'  -r-  ^  mx^y  -+-  6nx^y'-  —  ^rnxy^  -t- J'*  -+-  à(-t"'  -^J~)  -+-  ,u  =  o 

qui  n'ont  pas  d'axe  de  symétrie  en  général,  mais  sim- 
plement un  centre  de  symétrie  quaternaire. 

Des  remarques  aussi  simples  conduiraient  aux  for- 
mules des  surfaces  d'ordre  supérieur  au  quatrième,  pos- 
sédant des  axes  de  symétrie.  Avec  les  surfaces  du  cin- 
quième ordre  apparaît  pour  la  première  fois  la  symétrie 
quinaire. 

Dans  le  cas  des  surfaces  du  troisième  ordre,  la  symé- 
trie binaire  seule  donne  des  surfaces  pouvant  n'avoir  pas 
de  plan  de  symétrie  passant  par  l'axe;  mais,  dans  celui 
des  surfaces  du  quatrième  ordre,  l'existence  des  symétries 
ternaire  et  quaternaire  n'entraine  pas  plus  que  la  symé- 
trie binaire  l'existence  de  tels  plans  de  symétrie. 

Au  lieu  de  considérer  les  surfaces  d'ordres  supérieurs 
au  quatrième,  cherchons  les  équations  des  surfaces  du 
troisième  degré,  présentant  plus  d'un  axe  de  symétrie. 

En  considérant  successivement  les  formules  (^,)  et 
(^2)1  groupant  dans  chacune,  relativement  à  .r,  comme 
nous  avons  groupé  relativement  à  -,  nous  déduirons  par 
des  raisonnements  analogues,  de  (^3,)  les  formes 

(p,p;)        6/).j.7^H-3r^2_)_3^^.2_j_3B^2^  D  =  o, 
(  3,  p;  )     A  c3  -^  3  7  zy"^  -f-  3  /n.r2  ^  -4-  fi  sxy  -4-  3  C  ^  =  o, 
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et  de  (ps)  i<--s  formes 

(PePî)     c-x'^  +  3  cxy^  +  3  hxz^  -\-  Ç>vyz  -^  3/a"  =  o, 

représentant  toutes  des  surfaces  ayant  aussi  Ox  pour 
axe  de  symétrie.  En  examinant  ces  quatre  formes,  on 
voit  que  les  trois  dernières  se  ramènent  à  un  même 
type,  qui  sera  par  exemple  (eu  prenant  les  coefficients 
à  indices) 

(II)  Ai,iar5-f-3  Ai22a"^2_^.  "^Pii^^^^xz^^Ç^k^-i^^yz  -+- 4  Ama;  =  o. 
La  première  équation  peut  s'écrire 

(I)  6  Ai23^J>'-  -+■  3  A,i4J"2  _,_  3  A224^^  -+-  3  A33i^2  _|_  ^444  =:  o. 

Pour  les  deux  formes,  le  troisième  axe  Oj  est  aussi 
axe  de  symétrie  binaire. 

Si  A234=  o,  la  forme  (II)  représente  des  surfaces  à 
centre,  mais  la  forme  (I)  ne  peut  en  représenter  sans 
qu'il  V  ait  dégénérescence. 

Revenons  aux  formules  ((3,)  et  (Po)et  cherclions  si 
l'axe  Ox  peut  être  axe  de  symétrie  ternaire. 

La  première  représentera  des  surfaces  ayant  un  tel 
axe  si  l'on  a  /?  =  /«  =  5  =  C  =  o,  /  =  B,  «y  =  —  3  A  ; 
elle  se  réduit  alors  à 

(III)  A333-(---3j'2)-t-3A224(r^  +  ^2)_,_3A,,4:r2  +  A44..  =  o. 
Pour  (^î),  les  conditions  sont 

6  =  «  =  ^'  =  o,         A  =  c.         k  ■=  —  3  d 
et  l'équation  devient 

A,i,5:5-t-A,2jj'(jKÎ— 3:r2) 


Les  surfaces  (III)  ou  (IN  )  ne  peuvent  avoir  O)   pour 
axe  de  syméti-ic  binaire  sans  se  décomposer. 
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11  est  iuulile  de  cherchei-  si  le  second  axe  Ox  peut 
être  quaternaire,  car  nous  avons  déjà  vu  que  la  présence 
d'un  seul  axe,  s'il  est  quaternaire,  entraîne  la  consé- 
quence que  la  surface  du  troisième  ordre  est  de  révolu- 
tion. jNous  n'aurions  donc  que  des  cas  particuliers  de 
surfaces  de  révolution,  savoir  des  cas  de  dégéné- 
rescence. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  des  sur- 
faces du  quatrième  ordre  ayant  deux  ou  trois  axes  de 
symétrie  de  même  espèce  ou  d'espèces  différentes. 


[Rie] 


SUR    LE    JOINT    DE    CARDAN; 

Par  m.  Th.  CARONNET. 


Le  joint  ujiwej'sel  de  Cardan  est  utilisé  pour  trans- 
former une  rotation  autour  de  OX  en  une  rotation  au- 
tour de  OY,  l'angle  XOY  étant  compris  entre  i35'^  et 
i8o°. 

B 


L'arbre  OX  est  terminé  par  une  fourchette  AKC 
dont  les  extrémités  sont  traversées  par  l'une  des  bran- 
ches AC  d'un  croisillo7i,  dont  l'autre  branche  BD,  per- 
pendiculaire à  la  première,  lui  est  invariablement  liée 
enO. 
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Le  second  arbre  OY  est  pareillement  terminé  par 
une  fourchette  BHD  qui  s'articule  de  la  même  façon 
avec  le  croisillon. 

La  théorie  de  ce  mécanisme  consiste  surtout  dans  le 
calcul  du  rapport  des  vitesses  angulaires  des  arbres  OX, 
OY,  et  nous  nous  proposons,  dans  cette  Note,  de  don- 
ner un  procédé  simple,  et  nouveau,  croyons-nous,  pour 
arriver  à  ce  résultat. 

Supposons  qu'on  effectue  une  rotation  autour  de  OX  ; 
on  voit  sans  difficulté  qu'on  pourra  passer  d'une  posi- 
tion du  croisillon  à  une  autre  en  le  faisant  participer  à 
cette  rotation  et  en  lui  imprimant  une  seconde  rotation 
autour  de  AC. 

Par  suite  le  déplacement  infinitésimal  du  croisillon  est 
une  rotation  qui  résulte  de  la  composition  des  deux 
précédentes. 

En  vertu  de  la  transmission  du  mouvement,  cette  ro- 
tation devra  pouvoir  se  décomposer  eu  deux  autres, 
l'une  autour  de  BD,  la  seconde  autour  de  l'axe  OY. 

En  résumé,  si  (o,,  to', ,  (02,  w^  sont  les  valeurs  algé- 
briques des  rotations  autour  des  directions   OX,    OA, 

OY,   OB,   nous  aurons,  en  projetant  sur  un  axe  quel- 
conque, 

(tu,)-f-(w',)  =  ((02)  -+-  (w'2). 

Or,  projetons  sur  OX  et  sur  OB,  nous  aurons,  o  étant 
le  supplément  de  l'angle  XOY, 

tOi  =  — ■  a>2  COS  cp  -f-  a>2  COS  BOX, 

(x>i  cosBOX  =  wô  ; 
d'où,  en  éliminant  (o!,, 

(Ol  coscp 

sin^BOX 
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La  direction  OB  balayant  le  plan  perpendiculaire  à 
OY  en  O,   nous  obtenons   le   Tableau   suivant  pour  la 

variation  de  —  lorsque  l'arbre  OX  fait  un  tour  coni- 

0)2 

plet  : 


BOX 

90"— O 

90° 

90"-^  0 

90" 

90"—  0 

_  ^ 

W2 

t 

coso 

COS  C2 

1 

coscp 

I 

coso 

cosca 

Le  rapport  des  vitesses    angulaires  des  deux  arbres 
oscille  donc  entre  cos'o  et • 
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SIR  LE  DÉPLACEMENT  D'L\  TULWGLE  VARL4BLE 
SEMBLABLE  A  L\  TRIANGLE  DOX\É; 

Par  m.  m.  d'O GAGNE. 


Par  une  voie  indirecte,  M.  Tarrv  a  été  amené  au 
théorème  suivant  : 

Si  les  sommets  a  et  h  du  triangle  abc^  semblable  à 
un  triangle  fixe,  décrivent  deux  droites  parallèles  aa' 
et  bb' ,  l'ordre  de  la  courbe  décrite  par  le  sommet  c 
est  égal  à  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  du  côté  ab . 

J'ai  donné  de  ce  théorème  une  démonstralion  par  les 
coordonnées  parallèles  d'où  j'ai  déduit,  en  outre,  quel- 
ques autres  remarques  (  '  ).  Je  vais  l'établir  ici  par  une 
méthode    purement    géométrique,   en  observant   d'ail- 

(')  Nouvelles  Annales,  3'  série-,  t.  VIII,  p.  528,  et  t.  IX,  p.  .'171. 
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leurs  qu'il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  que  si  le  côté  ab 
pivote  autour  d'un  point,  le  sommet  c  décrit  une  droite. 
Remarquons  d'abord  que  les   angles  a,  b  ei  c  étant 


constants,  les  normales  ox  et  //a  aux  enveloppes  des 
côtés  ab  et  ac  se  coupent  en  un  point  of  de  la  normale 
en  a  à  la  courbe  que  décrit  ce  point,  c'est-à-dire  de  la 
perpendiculaire  aa  à  an'.  De  même  les  normales  o|j  et 
rn'^  se  coupent  sur  la  perpendiculaire  Z»  |j  à  bb',  et  la 
normale  cy  au  lieu  décrit  par  c  passe  par  le  point  de 
rencontre  v  des  normales  nx  et  ma- 

En  outre,  le  triangle  ajiiy  ayant  ses  côtés  respective- 
ment perpendiculaires  à  ceux  du  triangle  abc  est  sem- 
blable à  ce  triangle  ('). 

En  raison  du  parallélisme  des  droites  ax  et  b  [:<,   on  a 


o  a 


oa 

7b' 


Il  en  résulte  cjue  les  droites  oc  et  oy  sont  homologues 
dans  les  deux   triangles  et,  par   suite,  que   les   triangles 


(')  Cas  particulier  d'une  propriété  donnée  par  M.  Mannheim  dans 
son  Cours  de  Géométrie  descriptive,  o.''  édition,  p.  171. 
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ocyetoZ>|5  sont  semblables.  Donc,  l'angle  que  cy  fait 
avec  son  homologue  Z>  |i  est  égal  à  l'angle  coA,  et,  si 
nous  prenons  la  tangente  a' h\  en  c,  à  la  courbe  que  dé- 
crit ce  point,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  à  cy,  nous 
voyons  que  l'angle  que  cette  tangente  fait  avec  bb\  per- 
pendiculaire à  Z>|3,  est  égal  à  l'angle  cob. 
De  là  ce  théorème  : 

L' angle  que  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  c  fait  avec  la  direction  des  parallèles  aa'  et  bb' 
est  égal  à  V angle  que  la  droite  joignant  le  point  c  au 
pointa^  oii  le  côté  ab  touche  son  enveloppe,  fait  avec  ce 
côté. 

La  propriété  énoncée  plus  haut  résulte  immédiatement 
de  ce  dernier  théorème.  En  effet,  si  le  côté  a.b  pivote  au- 

tour  du  point  o,  le  rapport  — r-  étant  constant,    1  angle 

que  oc  fait  avec  ab  l'est  aussi;  par  suite,  la  tangente  à 
la  courbe  que  décrit  le  pointe  a  une  direction  constante 
et  cette  courbe  est  une  droite. 


SOLUTION  DE  LA  QLESTIOA  PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DE  MATHÉMATIOIES  SPÉCIALES  M  1897; 

Par  m.  richard, 

Professeur  au  lycée  de  Tours. 


Soit  oabc  un  tétraèdre  T  irirectangle  au  sommet  o 
et  dont  les  arêtes  oa,  ob,  oc  ont  la  même  longueur  /, 
et  d  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre. 
On  suppose  que  le  tétraèdre  T  se  déplace  par  rapport 
à  un  trièdre  trirectangle  fixeOU.,  OY,  OZ,  de  manière 
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que  les  points  A,  B,  C,  D  décrwent  respectivement  des 
plans  qui  ont  pour  équations  Y-f-Z^o,    Zh-X=:o, 

X  +  Y  =  o,X  +  Y  +  Z4--=o. 

2 

1°  Démontrer  que  les  points  symétriques  f?e  A,  B,  C, 
D,  par  rapport  aux  arêtes  du  tétraèdre,  déciivent 
également  des  plans. 

2"  Trouver  l'équation  de  la  surface  S,  décrite  par 
le  sommet  o  du  tétraèdre  T.  S  est  du  quatrième  ordre 
avec  un  point  triple  et  trois  droites  doubles. 

3°  Par  chaque  point  a  d' une  droite  double  passent 
deux  droites  o  et  o'  qui  rencontrent  la  surface  S  e/i 
quatre  points  confondus.  Pour  quelles  positions  de  a, 
ù  et  o'  coïncident -elle  s? 

4"  Tout  plan  tangent  à  la  surface  S  coupe  S  suivant 
deux  coniques.  Ces  deux  coniques  se  confondent  pour 
quatre  positions  particulières  du  plan  tangent. 

X,  Y,  Z,  ^,  y.,  z  étant  les  coordonnées  jd'un  même 
point  M  par  rapport  au  trièdre  fixe  et  au  trièdre  mobile, 
on  a  les  formules  de  transformation  de  coordonnées 

{  Z  =  zq-^-(x  -i-YJ  -+-7  ^. 

On  obtiendra  les  coordonnées  du  point  A,  par  exemple, 
en  faisant  x' ■=  /,  y'  =  z'  =^  o.  On  aura  donc,  pour  ces 
coordonnées, 

En  exprimant  que  ce  point  est  dans  le  plan  Yh-Z=  o, 
on  aura  l'équation 

(2)  jo-+-^o-H(? -f- y)'^  =  o; 

de  même,  puisque  le  point  Best  dans  le  planZ-hX:=o, 

(3)  «o-t-^o-f- [y'-h  3t'J/ =  o, 
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et,  puisque  le  point  C  est  dans  le  plan  X  +  \  =  o, 

(4)  a7o-r-ro-+-(3:"+ P")^  =  o- 

Enfin,  le  point  D  (  jc'=  -,  j  '=  ->  ;;'=:  -  j  étant  dans 

le  plan  X  -f-  Y  -!-  Z  H —  =  o,  on  a  la  relation 


•Z'o-^Jo-+-  -0 


^^^  i      -i-r-/  — *'-^'/"     ''■  '  '"  '  «" '  ■  •'"  '  ■"'^ 


2 


Entre  (a),  (3),  (4),  (5),  éliminons  Xq,  Jo,  Zq\  on 
trouve,  par  un  calcul  l'acile,  la  relation 

f6)  a -^  fi'-f-Y"=  o. 

Les  formules  d'Olinde  Rodrigues  donnent  les  neuf 
cosinus  en  fonction  de  trois  paramètres  A,  u,  v,  ou 
mieux  en  fonction  de  quatre  paramètres  homogènes 
À,  tj.,  V,  o]{in  posant  pour  abréger  A  =  p* -f- a- -)- |j.2-f- v-, 
on  a 


(7)    '    P 


p2^  }.2_  a2— 

■/- 

2[ÀIJI  —  VO] 

J 

,,         2  r  >.7  -1-  UO  1 

A 

^                    A 

2[ÀM.-vp] 

,,_p2-À2^:a2 

— 

V- 

^„^2[,UV-Ap]^ 

A 

A 

2[ÀV [1.0] 

2rav+Àol 

.'-.?~'^-^'-^ 

v2 

en  ayant  égard  à  ces  formules,  la  relation  (6)  devient 
p2=o^  ainsi  p  est  nul.  Dès  lors,  les  formules  (^)  se 
simplifient. 

Résolvons  maintenant  les  é([uations  (2),  (3),  (4)  par 
ra[)port  à  Xq,  J'oi  -oi  puis  remplaçons-y  les  cosinus  par 
leurs  valeurs  tirées  de  (7);  on  trouve,  par  um  calcul 
facile, 


2  'XV  /  'i^j}.  l  2  X  u  / 

où  A  =  A-  -f-  'J.'-  -f-  V-, 


(  8  )       Xo  = '-^— ,  J'o  =  — 
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Alors  les  formules  (i),  où  l'on  aura  remplacé  aro,j)'o, 
Zo  et  les  neuf  cosinus  par  leui'S  valeurs,  donneront  les 
coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  d'un  point  de  la 
surface  décrite  par  un  point  quelconque  de  la  Cguie 
mobile. 

Le  symétrique  de  A,  par  exemple,  a  pour  coordonnées 
j:'=  —  /,  j/-'=  G,  z'  =  o]  on  a  donc  pour  ce  point 

AX  =  —  2  [JLV  ^  —  (  X2  _  .^2  „  v2  )  l^ 

A  Y  =  — 2vX/  —  'ilixl, 
AZ  =  — ■  2  X  u  /  —  2  VA  /  ; 

d'où  l'on  déduit  facilement  Y  —  Z  =  o.  C'est  l'équation 
d'un  plan  que  décrit  ce  point. 

De  même,  les  symétriques  de  B  et  G  décrivent  respec- 
tivement les  plans  Z  — ^  X  =  o,  X  —  Y  ;=  o. 

Le  symétrique  de  D,  par  rapport  à  O2',  a  pour  coor- 

7         '         .  ^        /  ^        f        ^      i 

données  x  = >  V  =^ ?  ^'=-,  de  sorte  que  ses 

1    "^  'i  ■>.  '■ 

coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  sont  données 
par  les  formules 

AX  X2_,j^2_v2 

-  =  —  l'ik  - 
AZ 

—  =--.).:. 

d'où  l'on  tire 

■i  x  2 

et  par  suite,  ce  point  décrit  le  plan 

X  -H  Y  —  Z  =  o  ; 

de  même  les  deux  autres  symétriques  de  D  décrivent  les 

plans 

Y  -+-  Z  —  X  =  o,         Z  +  X  —  Y  =.  o. 


'' 

' 

■  ''[^ 

-^Xv, 

2 

|jlX  - 

\3.- 

— 

V'- 

-  v2 

4-  \Vl, 

1 

},V- 

-V-' 

-)- 

v2  — 

-À«- 

-  [^"^  . 

j 
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2°  D'après  les  formules  (8),  on  a,  pour  les  coordon- 
nées du  sommet  du  tétraèdre  T, 

2'J.v/  I'l\l  'iXuiZ 

pour  trouver  l'équation  du  lieu  de  ce  point,  remarquons 
que 

yz  _        2^2/  zx  _        i\i.-l  xy  _        l'A  l 

X  A  y  A  z  A     ' 

ajoutons  et  remplaçons  A-  +  u.-  -f-  v-  par  A  ;  on  a 

yz        zx        yx  

'     X     '     y  z    ~ 

ou  bien 

y'^z'^'-\-  z^x^-+-  x^y^-+-  ilxyz  =  o. 

C'est  l'équation  de  la  surface  cherchée. 

On  voit  immédiatement  que  l'origine  est  un  point 
triple,  et  les  axes  de  coordonnées  des  lignes  doubles. 

3°  Une  droite  passant  par  un  point  de  l'un  des  axes, 
par  exemple  de  OX,  a  pour  équations 

a-  =  a  M-  À  z<,         JK  =  À  V,  ;:  =  À  (P. 

Substituant  dans  l'équation  de  la  surface  et  divisant 
par  ).2,  on  a 

pour  que  cette  équation  ait  encore  la  racine  double 
A  =  o,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  de  À  et  le 
lerme  indépendant  soient  nuls-,  ceci  donne 

a(p2_i_  tv2)  -i-  ilvw  =  o, 
u{a{v^-i-  w'^)  -r-  Iviv]  =  o; 

ces  deux,  équations  donnent  u  =  o,  et  l'équation  en  — 
■j.  — -  -{-  il x  =  o: 
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on  a  donc  bien  deux  solutions  à  Ja  question.  Les  deux 
droites  obtenues  sont  confondues,  si  a  =  ±  /. 

4°  Un  plan  quelconque  coupe  la  surface  suivant  une 
quartique  ayant  trois  points  doubles  (un  sur  chaque 
axe).  Si  ce  plan  est  tangent,  il  y  a  en  outre  un  point 
double  au  point  de  contact.  La  couibe  ayant  plus  de 
trois  points  doubles  se  décompose;  elle  ne  se  décompose 
pas  en  une  droite  et  une  cubique,  car  trois  des  points 
doubles  seraient  en  ligne  droite;  elle  se  décompose  donc 
bien  en  deux  coniques. 

Considérons  le  point  du  plan  dont  les  coordonnées 
trilinéaii-es  sont  X,  [x,  v  :  à  chaque  point  du  plan  corres- 
pond le  point  de  la  surface  dont  les  coordonnées  sont 

-=--y-'    7=--^'     -■=-^' 

un  plan  Ao:  +  Bj^ -f- Ce -h  D  =  o  coupe  la  surface 
suivant  la  quartique  qui  a  pour  correspondante  la  courbe 
plane 

où  A  =  X--I-  !J.-  4-  V-. 

Cette  conique  se  décompose  en  deux  droites  si  le  plan 
est  tangent.  Ceci  fournit  sans  peine  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  surface. 

Si 

on  voit  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  co- 
nique est  le  carré  de  À  +  a  +  v  ;  on  verra  de  même  que 

si  A=  —  B  =  — C  =  —  y  ou  si  — Ac=B= — C  =  —  y 
ou  si  — A=: — B=:G  =  —  y>  le  plan  coupe  la  surface 

suivant  des  coniques  confondues  ayant  pour  représenta- 
tions planes  les  droites  À  +  v  —  a  =:  o,  v  —  \-\-  a  =  o. 
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<j.  -f-  A  —  V  =  o  ;  ce  qui  achève  de  démon irer  la  dernière 
partie  de  l'énoncé. 

Voir,  au  sujet  de  ce  problème,  une  jNote  de  M.  Dar- 
boux.  à  la  fin  de  la  Cinématique  de  M.  Rœnigs. 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  1764. 

(1837,  p.  io6.) 

So«7  /(a:)  =  O    une   équation    réciproque    de  degré  am, 
n  ayant  pas  de  racine  commune  avec  x*  —  i  =  o. 

Si  l'on  pose  x  =  — == — — ?  V équation  en  y  est  de  degré  w, 
et  le  produit  de  ses  racines  est  égal  à  ( — i)'"      .         • 

Si  Von  pose  x  -\ =^  -ii,  le  produit  des  racines  de  l'équa- 

X 

lion  transformée  est  égal  à 

m  T.i 
■2'"  f(0) 

Application  à  récjuation  binôme.  (A.   Pellet.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Taratte. 

y  y  -4-  I 
De  l.T  relation  x  —  -^= >  on  tire 


(.r  — 1)2  "" 


Û-M)(i^.j 
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ou,  cil   mettant  des  indices  aux  lettres. 


f.r„H-i) 


^l>  =  (—  '  ) 


(•^>-i)(  — 


En  donnant  à  p  les  valeurs  [.  ?.,  3,  ....  m  dans  cette  for- 
mule, on  obtiendra  ni  équations  qui,  étant  multipliées  entre 
elles  membre  à  membre,  donneront 


rir2j:t-  --yni 


(a7iH-i) 


-(-!)' 


I    UX.y-^  l) 


(  X,n  -i-  1 } h  I 


{Xi I  )(  —  —i\ix 


-ii-')-'-^--ik-') 


Le  numérateur  du  second  membre  est,  à  un  facteur  constant 
près,  le  produit  des  racines   de  la   transformée  ^(^  —  i)=o. 

c'est-à-dire    qu'il    est  éeal  à  ^=— ;  le   dénominateur  est  de 

7(0) 

même  le  produit  des  racines  de  la  transformée  y( a- -f- i)  =  o  : 
il  est  donc  égal  à  ^. —  ?  car  /(o)  est  égal  au  coefficient  âex-"^ 
puisque  l'équation /'(ar)  =  o  est  réciproque;  on  aura  donc 


yiy-iys--  •/'«=(— •)'"  - 


Au 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Deuxièmement,  la  relation  x  ^. =  iz  peut  s'écrire 

X  ' 


iz  =(  i)(x  —  i) 
d'oi!i,  avec  des  indices. 


et 


en  donnant,   dans  cette  dernière  formule.  îx  p  les  valeurs  i.  ?.. 
3 ///.    et    nmllipliani    membre   à    membre    les   équations 
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ainsi  obtenues,  il  viendra 


'1  "2  ^"3  •  *  •  ^m 

ce  qui  peut  s'écrire,  d'après  ce  qui  précède, 

_  (i)'"  fH). 
mais 

1»  /  m  1Z  i 

et,  par  suite, 

mTZi 
2'«  /(O) 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Application  à  l'équation  binôme.  —  Une  équation  binôme 
du  degré  2/?i,  n'ayant  aucune  racine  commune  avec  x* —  i  —  o, 
est  nécessairement  de  la  forme  x^"^-+- 1  =  o,  7?i  étant  pair. 

i^''  cas  : 

riyv'3  • .  -jm  =  (—  i)"'  ^  =  I . 

2®  cas  : 

^     /             m-        .  .    niT. 
( —  I  )"M  cos 1-  isin 

_    ~  '       \  2  2/2 


1'"  1  2' 


,  m  ... 

ou  —  selon  que  —  est  pair  ou  impair. 


Ql]ESTIO^S. 


1783.  Étant  donnés  deux  tétraèdres,  dont  les  sommets  sont 
les  huit  points  communs  à  trois  quadriques,  on  leur  circon- 
scrit deux  quadriques  tangentes  entre  elles  en  tous  les  points 
d'une  courbe  plane  :  enveloppe  du  plan  de  cette  courbe. 

(E.   DUPORQ.) 
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PREMIER  COXCOIRS  DES  «  XOIYELLES  AXMLES  » 
POLR  1898. 


Sujet. 


Exposer,  en  les  résumant,  les  diverses  théories 
qui  ont  été  successivement  faites  dans  V étude 
de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  coi^ps  flottants, 
depuis  la  théorie  du  métacentre  imaginée  par 
Bouguer  jusqu'aux  travaux  tout  récents  de 
M.  Duhem. 

Principaux  travaux  à  consulter  : 

BoîTGUER.  —  Traité  du  navire,  de  sa  construction  et  de  ses 
mouvements;  Paris,  1746. 

Ddhamel.  —  Mémoire  sur  la  stabilité  des  corps  flottants; 
Paris,  i832.  —  Note  sur  divers  principes  de  Mécanique  (Jour- 
nal de  l'École  Polrteclinique,  XXIV^  Cahier,  i835). 

Poisson.  —  Traité  de  Mécanique,  Tome  II. 

A.  Bravais.  —  Sur  l'équilibre  des  corps  flottants  (Thèse 
soutenue  à  Lyon,  5  octobre  1837). 

MoSELEV.  —  On  the  dynamical  stability  and  on  the  oscilla- 
tions of  floating  bodies;  Lôndon,  18 Jo. 

Clebsch.  —  Ueber  das  Gleichgewich  stchwimmender  Korper 
{Journal  de  d'elle,  1860). 

F.  Reech.  —  Cours  de  l'Ecole  du  Génie  maritime. 

C.  Jordan.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flot- 
tants {Annali  di  Mateniatîca  pura  ed  applicata,  1887). 

E.  GuYOU.  —  Théorie  nouvelle  de  la  stabilité  de  l'équilibre 
des  corps  flottants  {Revue  maritime  et  coloniale,  1879). 

P.  Dlhem.  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flot- 
tants {Journal  de  Matliématiques  pures  et  appliquées, 
5"^  série,  t.  I  ;  189J  ). 

Ann.  de  Malhémal.,  3'  série,  t.  XVI.  (Nnvcnibro  1897.)       3l 
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Conditions. 

Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathénialiciues . 

Le  meilleur  îMéinoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i*^   A  un  crédit  de  loo'^'"  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  M_\L  Gauthier- Villars  et  fils; 
2"  A  la  publication  du  Mémoire; 
3**  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
AvAzsT  LE  10  MAI  1898,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur  et  la  justification 
de  sa  qualité  d'abonné.  Les  plis  cachetés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  mai 
et  après  le  jugement  prononcé- 
Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires ;  mais,  à  mérite  égal ,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  jirononcé  a\  ant  le 
ij  juillet  iSf^S,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retai'd, 
publié  dans  le  journal. 

La  Piédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  parfag(M-  les   lécompcnscs  ci-dessus  mention- 
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liées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  ^léinoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2"  De  ne  pas  atlriLuer  de  récompenses  si.  parmi  les 
^lémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 


lES  CERTIFICATS  D'ETIDES  SIPER!EIRES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


La  Licence  es  Sciences  a  été  profondément  modifiée 
par  le  décret  du  l'i  janvier  1896.  La  Licence  es  Sciences 
mathématiques  n'existe  plus;  il  n'y  a  maintenant  qu'un 
giade  unique  de  licencié  es  Sciences  ;  pour  l'obtenir,  il 
faut  justifier  de  la  possession  de  trois  Certificats 
d'études  supé/ieures,  délivrés  par  les  Facultés  des 
Sciences  à  partir  de  juillet  1897.  ^^'^  matières  auxquelles 
correspond  chacun  des  certificats  varient  suivant  les 
Facultés. 

Eu  ce  qui  concerne  les  Sciences  mathématiques, 
nous  croyons  utile  d'en  donner  i(  i  le  Tableau  : 

Paris.  —  Calcul  dij/'crenliel  et  Calcul  intégral.  —  AJé- 
canique   rationnelle.    —    Astronomie.    —    .Analjse    supé- 
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rieure.  —  Géomêlrie  supérieure.  —  Mécanique  céleste.  — 
Physique  mathématique .  —  Mécanique  physique  et  expé- 
rimentale. 

Besançon.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique rationnelle.  —  Astronomie.  —  Chrononiétrie  théo- 
rique et  pratique.  —  Mécanique  appliquée. 

Bordeaux.  —  Mathématiques  préparatoires  aux  ensei- 
gnements de  Mathématiques  et  de  Physique  {Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral,  Mécanique,  Cosmographie).  —  Calcul 
différentiel  et  intégral.  —  Mécanique  rationnelle.  —  As- 
tronomie. 

Caen.  —  Éléments  généraux  de  Mathématiques  { Géomé- 
trie analytique,  éléments  de  Calcul  différentiel  et  intégral 
et  de  Mécanique,  Trigonométrie  sphérique  et  ses  applica- 
tions à  r Astronomie).  —  Analyse  infinitésimale.  —  Méca- 
nique. 

Clermont.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique. —  Astronomie. 

Dijon,  —  Calcul  diff'érentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Grenoble.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Méca- 
nique rationnelle.  —   Astronomie.  —  Analyse  supérieure. 

Lille.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Géométrie  supérieure.  —  Astronomie.  — 
Mécanique  appliquée. 

Lyon.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle  et  appliquée.  —  Astronomie. 

Marseille.  —  Analyse  infinitésimale .  —  Mécanique.  — 
Astrono?nie. 

Montpellier.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mé- 
canique rationnelle.  —  Algèbre  supérieure  ou  Astro- 
nomie. 

Nancy.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie.  —  Analyse  supérieure.  —  Al- 
gèbre .supérieure.  —  Géométrie  supérieure. 

Poitiers.  —  Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Rennes.  —  Calcul  diff'érentiel  et  intégral.  —  Mécanique 
rationnelle.  —  Astronomie. 

Toulouse.  —    Calcul  différentiel   et    intégral.  —   Méca- 
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nique  rationnelle.  —  Mécanique  appliquée.  —  Astronomie 
ou  Mécanique  céleste.  —  Géométrie  supérieure.  — Algèbre 
et  Analyse  supérieure. 

Nos  lecteurs  comprendront  que,  dans  leur  propre  in- 
lérèl  comme  dans  celui  du  journal,  il  nous  serait  impos- 
sible de  reproduire  désormais  tous  les  sujets  de  compo- 
sition proposées  en  vue  de  ces  certificats  par  les  diverses 
Facultés,  ainsi  que  nous  le  faisions  pour  l'aiicieuJie 
Licence. 

Les  Nouvelles  Annales  se  transformeraient  alors  en 
un  simple  Recueil  d'énoncés. 

Mais  nous  sommes  très  éloignés  cependant  de  vou- 
loir nous  désintéresser  de  cet  enseignement,  Lien  au 
contraire;  et  quelques  explications  à  ce  sujet  paraissent 
indispensables.  Nous  prions  instamment  nos  Correspon- 
dants appartenant  aux  Facultés  de  vouloir  Ijien,  comme 
par  le  passé,  nous  envoyer  tous  les  sujets  de  composi- 
tions apiès  chaque  session.  Mais  ils  nous  permettront 
d'opérer  une  sélection,  et  elle  aura  lieu  en  principe  sur 
les  bases  suivantes  :  nous  éliminerons  tous  les  sujets 
consistant  simplement  en  questions  de  cours,  ainsi  que 
les  exercices  idenlif|ues  à  des  sujets  récemment  insérés, 
ou  n'oll'rant  avec  ceux-ci  que  de  légères  dillérences. 

FiU  Astronomie,  particulièrement,  nous  ne  rappelle- 
rons que  de  loin  en  loin  les  énoncés  avec  données  nu- 
mériques. 

Si  le  résultat  de  cette  premièie  élimination  est  encore 
trop  abondant,  nous  accorderons  une  préférence  parti- 
culière aux  sujets  qui  nous  sembleront  présenter  un 
caractère  de  problèmes-tvpes,  et  en  évitant  les  doubles 
emplois.  Nous  insérerons  aussi  tous  les  énoncés  (pii 
paraîtraient  avoir  une  originalité  particulière  et  un  ca- 
ractère de  nouveauté. 

A  ce  propos,  nos  Correspondants  seront  assez. aimables 
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pour  nous  signaler  les  sujets  aux(|uels  ils  altaclieraient 
un  iiiiéièt  spéeial,  et  dont  pour  ce  motif  ils  désireraient 
l'iuserLiou.  Cet  avis  aura  pour  nous  le  plus  grand  prix, 
et  nous  nous  y  conlorinerons  scrupuleusement,  dans 
toute  la  mesure  du  possible. 

Aucune  solution  détaillée,  bien  entendu,  ne  saurait, 
en  général,  suivre  les  énoncés.  Tout  au  plus,  parfois, 
donnerons-nous  les  indications  très  sommaires,  et  de 
nature  à  faciliter  les  solutions,  que  nos  Correspon- 
dants auraient  jugé  utile  de  nous  envoyer,  en  jnème 
temps  (jue  le  sujet. 

Mais  lorsqu'un  sujet  déterminé  aura,  par  sa  nature 
même,  un  inléièt  plus  élevé  que  celui  d'un  exercice  or- 
dinaire, ou  pourra  fournir  matière  à  des  remarques 
originales,  nous  en  publierons  volontiers,  ultérieure- 
ment, une  solution  détaillée  qui  nous  serait  adressée 
par  l'un  de  nos  lecteurs.  Il  est  probable  que  sur  chacune 
des  matières  des  certificats  nous  aurons  ainsi,  chaque 
année,  un  certain  nond)re  de  solutions  dont  la  publica- 
tion sera  précieuse  pour  les  candidats.  Ce  seront,  en 
effet,  de  véritables  modèles  de  compositions,  propres  à 
les  guider  dans  leurs  futurs  examens. 

Les  Nouvelles  Annales  seront  d'autant  plus  lieu- 
reuses  de  continuer  à  apporter  ainsi  un  concours  conti- 
nuel aux  candidats  des  Facultés  des  Sciences,  que  ces 
derniers  ne  sauraient  le  trouver  dans  aucun  autre  Re- 
cueil périodique.  Il  j  a  en  elîet  un  grand  nombre  de 
journaux  mathématiques  destinés  aux  élèves  de  ÎNIathé- 
matiques  spéciales;  il  y  eu  a  d'autres  contenant  des 
Mémoires  importants  de  haute  Mathématique.  Mais  au- 
cun ne  pouvait,  sans  sortir  de  son  cadre,  entreprendre 
la  tâche  que  nous  nous  sommes  imposée,  en  ce  qui  con- 
cerne l'enseignement  des  Facultés. 

En  dehors  des  insertions  dans  les  Nouvelles  Annales, 
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les  étudiants  qui  se  ptéparent  aux  divers  certificats 
peuvent  toujours  s'adresser  à  la  Rédaction  pour  les  con- 
seils ou  les  renseignements  scientifiques  qui  pourraient 
leur  être  utiles,  et  nous  serons  heureux  de  les  leur  don- 
ner, dans  les  limites  où  nous  le  pourrons. 

Nous  croyons  devoir  profiter  de  cette  circonstance 
pour  remercier  nos  Correspondants  des  villes  où  siègent 
les  Facultés,  et  leur  demander  la  continuation  de  leur 
précieux  concours,  dont  la  régularité  décuplera  le 
prix. 

Les  Rédacteurs. 


[B 1  Oa] 
SUR  LV  RÉDlCriO\  DES  FORMES  QUiimiTIOlliS  «IMÎRES; 

Pau  m.  a.   IIURWJTZ.  de  Zurich. 


Extrait  des  Congrcss  matJiematical  Papers,  t.  I. 
Exposition  de  Chicago,   i8ij3. 


(Traduit  avec  raulorisalion  de  l'auteur  par  M.  L.  L.VUGEL.) 


La  méthode  d'après  laquelle  j'établis,  dans  les  pages 
suivantes,  la  théorie  de  la  réduction  des  formes  cjuadra- 
liques  à  deux  indéterminées  repose  sur  ce  principe  qui 
consiste  à  rechercher  les  formes  dégénérées,  c'est-à-dire 
les  formes  de  déterminant  évanouissant,  puis  de  celles-ci 
à  remonter  aux  Ibrmes  générales,  c'est-à-dire  aux  fornies 
de  déterminant  non  évanouissant.  Ce  principe  se  montre 
d'une  grande  fécondité;  non  seulement  il  conduit  au 
but  très  aisément  dans  le  cas  ici  traité  des  formes  binaires 
à  coefficients  réels,  mais  il  est  encore  applicable  aussi 


(  492  ) 
aux  formes  à  nombre  quelconque  d'indéterminées,  que 
les    coefiieienls    soient    supposés    réels   ou  bien   com- 
plexes. 

Pour  l'aire  ressortir  clairement  le  point  central  de  la 
reclierche  et  pour  arriver  en  même  temps  à  l'intuition 
la  plus  évidente  possible  je  donnerai  aux  considérations 
en  question  une  forme  géométrique  particulière.  Il  n'y 
a,  du  reste,  aucune  difficulté  à  rendre  ])lus  générale  la 
leprésentation  géométrique  (en  admettant  la  générali- 
sation projective)  ou  encore  à  remplacer  la  représenta- 
tion géométrique  par  le  traitement  purement  analytique. 

1.  Soient  ABC  un  triangle  équilatéral,  K  le  cercle  in- 
sci"it,  auquel  sont  tangents  les  côtés  du  triangle  aux 
points  ]M,  N,   L  [\o\r  Ji g.    i).  Ces  points  partagent  la 

FiK.    I. 


circonférence  du  cercle  en  trois  arcs  égaux  MN,  JNL, 
LM,  que  je  nommerai  les  arcs  partiels  (Tlieilbogen). 
Je  choisis  maintenant  CNM  comme  triangle  de  rélé- 
rence  et  le  point  L  comme  point  i .  Alors  le  point 

X  :  y  :  z  =  1  :\  :  \- 

décrit  la  circonférence  de  K  lorsque  le  paramètre  X  par- 
court tous  les  nombres  réels.  Par  suite  de  ce  fait  je 
désignerai  chaque  point  de  la  circonférence  par  la  valeur 
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correspondante  du  paramètre,  en  sorte  que  les  points  M, 
]\ ,  L  par  exemple  prennent  alors  la  désignation  zr:^  o,  i . 

Désignons  ensuite  par  T  cette  rotation  du  plan  autour 
du  point  O,  centie  du  cercle  R,  pour  laquelle  le  point  o 
se  transforme  en  i ,  i  en  ce,  ce  en  o,  et  T-  cette  rota- 
tion pour  laquelle  o  se  transforme  en  c/o,  o)  en  i,  i  en  o. 

Si  A|,  Âo,  A3  désignent  des  points  situés  d'une 
manière  correspondante  sur  les  tiois  arcs  partiels  NL, 
L!M,  JMN,  alors  pour  la  rotation  T,  A,  se  transforme 
en  Ào?  >*^j  tî'i  '^^i  6t  ^^3  en  X, .  Comme  le  rapport  anliarnio- 
nique  de  qnatre  points  sur  la  circonférence  n'est  pas 
altéré  par  la  rotation  T,  l'on  trouve  aisément  que 

1  —  Al  Al 

Dans  ce  qui  suit,  ce  sont  particulièrement  les  points 
à  paramètre  hatiok^el  qui  jouent  un  rôle  important, 
et  ce  sont  à  ces  points  que  se  rapportent  les  propositions 
et  définitions  qui  suivent.  Une  corde  s  =  pq  du  cercle  K 

sera  dite  une  corde  élémentaire  lorsque  p  =1  ^ ,  q  =^  - 

sont  des  nombres  rationnels  entre  lesquels  a  lieu  l'équa- 
tion 

En  s'appujanl  sur  les  équations  (2)  l'on  démontre 
facilement  qu'une  cord(!  élémentaire  est  transformée  par 
la  rotation  T  (et  de  même  par  la  relalioî!  T-)  en  une 
corde  élémentaire. 

Maintenant  le  théorème  suivant  est  d'une  inq)ortance 
capitale   : 

1.  Les  exlrcudtcs  p  et.  <•/  d'une  corde  élêincniaire  s 
sont  toujours  situées  ,s«/'  le  même  arc  partiel. 

Je  démontre]  ai  (jue,  .si  l'on  admet  pur  livpothèse  ijUi.'/>' 
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et  q  sont  situés  sur  des  arcs  partiels  différents,  on  est 
alors  conduit  à  des  contradictions.  Dans  cette  hypothèse 
il  y  a  essentiellement  trois  cas  à  distinguer,  cas  qui  cor- 
respondent aux  trois  comhinaisons  des  arcs  partiels  pris 
deux  à  deux.  On  peut  s'en  tenir  au  cas  où  l'on  sup- 
pose p  situé  sur  l'arc  INJN,  et  par  conséquent  oiï  le 
noiîihre  /;^  o  et  où  q  est  situé  sur  l'arc  LM  et  par  consé- 
quent où  le  nombre  q^i.  En  effet,  chacun  des  deux 
autres  cas  peut  être  ramené  au  précédent  au  moyen 
d'une  des  rotations  T  et  T-.  Maintenant,  lorsque /7^o, 
q^i,  l'on  a,  par  suite,  l'^q  —  ]^^^.  Mais  l'unique 
combinaison  ^  =  o,  r/^  i ,  pour  laquelle  on  ait /^  —  'Z^'  i 
doit  être  exclue  ;  en  effet,  pour  cette  combinaison  p  et  q 
sont  situés  sur  le  même  arc,  ici  l'arc  LÎN .  On  ne  peut 
pas  davantage  avoir  q  —  p  =  cc]  c'est-à-dire  qu'un  des 
deux  nombres  p  et  q  ne  peut  pas  être  égal  à  co,  car 
autrement  p  et  q  seraient  tous  deux  situés  sur  Tare  ML, 
ou  bien  le  seraient  de  même  sur  l'arc  MiN .    Par    suite 

q  —  p  =  zh  —  est  situé  entre  i  et  oc  et  par  conséquent 

±  ay  l'est  entre  o  et  i .  Mais  ceci  est  absurde,  puisque 
a  et  Y  sont  des  nombres  entiers. 

Maintenant  un  triangle,  inscrit  dans  le  cercle  K  et 
dont  les  côtés  sont  des  cordes  élémentaires,  je  le  nom- 
merai un  triangle  élémentaire.  D'après  cette  définition 
le  triangle  o  i  co  est  un  triangle  élémentaire.  Toute 
corde  élémentaire  s  =  pq  est  coté  commun  de  deux 
triangles  élémentaires. 

3  0  t  .  •, 

En  effet  soient  p  =  - ,  a  =  -  et  r=  '  un  troisième 
'         a     '        Y  - 

nombre  rationnel  quelconque.  Alors,  si  l'on  détermine 
X,  y  au  moyen  des  équations 

t  =  xu.  -^jKY, 
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on   reconiiaîl  que  />,  q,  r  forment   un  triangle  éléiucn- 
taire  lorsque  l'on  a,  et  seulement  lorsque  l'on  a  a:=  rt  i , 
^'  =  ±1.  La  corde  s  est  par  conséquent  côté  commun 
des  deux  triangles  élémentaiies 

8+8  .8-0 


a  — Y 


Comme  les  points  p,  q  sont  séparés  liarmoniquement 
par  les  points  /■,  /'  le  triangle  pqr'  peut  être  obtenu  au 
moyen  d'une  construction  tiès  simple  lorsque  le  tri- 
angle pqr  est  donné  {Jig-  2).  De  plus  ce  même  fait  nous 


montre  que  les  deux  triangles  élémentaires  que  l'on 
peut  construire  ayant  une  Ujème  corde  élémentaire, 
s  =  pq,  comme  côté  commun,  sont  situés  de  part  et 
d'autre  de  cette  corde. 

En  vertu  du  tliéorème  I  les  sommets  d'un  triangle 
élémentaire  qui  n'est  pas  le  triangle  o  i  ce  sont  nécessai- 
rement situés  sur  le  même  are  partiel.  Par  consécjuent 
le  triangle  o  1  ce  ne  peut  avoir  aucune  portion  de  sur- 
face en  commun  avec  un  autre  triangle  élémentaire. 
On  a,  par  conséquent,  le  théorème  : 

II.  yiucuii  point  situé  à  l'i/ilé/ieur  du  triangle  o  i  a; 
ne  peut  être  situé  en  même  temps  à  l'intérieur  d'un 
autre  triangle  élémentaire. 
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2.   Maiiitcnanl,  à  toute  l'orme  quadratique 

(3)  f  ~  aU'-\-  "J.buv  -i-  cv- 

peuvent  être  adjoints  ces  points  dont  les  coordonnées 
sont 

(  4  )  ,x  '.  y  '.  z  =^  a  :  b  :  c. 

A  une  forme  y  correspond  alors  un  point  à  l'intérieur, 
sur  la  circonférence,  ou  bien  à  l'extérieur  du  cercle  K, 
selon  que  l'on  a  respectivement 

(5)  D  —  ù-  —  ac  =  o. 

Piéciproquement,  à  tout  point  a  :  b  :  c  correspond 
une  infinité  de  formes  f,  notamment  les  formes 

(6)  f=p{au'^-i--ibin'^cv-), 

où  0  peut  prendre  chaque  valeur  réelle.  Maintenant, 
pour  rendre  uniforme  (eindeutig,  univoque),  la  rela- 
tion entre  les  points  du  plan  et  les  formes  J,  je  regar- 
derai deux  formes  où  les  coefficients  respectifs  sont 
proportionnels  entre  eux,  comme  n'étant  pas  distinctes 
entre  elles.  On  remarquera  encore  qu'au  point  A  do  la 
circonférence  du  cercle  K  correspond  la  forme 

Je  considère  encore  une  transformation  linéaire 
quelconque  à  coefficients  nombres  entiers 

u  =  a  it'  -i- Q  v'  i     ^ 

(8)  ,      .   ,      (S),         '^5-h'  =  '- 
r  =  Y  «  -h  0  p    ) 

Par  relfet  de  cette  transformation  S,  la  forme  (6) 
est  transformée  en 

(9)  ./'=  p(a'  n'---  îb'  u'  v'~\-  c'i''^) 
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où 

Î'7,'=  a  yp-  -f-  ib'j.^(  -t-  c^(-, 

h'  =  a  aS  -f-  b(y.o  4-  ^y)  +  ^70, 

A  la  transformation  S  correspond  par  conséquent  une 
collinéation  (transformation  liomograpliique)  du  plan, 
définie  par  les  formules  (10),  que  l'on  peut  également 
désigner  par  S. 

Le  cercle  K  se  transforme  en  lui-même  par  l'effet  de 
la  collinéation  S.  En  effet,  au  point  ).  de  la  circonfé- 
rence de  K  correspond  la  forme  (7)  qui,  par  l'ellet  de 
la  transformation  (8),  se  change  en 

oÀ  ^  3 


o{'j.^l'lY[it- 


Y/ 


en  sorte  que  le  point  A,  par  l'effet  de  la  collinéation  S, 
est  transformé  en  le  point 

(„)  r=?':^?. 

Y  A  -+-  a 

Comme,  d'après  cela,  les  points  o,  co,  i,  se  trans- 
forment respectivement  en 

S  a  r^  -4-  3 

^         'X  Y  Y  +  ^• 

alors,  aux  points  qui  sont  situés  à  l'intérieur  du 
triangle  oi30,  correspondent  les  points  à  l'intérieur  du 
triangle  élémentaire  pqi'-  Par  conséquent,  si  l'on 
nomme  une  forme  f  de  déterminant  négatif  forme  ré- 
duite lorsque  le  point  qui  lui  correspond  est  situé  à 
l'intérieur  du  triangle  oico,  l'on  conclut  du  théorème  H 
du  n"  1  : 

Une  forme  réduite  peut  seulement  être  de  nouveau 
transformée  en  une  forme  réduite  au  moyen  de  la  trans- 
formation S  lorsque  les  points  o,  i,  x  par  l'ellet  de  la 
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colliucalivon  correspondante  S  [ou  par  l'eiretdela  irans- 
forinalion  (i  i)],  s'échangent  seulement  entre  eux. 

Evidemment  alors,  abstraction  faite  de  la  transfor- 
mation identique,  il  existe  deux  pareilles  transforma- 
tions S  :  ce  sont  celles  qui  ont  pour  collinéations  cor- 
respondantes les  rotations  T  et  T-.  On  a  donc  le 
théorème  : 

Deux  fortiies  réduites,  auxquelles  correspondent  les 
points  P  et  Q,  sont  équivalentes  lorsque,  et  seulement 
lorsque  le  point  P  est  transformé  en  le  point  Q  par 
V une  des  rotations  T  ef  T^. 

Abstraction  faite  du  centre  O  du  cercle  K,  les  points 
du  triangle  oioo,  et  de  même  les  formes  réduites  qui 
leur  correspondent  se  groupent  trois  par  trois  par  l'effet 
des  rotations  T  et  T^,  et  cela  de  telle  sorte  que  les  trois 
formes  d'un  groupe  sont  équivalentes  entre  elles,  tandis 
qu'au  contraire  tout  couple  de  formes  prises  dans  des 
grou[)es  différents  sont  non  équivalentes. 

Si  l'on  établit  les  conditions  pour  que  le  j^oint  a  :  h  :  c 
soit   situé  à  l'intérieur  du  triangle  oix,   on  reconnaît 

que  la  forme 

f  =z  au"^  ^  ibuv  ^  cv- 

est  réduite,  lorsque  les  inégalités  suivantes 
b  '^  o,         a  —  6>-o,         c  —  i>o 

sont  satisfaites  (  '  ). 

Quant    aux    foinies    qui    sont    représentées    par   d(;s 


(  '  )  La  définition  de  la  forme  réduite,  à  laquelle  a  conduit  ce 
fraitement,  coïncide  donc  avec  celle  donnée  par  Selling  {Journal 
de  Crelle,  t.  77)  [Hurwitz].  Traduit  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées  (Liouvili.e,  Rf.sai.,  Jordan),  3"  série, 
t.  III.  L.  L. 
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points  sur  les  côtés  du  triangle  oi:/d,  celles-ci  doivent 
dès  lors  être  également  comptées  parmi  les  formes  ré- 
duites. On  démontre  facilement  que  ces  formes  S(;  dis- 
tribuent en  groupes  six  par  six,  de  sorte  que  toute  forme 
est  équivalente  aux  foimes  d'un  même  gronpe,  mais  non 
équivalente  à  aucune  autre  forme  réduite. 

3.  Je  terminerai  ici  la  théorie  de  la  réduction  des 
formes  quadratiques  de  déterminant  négatif  en  démon- 
trant que  toute  forme  de  déterminant  négatif  est  équiva- 
lente à  une  forme  réduite,  ou,  ce  qui  évidemment  re- 
vient au  même,  que  tout  point  quelconque  P,  pris  à 
l'intérieur  du  cercle  K,  est  situé  sur  un  côt<>  ou  bien  à 
l'intérieur  d'un  triangle  élémentaire.  Pour  abréger  le 
langage,  je  dirai  ici  d'un  point  P  qail  est  situé  sur  le 
côté  pq  d'un  triangle  pqr,  lorsque  les  points  P  et  r 
sont  situés  de  part  et  d'autre  de  pq .  Soit  alors  ^o  ce 
côté  du  triangle  Aq  =  oico  sur  lequel  est  situé  P.  On 
construira  sur  ^o  ^^  triangle  élémentaire  A^,  différent 
de  Aq.  Maintenant,  si  P  est  situé  en  dehors  du  triangle  A,, 
soit  5)  ce  côté  de  A,  sur  lequel  est  situé  P.  On  con- 
struira alors  sur  5)  le  triangle  élémentaire  Ao  différent 
de  A|,  . .  . ,  et  ainsi  de  suite.  Cette  construction  doit  né- 
cessairement prendre  fin,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  né- 
cessairement arriver  finalement  à  un  triangle  élémen- 
taire A,;,  sur  le  contour  ou  à  l'intérieur  duquel  est  situé 
le  point  P.  En  elfet,  s'il  en  était  autiement,  aux  extré- 
mités des  côtés  5o,  .^1,  ...,  s,i  correspondrait  une  série 
illimitée  de  valeurs  rationnelles  /•,),  /j^,  /•,,  /•', ,  . .  . ,  /„,  r)^ 
(le  côté  s,i  étant  ainsi  la  ligne  de  jonction  J'n'',,)- 

Maintenant  soit,    par  exemple,  r,i=—,    r'^^^^;    on 

aurait  /'  —  /'«  =  ±  —  et  cette  diilérence,  i)our  //  crois- 

sant,  dc('roîtiail  sans  limites,  puistpie  les  dénomiiialeui's 


(  5uo  ) 

des  nombres  /'o,  'o-  'i ,  f'\-,   ■  •  ■    aiigmeiilcnt  conlinuel- 
lement. 

La  longueur  de  la  corde  s„=  /'„r\^,  pour  n  croissant, 
décroîtrait  par  conséquent  sans  limites,  ce  fjui  est  im- 
possible, puisque  le  point  P  est  toujours  situé  entre  s,i 
et  la  circonférence  de  K,  et  à  une  distance  finie  de 
cette  dernière. 

4.  J'ajouterai  encore  quelques  observations  aux  con- 
sidérations précédentes.  Puisque  chaque  point  situé 
sur  le  cercle  K  est  situé  à  l'intérieur  ou  bien  sur  un 
côté  d'un  triangle  élémentaire,  et  puisque  aucun  triangle 
élémentaire  n'a  de  portion  de  surface  en  commun  avec 
le  triangle  oicc,  et  que,  par  suite,  de  même  deux 
triangles  élémentaires  ne  peuvent  non  plus  avoir  de 
portion  de  surface  en  comniun,  nous  en  concluons 
ceci  : 

Les  triangles  élémentaires  remplissent  exactement, 
par  leur  ensemble,  tout  l'intérieur  du  cercle  K,  qu'ils 
recouvrent  d^une  manière  simple,  sans  lacunes. 

Si  l'on  conçoit  effectuée  la  construction  de  tous  les 
triangles  élémejitaires,  ou  s'imaginera  la  même  ligure 
cjue  INI.  Klein  a  établie  à  l'occasion  de  la  subdivision 
connue  du  plan  des  grandeurs  complexes,  basée  sur  la 
théorie  des  fonctions  modulaires  (').  Et  réciproquemejit, 
des  résultats  que  nous  avons  développés  ci-dessus  l'on 
peut  déduire  les  propriétés  essentielles  de  cette  subdivi- 
sion du  plan  des  grandeurs  complexes. 

Quant  à  la  réduction  des  formes  de  déterminant 
positif,  elle  peut,  grâce  à  une  idée  due  à  xM.   Hermite, 


(')  Kleix-Fricke,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  modu- 
laires elliptiques,  t.  I,  p.  23()-2^a;  Teul)iier,  1890. 


(  5oi   ) 
se  ramener  à  celle  des  formes   de  déterminant  négatif. 
On  y  arrive  au  moyen  de  celte  déiinition  : 

«  Une  forme  de  déterminant  positif  est  dite  réduile 
lorsque  la  polaire  dn  point  coirespondant  à  la  forme 
traverse  l'intérieur  du  triangle  oicc.  » 

En  partant  de  cette  définition  Ton  peut  alors,  sujet 
(|ue  je  ne  |)oursnivrai  pas  ici  davantage,  développer 
complètement  la  théorie  des  formes  de  déterminant 
positif  (équation  de  Pell,  etc.).  On  voit  ici  aussi  res- 
sortir comme  principe  de  base  l'importance  des  suites 
de  Farey,  dont  la  considération  a  été  pi'imitivement 
poui-  moi  le  point  de  départ  de  toute  cette  recherche. 


[D3d] 

\01VEIJ.E  IIÉM()\STKATIO\  Dl:  TIIÉOUÈIIE  DE  STOKES; 

Par   m.  R.   BLONDLOT. 


On  donne  communément  le  nom  de  Théoi ènie  de 
Stokes  à  la  proposition  qui  exprime  la  ti-ansfo:ination 
d'une  intégrale  prise  le  long  d'un  C(»ntour  fermé  sur 
une  intégrale  prise  sur  une  surface  limitée  à  ce  conlour. 
M.  Em.  Picard  fait  toutefois  lemaïquer  avec  raison  que 
«•ette  proposition  était  déjà  connue  d'Ampère,  du  moins 
dans  des  cas  particuliers. 

Il  existe  [)lusieurs  déuionsti  ations  iiréprochables  de 
ce  théorème;  si  je  [)ropose  la  suivante,  c'est  parce 
(|u  elle  me  semble  particidièiemtMit  simple  et  (pi'on  y 
voit  l'intégrale  superficielle  naiti'e,  j)our  ainsi  dire,  de 
lintégrale  curviligne  : 

Etant  donné  un  contour  fermé  (juelcoïKjue  C,  qu'un 
mobile  parcourt  dans  un   seirs  choisi  arbitrairement  et 
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(  5o2  ) 
une  surface  cjuelt;on(jue  S  liinÎLee  à  ce  contour,  nous 
appelleronsy<7te  posilive  de  S  celle  qui  est  telle  qu'un 
personnage  debout  sur  cette  face,  près  du  contour,  voit 
le  mobile  cpù  parcouit  C  aller  de  sa  droite  vers  sa 
gaucbe. 

Soit  P  une  fonction  des  coordonnées  x,  j',  z  suppo- 
sées rectangulaires.  Considérons  l'intégrale  /  Vfix  prise 

dans  le  sens  de  la  circulation  du  mobile,  et  étendue  à 
tout  le  contour  C.  Nous  nous  proposons  de  transformer 
cette  intégrale  curviligne  en  une  intégrale  supiMficielle 
prise  sur  S. 

Figurons  les  projections  de  C  d'après  les  conventions 
de  la  Géométrie  descriptive,  eu  prenant  le  plan  XOZ 
pour  plan  vertical,  le  plan  XOY  pour  plan  borizontal 
supposé  rabattu  sur  b;  plan  vertical. 


y 


Soit  A  le  point  de  C  bi  plus  lapprocbé,  et  13  le  point 
de  C  le  plus  éloigné  du  plan  YOZ.  Par  ces  deux  points, 
traçons  sur  S  une  ligne  simple  quelconque,  puis  imagi- 
nons que  cette  ligne  se  dédouble,  de  façon  à  foiiner  un 
contour  fermé  limité  aux  points  h.  et  B  et  toujouis  situé 
sur  la  surface  S  et  que  ce  contour  fermé  s'ouvie  progies- 
sivement  de  façon  à  venir  linalement  coïncidei*  avec  C. 


(  5o.^  ) 

Soient  maiiUenant  d  et  Co  deux  états  infiniment  voi- 
sins du  contour  vafiahie  ;  nous  allons  évaluer  la  variation 
éprouvée  par  P  lorsque  le  contour  variable  éprouve  cette 
transformation  infiniment  petite.  Pour  cela,  menons, 
])arallèlement  à  YOZ,  une  série  de  plans  infiniment 
rapprochés;  à  chaque  éh^ment  ^1|JN|  ainsi  découpé 
sur  Cl  correspond  un  élément  Mo^o  découpé  sur  Co  et 
ayant  la  même  projection  dx.  Lorsqu'on  passe  de  C|  à  Co- 
un  élément  Pr/x  d'iulégrale  se  transforme  en  un  autre 
où  (1x  est  le  même  et  où  P  seul  a  varié,  à  cause  de  la 
variation  de  1')'  et  de  Vx  du  milieu  de  lélément  de  con- 
tour; en  ap[)elant  oc  et  02  ces  vai'ialions,  celle  de  P  est 


et  celle  (h;   /  Vtix  est 

f 


--—  0  V  cLr  -4-  -—  rjzd.r. 
dy  "  dz 

]\Jais  oydx  est  la  projection  sur  le  [)Ian  xoy  du  (jua- 

diilalère  infiniment   pitit   lAI ,  Mi  XoiN  ,  ;  désigin^ns  ((ate 

projection    par    m-.   De   même,    oz'lx  «'st  la  projection 

prise   en   signe  contraire  du    même  (piadrilalère  sni-  le 

plan  xoz\  désignons-la  par  (o,-.  I.a  vaiiatiou  j)ré('édenre 

peut  alors  s'é(  rire 

rôV  ÔV 

<'lle  est  ainsi  f\prinu;e  pai'  une  inlc'grale  de  suilac»! 
s'élendant  à  tous  les  éh'ments  de  la  handcî  infiniment 
étroite  balayée  par  le  contour  \  aiiabh-. 

Lorsque;,  maintenant,  ce  contour  vaiiable  passera 
d'un  état  initial  dans  l(;(piel  il  end)rasse  sur  S  une  aire 
nulle  à   un  ('lat  final   dans  Iccpul    il  coïncide  a\ec(J,  la 

somme  di'i  ^a^ialions  ('prouvées   par   /  Pc/.r  sera  j)r(''<i- 


(  50/Î  ) 

séiuriil  la  valeur  de    /  Pc/jr,  puis(|iu',  dans  lélal   iiiilial 

'■c 
considéré,   l'intégrale    est    identi(|uetiienl   nulle.    On    a 
donc 

Tp.       ràP        dP 

I    t> dx  =    I    — (0- —  ojv, 

1  intégrale  du  second  «nenibie  s'étendant  à  tous  les  élé- 
ments de  toutes  les  bandes  successivement  balavées, 
c'est-à-dire  à  tous  les  éléments  de  S. 

Piemarcjuons  que,  cette  dernière  intégrale  étant  indé- 
pendante du  mode  de  division  de  S  en  éléments  infini- 
ment petits,  il  s'ensuit  que  o)y  et  o>-  peuvent  être  envi- 
sagées comme  les  projections  d'un  élément  de  surface 
de  forme  quelconque  pris  sur  S. 

Si  l'on  désigne  par  P,  Q,  R  trois  fonctions  quel- 
conques de  JC yz,  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

OP  àV 


fpdx=  r^co, — 


dP\ 


I   ()dy=    I    — -  fux T—^'^z- 

Jv.  -'s  ^^  ^-^ 

r,    ,        r>m  à\\ 

J^.  J^  or     ^       dy 

En  ajoutant  mend^re  à  membre,  il  vient 

(OP  _<)q 

\  dy       dx 

c'est  le  tliéorènK;  de  Stokes;  to^.,  w,-,  o)~  sont  définis 
comme  les  produits  de  l'élément  to  pris  sur  la  surface  S 
par  les  cosinus  des  angles  fbi'tnés  par  les  sens  positifs 
des  trois  axes  avec  la  noirnale  à  S  menée  du  côté  de  la 
face  positive,  définie  par  le  sens  de  l'intégration  le  long 
du  contour. 


(  5o5  ) 


CERTITICATS  DETIDES  SIPERIEIRES 
DES  FACLLTÉS  DES  SCIEXCES. 


SESSION    DE    JUILLET    1897.    —    COMPOSITIONS. 


Caen. 


Certificat  d  éti  des  x'  1.  —  Elé.me.nts  géxérai  x 

DE    MaTHÉMATIQIES. 

I.  Jj  II  point  V^  partant  d'une  position  don  née  \, 
parcouff)  dans  le  sens  inçerse  des  aiguilles  d'une 
montre,  une  circonférence  donnée,  de  centre  O  :  par 
une  quelconque  de  ses  positions,    on    mèrie    un   seg- 


ment PM,  ayant  même  direction  et  même  sens  que  le 
rayon  OA,  et  même  longueur  que  l'arc  de  cercle  AP  : 

1°  Déterminer  la  trajectoire  déciite  par  le  point  i\l 
quand  le  point  P  parcourt  la  circonférence; 

2"   Calculer  la  longueur  de  cette  trajectoire  ; 

0°  Evaluer  Vaire  balayée  par  le  segmeni  PM  quand 
P  parcourt  le  quadrant  A13; 

^"  Calculer  l'aire  balayée  dans  le  même  temps  par 
le  ra\  o/i  vecteur  O.M. 


(  5o6  ) 
II.    Un  point  pesant,    de  niasse  ni^   est.   alxindonné 
sans  vitesse  à  l'action  de  son  poids  :  il  tombe  dans  un 
milieu  qui  oppose  une  résistance  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  vitesse  et  égale  au  produit  de  cette  vitesse 

par  — — ,  j  t  désignant  la  temps  écoule  depuis  (pi  on  a 

laissé  tomber  le  mobile.  Déterminer  la  loi  du  mouve- 
ment. Construire  et  étudier  la  courbe  propre  à  repré- 
senter la  loi  des  vitesses  en  fonction  du  temps. 

SOLtTIOXS. 

I.  i"  Les  coordonnées  de  M  sont  de  la  fornie 

^=  R(0 -f-cosf);,        j'=RsinO: 

le  lieu  est  une  portion  de  cycloïde  ayant  son  rebrousse- 
ment  sur  la  tangente  au  cercle  eu  B  : 

■2''  S  =  R    r       1  eus  (^  ^  +  -  )  I  f/O  =  8  R  ; 

3°,   4"  Les  deux  aii'es  sont  égales  à  (  -  —  i  jR-. 

,T     ¥^  .1  (Iv  -ivt 

II.  h.quaLion  du  mouvement  :  —r  H —  =  jir  : 

I       it  -—  t'-^  \       I  it 


CEnTiFicAï  N"  2.  —  Calcul  différentiel  et  intégral. 
I.   Intégrer  le  système  des  équations  simultanées 


du 
dx 

= 

c 

du 

H-2  — 

= 

« 

dv 
dx 

\  i^- —  1  a-  —  1  =  o, 


(   5o7  ) 
où  /<,  V  désignent  deux  fonctions  inconnues  des   va- 
riables indépendaïites  x  et  j  . 

JI.  Jetant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
OZ,  oti  considère  les  surjaces  engendrées  par  une  pa- 
rabole mobile  de  grandeur  luiriable,  dont  le  plan 
reste  parallèle  à  XOZ,  V axe  parallèle  à  OZ,  et  lesoni- 
met  situé  dans  YOZ  :  on  propose  de  rechercher  cpielles 
sont,  parmi  ces  surfaces,  celles  oii  les  sections  par  des 
plans  parallèles  à  XOY  constituent  une  première  série 
de  lignes  asymptotiques . 


SOi.ITIONS. 


I.    De   récjuation   finie  nu   tiie    v  en   fonction   de  u  : 
substituant  dans   les   deux  premières,  on  a  deux  écjua- 

,,    ,   ,,         .      du    eu 
lions  d  ou  I  on  tire  -r-  '  -<-  ■>  i^t,   par  suite, 

2  dx  -1-  3  dy 


du  = " y/ 1  -•-  i  "^  • 
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intégrant,  et  substituant  dans  r,  on  tiouve 

2  >--4-3.v  ïv-\-i\  Sï-t-Si  2.>-f-:tr 

11.   L'équation  générale  des  surfaces  S  est  de  la  forme 
(i)  z  =  x-^f{y)+^(y)\ 

la  condition  imposée  à  la  surface  cliercliée  donne 
q- r  —  -ipqs  -^ p- 1  =  o. 

Remplaçons  les  dérivées  partielles  />,  <y, ,",  s,  t  pav  leurs 
valeurs  tirées  de  (i)  : 

[■^f(r)/"(7)-y"Hy)\-r'* 
-^■^•[/(7)?"(i')— /'(r)?'(7)J^'  + ?''(/)=  o. 

Cette    é(|uation   doit  avoir  lieu    identiqueiiK^nt  :  on  en 


(  5o8  ) 


conclut 

?(r)=C,         j\y): 


{y-\-bf 
la  surface  cherchée  est  un  conoïde. 


(y-^bf 


Certificat  d'ktldes  n"  3.  —  INIécamque. 

I.  Démontrer  le  théorème  général  d' Ivory  sur  les 
attractions  de  deux  ellipsoïdes  liomofocaux . 

II.  On  donne  une  sphi're  pleine  d\ine  substance 
homogène,  dont  chaque  élément  possède  un  pouvoir 
attractif  proportionnel  à  sa  masse  et  à  V inverse  du 
cube  de  sa  distance  au  point  attiré.  Déterminer  l' at- 
traction de  la  sphère  sur  un  point  intérieur  et  en  dé- 
duire, par  le  théorème  d'Jvory,  l'attraction  sur  un 
point  extérieur. 

m.  Un  dis(jue  homogène  D,  infiniment  mince,  de 
poids  P,  a  la  forme  d' un  cercle  de  raj  on  R  ;  il  s'appuie 
sur  une  droite  AB,  inclinée  de  3o"  sur  l'horizon,  et  son 


plan  doit  coïncider  avec  le  plan  iwrtical  V  conduit 
par  AB.  Un  Jil  très  mince,  inextensible  et  de  masse 
négligeable,  a  une  de  ses  extrémités  fxée  en  un  point 
de  la  circonférence  de  D  :  //  s'enroule  autour  du  disque, 
s'en  détache  en  suivant  une  direction  ])arallèle  à  AB, 
passe  dans  un  petit  anneau  C,  fxé  dans  le  plan  V  à 
une  distance  :>  B  de  la  droite  AB,  puis  se  termine  par 


(  ■'>"9  ) 
une  portion  verlicale  CM  (jui  supporte  à  son  extréniilé 
un  poids  P.  Le  sjstènie,  d'abord  maintenu  en  repos, 
est  abandonné  à  l'action,  de  la  pesanteur  :  déterminer 
le  mouvement  qu'il  va  prendre,  en  supposant  qu'au- 
cune force  de  frottement  n'entre  en  jeu. 

SOLUTIONS. 

II.    Point  iiilérieur  de  coordoiiiiécs  jr,  o,  o  : 


-\  =  'ï-'j.  I      sin'J  cosO  log  —z=^^==^ 


X-  si!!-^  X  cosO 

= rf6, 

G  -t-  37  cos6 


R  R2-f-^2,       R^r 

=  7r;j. -a —  lo;; 

X  IX-  K  —  X 


Pour  le  point  extérieur,  on  imagine  une  splière  de 
rajon  .r  exerçant  sur  un  poiut  (R,  o,  o)  une  attraction  X 
se  déduisant  de  la  précédente  [)ai-  la  permutation  de  x 
et  R  :  on  en  conclut,  par  la  règle  d'Ivory, 


R 


m.  Soient  X  la  quantité  dont  s  est  déplacé  le  centre 
du  disque  dans  la  direction  AB,  0  l'angle  dont  D  a 
tourné,  z  la  (piantité  dont  M  a  descendu  au  tem[)S  l  : 
la  Cinématique  donne 

dz        dx  r/0 

'  dt         dt  dt 

Soit  T  la  tension  du  iil  :  on  aura 

P  d^x  1  F       ^2  fi  p  fiî  z 

g   dt^  K  -xg      dt-  g   dl- 

Ces  équations,  combinées  avec  (i)  donnent 

„  _  3  d-  X  _        I  ^  d-()  _   >  g  d-z  _  :") 


(  5io  ) 
Epueuve   iMîATioiE.  —  Siw    lu    couibe    dôjlnio.    par 

l'  c(i  nation 

cns'j.  0 

cosO 

on  considère  V arc  \0  correspondant  aux  valcuis  de^ 
conipiises  enire  zcro  et  '-^  •  Calculer  la  distance  du  pôle 
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(ta  centre  de  gravité  du  solide  homogène  compris  à 
V intérieur  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
de  l'arc  x\0  autour  de  V axe  polaire. 


Itih'ONSE  : 

>■  __  '7  —  ^4  loir-J  _      ._, 


Dijon. 

Ckrtikicat  du  Calcul  dikfkrkntiel  et  intk(;ral. 

I.  Réduction  des  intégrales  de  la  forme  f¥{x^y)dx., 
oii  F  est  une  fonction  /ationnelle,  oii  )  représente  la 
racine  carrée  d'un  polynôme  entier  en  x. 

II.  Trouver  la  ligne  qu  enveloppe  la  droite  repré- 
sentée par  les  deux  équations 

\  T  -\-  a  z  -^  ah  =i  o, 
(1) 

/  y  ~r  b  z  -\-  nb  ^=  o, 

(juand  on  y  réduit  les  deux  paramètres  «,  h  à  un  seul 
parla  substitution  à  h  d' une  fonction  de  a  convenable- 
ment choisie. 

Trouver  la  surface  enveloppée  par  la  même 
droite  (i)  cpiand  on  y  laisse  au  contraire  les  païa- 
mètres  a.1  b  tout  à  fait  indépendants  l'un  de  l'autre. 


(  5m   ) 

\[)ÉK    DE    LV    SOLUTION    DU    IMIOBLKMK. 

Pour  l'existence  (l'une  ligne  enveloppe  il  faut  (|ue  les 
écjuations  (i)  et  celles-ei 


(■2) 


db 

z  -\-  b  -^  a  -j- 
da 

db_  clb_ 

da  da 


j)rovenant  de  leur  diniérentiation  par  rappoit  à  a 
puissent  ètie  résolues  par  rapport  à  J^",  V,  -•■)  ce  (pii  con- 
duit d'ahoid  à  la  condition 


I 

db 

b  -^  a  -j~ 
da 

db 

da 

db 

b  -\-  a  -j- 
da 

='(:-'^)[/'^"da/ 


se  décomposant  en 


db 
da 


I  =  G, 


db 

h  -\-  a-j- 

da 


b  r:-.a^  C, 
ab  =  C. 


l.a  deuxième  alternative  conduit  à 
(j)  X  ^=  —  C,        y=  —  C,         z  =  o, 

formules  représentant  une  inlinité  de  points  ayant  pour 
lieu  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  la  direction  de 
même  nom  des  axes  des  x  et  desi'  (cas  de  dégénérescence 
de  l'enveloppe). 

La  première  conduit  à 

37  =:  a-,         y  =(a  -\-  C,y-,         ^  =  —  la  —  C 
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OU  bien,  par  I  éliiiiinalion  de  <7,  à 


(-il 


.=,r^c.  =  [^)\ 


équations  représcutauL  une  famille  de  coniques,  au  pa- 
ramètre indeLerininé  C,  dont  les  plans  passent  tous  par 
la  droite  lieu  des  points  (3). 

Pour  l'existence  d'une  surface-enveloppe,  dans  le  cas 
où  les  p.jrarnèlres  a,  h  sont  laissés  indépendants,  il  faut 
que  les  équations  (i)  et  celle-ci 


h 


z{ z  ^^  a  -^  b )  =■  o. 


obtenue  en  égalant  à  o  le  déterminant  diderenticl  de 
leurs  premiers  membres  pris  par  rapport  au  couple 
(a,  Z»),  puissent  être  résolues  par  rapport  à  x,  y^  z.  La 
déconi|)Osilion  de  cette  dernière  équation  conduit  soit  à 

:r  =  —  ab,         y  =  —  nb.  ^  =  o, 

formules  représentant  la  droite  lieu  des  points  (3)  (cas 
de  dégénérescence  de  la  surface-enveloppe),  soit  à 

X  —  a-,         y  =z  b-,  z=—(a-hb), 

représentant  une  surface  vérilable,  pour  l'équation  or- 
dinaire de  laquelle  l'élimination  de  rt,  b  entre  ces  trois 
dernières  formules  conduit  à 

z'—-i(x-hy)z'--+-(j  —  xy-  =  o. 

(jette  surface  est  précisément  celle  qu'engendre  la 
ligne  (4)  (juand  on  y  fait  varier  indélîniment  le  para- 
mètre C. 
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Ckrtificat  uk  -Mkcamqie. 

Pkoblème.  —  li/oiwenient  lelalif  dans  un  plan  d' un 
point  pesant  assujetti  à  y  rester,  le  plan  étant  animé 
d' un  mouvement  liélicoïdal  uniforme  autour  d' un  axe 
vertical. 

Grenoble. 

Certificat  dAstuoxojiie. 

CoMPOSiTioiv'.  —  i"  Dé\>elopper  suivant  les  puis- 
sances de  l'excentricité,  et  en  fonction  des  multiples 
de  l'anomalie  moyenne  :  rajïonuilie  excentrique,  le 
rayon  l'ccteur,  l'anomalie  2>jaie  et  la  longitude  du 
Soleil.  Il q nation  du  centre.  On  négligera  e^. 

a"  Coordonnées  éipiatoriales  du  Soleil.  Equation 
du  temps  :  elle  s'a/tnule  (piatre  fois  par  an. 

Certificat  de  Gau:ul  différentiel  et  intégral. 

Composition.  —  On  considère  une  sphère  de  ra\on 
constant  R  do/it  le  centre  <j.  décrit  une  hélice  ^  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire  de  rayon  r. 

On  demande  de  déterminer  l'arête  de  rehrousse- 
ment  de  la  surface  enveloppe  de  cette  sphère.  On  mon- 
trera quelle  se  compose  de  deux  courbes  distinctes  S, 
S'  jouissani  des  prop/iétés  suivantes  : 

i"  La  sphère  mobile  a  constamment  un  contact  du 
second  ordre  avec  les  courbes  S,  S' 5 

2°  Les  tangentes  aux  courbes  S,  S'  aux  points  >], 
M'  qui  correspondent  à  un  point  ;jl  de  ï  sont  perpendi- 
culaires à  la  tangente  en  <x  /i  ï,  et,  respectivement 
aussi,  aux  droites  M  a,  M'|j.  ; 
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.'>"  La  <i})Ji('re  de  rayon  R  dont  le  centre  décrit  V une 
ou  l'autre  t/es  courbes  S,  S'  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  couibe  ï. 

Cas  particulier  oii  le  rayon  K  de  la  sphère  mobile 
est  celui  de  la  spli<;re  osculatrice  à  l'hélice. 

Solution. 

L'iiélice  élaiit  déliriie  par 
(i)  ç  =  /-coe(',         Y)  =  /-«inc,         ^  = /r/-(', 

l'arèle  de  rclirousseinoiit  de  la  sphère  sera  donnée  par 

(  3  )       (^  —  ^  )  dl  -f-  (  y  —  r,  )  dr,   -^  ( z  —  ^)  d^  =  n. 
(4.)       (.7-  —  'z)di'^-^  (  r  —  v)  d-i-r,  -^  (^  —  r)  f/2^  =  d7'-: 

et  posant 


'^'--V/ TTTi ' 

on  (')»  lire 

.r  =       /,  R,  «in  c  —  /.-  /•  cosc. 


(  5  )  *  y  ^=  —  A"  R 1  ces  f  —  /." 2  /•  si  n  c , 

(   ^  =  Ri  -I-  A/-,;, 

écjualions  qui,  par  une  rulalion  des  axes  auLoiir  de  Oz, 
se  ramènent  à  la  ("orme  (i).  L'arête  de  rehronssement  se 
eompose  donc  de  deux  liëlices  circulaires  S,  S'. 

On  voit  immédiatement  t|ne,  dans  le  cas  particulier 
où  \\  csl  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  à  -,  soit 

R  =  /-(i-hA5),         R,  =  o, 

et  les  deux  courbes  S,  S'  se  confondent  avec  le  lieu  du 
centre  de  courluire  de  l'hélice  '^. 

Les  points  M,  M'  répondant  sur  S  et  S'  à  un  point  a 


(  3'5  ) 

de  i)  sont,  d'après  (3),  (4/5  sur  la  droite  polaire  de  <j.  : 
ees  deux  points  sont  donc  sur  la  dioite  polaire,  à  des 
distances  égales  du  centre  de  courbure. 

Les  propriétés  énoncées  concernant  les  coui'bes  S,  S' 
se  vérilient  immédiatement  à  l'aide  de  (i)  et  de  (5).  Elles 
sont  d'ailleurs  générales  et  subsistent  quelle  cjue  soit  la 
courbe  -. 

Ainsi,  les  équations  (2),  (3),  (4)  expriment  que  la 
sphère  de  centre  M(jc,jj',  z)  a  un  contact  du  second  ordre 
avec  la  couibe  1  au  point  |Jt(ç,  y,,  !^). 

En  dillérentiant  complètemi-nL  (3)  et  tenant  compte 
de  (4),  on  a 

(6)  dx  dl  -i-  dy  dr,  -^  dz  d'C  —  o, 

d'où  résulte  la  perpcndicularité  des  tangentes  en  u  et 
en  M  ou  M'. 

JJe  même,  dillérentiant  (2),  et  tenant  compte  de  (3). 
ou  a 

(-  )  {x  —  "ç,)  dx  -^  {y  —  r^)  dy  -^  {z  —  X,)  dz-  =  o. 

d'où  résulte  la  perpendiculaiiié  de  Ma  et  des  tangentes 
en  M  ou  M'. 

Ces  deux  théorèmes  s'établissent  d'ail leuis  géométri- 
(juement  en  remaïquant  f[ue  les  courbes  S,  S'  sont  dé- 
crites sur  la  surlace  jKtlaire  de  1,  et  (jue  la  distance  aM 
est  inv  aiiahle. 

Enfin,  Tordre  de  contact  de  la  sphère  mobile  et  de 
Tarèle  de  rebronssement  lésulle  (1*1111  théorème  gé- 
néral . 

Dans  le  cas  actuel,  si  l'cin  dillérenlie  (jj  en  tenant 
compte  de  (6  ),  on  a 

{x  —  \)  Sx  -i-{y  —  r,  )  d-y  -!-(-=—  X.)  d^^  z  -{-  ds-  —  o, 
équation  (pii.  jointe  à  (y)  et  à  (2),  exprime  préeisc-ment 


(  •■^-«) 

(|tie  la  splière  a  un  cou  lad  du  second  ordre  avec  l'arèle 
de  rebroussement  de  sa  suilace  enveloppe. 

Epiîeuve  pu.VTrotE,   —    i"   Calculer    1  ^  ;    2"    en 

J     \-+-  X* 

déduire    1         r;    )"  calculer  ce/te  inteisrale  de/i- 

nie  par  la  nu^lhode  de  Caucliy. 

CKisTrricAT  nn:  Mkcamqii:. 

Ij II  tore  homogène  a  son  centre  O  Jixe.  Son  axe, 
qui  lui  est  invariablement  lié,  est  un  tube  à  section  in- 
finiment j)etite,  dont  on  néglige  la  masse,  et  dans  le- 
quel peut  glisser  sans  frottement  un  point  matériel 
pesant  JM.  Le  tube  est  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
ment entre  deux  cercles  horizontaux  fixes  infiniment 
voisins  dont  le  centre  commun  est  sur  la  verticale  du 
point  de  suspension  du  tore,  au-dessus  de  ce  point.  On 
demande  le  mouvement  du  système,  et  plus  particuliè- 
rement le  mouvement  relatif  du  point  M  dans  le  tube. 

Données.  —  On  désignera  par  K  et  Q  les  moments 
d' inertie  du  tore  par  rapport  à  un  diamètre  de  son 
écpiateur  et  par  rapport  a  son  axe  et  par  m  la  masse 
du  point  jM.  On  supposera,  au  début,  le  point  placé 
dans  le  tube,  sans  vitesse  relative,  à  une  distance  /q  du 
point  O  telle  que  l'on  ait 

mr^  =  A, 

le  lore  ayant  un  mouvement  initial  quelconque  compa- 
tible avec  les  liaisons. 

Esquisse  d'lne  som  tion  de  i-'kpuelve  écrite  de   Mécanique. 

On  prendra  pour  orij^incî  le  point  O,  pour  axe  lixe 
des  /•  la  verticale  Or,    en   sens  inverse  de  la  pesanteur, 


(  •>i7  ) 
pour  axe  mobile  Or  la  tlirection  de  l'axe  du  lid)e  qui  fait 
un  angle  aigu  avce  Or.  En  appelant/;,  c/,  r  les  compo- 
santes de  la  l'otation  du  tore  par  l'apport  aux  axes  mo- 
biles, f),  zi  et  'l  les  angles  d'Euler,  es' et  ']/'  les  dérivées  de 
(p  et  'h  par  rapport  au  temps  (6  est  constant  et  aigu),  r 
la  coordonnée  de  M,  /•'  sa  dérivée,  l'extiémité  C  du  vec- 
teur qui  représente  le  moment  résultant  des  quantités 
de  mouvement  de  tout  le  système  par  rapport  à  O  aura 
pour  coordomiées  par  rapport  aux  axes  mobiles 

(X  -+-  rnr-)p,     {X^  m>'^)q,     Cr, 
et  l'on  a 

p  =  ^ino  sinO'V,         ^  =  cosci  sin  O'V,  r  =  o'-f- cosO'V. 

Toutes  les  forces,  la  réaction  du  cercle  comprise,  ont 
des  moments  nuls  par  rapport  à  Or  et  0/"i  ;  on  aura  donc 
deux  intégrales  premières  en  écrivant  que  la  vitesse  ab- 
solue de  C  est  perpendiculaire  à  Or  et  à  O/'i . 

On  trouve  ainsi 

(i)  r=  /-o, 

(2)  (A-!-mr2)sin2  0'y^  A-, 

r^  et  k  étant  des  constantes.  On  pourrait  trouver  ces 
deux  intégrales  en  écrivant  les  équations  analogues  aux 
équations  d'Euler  ;  la  troisième  fournirait  l'intégrale  (1); 
l'élimination  de  la  réaction  du  cercle  sur  le  tube  entre 
les  deux  premières  donnerait  (2). 

L'équation  des  forces  vives  fournit  une  troisième  inté- 
grale fjue  l'on  pourrait  du  i-esle  déduire  de  l'écjuation 
du  mouvement  relatif  de  ÎNI,  la  loi  de  rotation  du  tube 
en  fonction  de  /•  étant  connue. 

L  intégrale  des  forces  vives  peut  s'écrire 

(  A  -f-  nn--)(p--r-  q-)-^  ii^i''-  =  —  nniî^'r  cosO  -h  h, 

h  étant  une  troisième  constante.  Celte  équation   se   ra- 
Ann.  de  Matliémat.,  3'  série,  t..  \VI.  (Novembre  ^^^-.)      33 


(  ^«8  ) 
mène  à  la  suivante  : 

(—  •î^îi'r  cosO  -^  h)( \  -+-  mr-)  —  A-  sin-0 
(  3  )        mr'^-  =  ■■ T--^ :, 

Ou  auue  quatlralure  hyperclliplique  eu  géucral,  mais 
la  discussion  du  mouvement  dépend  seulement  d'un  po- 
lynôme du  troisième  degré 

/(/•)  =  (_2  7/^^/•cosO  +  /0(A-^  7nr2)  — A-^sin^e. 

(i)  et  (2)  donneront  du   reste  o  et  'h  par  de  nouvelles 
quadratures. 

Dans  le  cas  particulier  indiqué,  si  l'on  appelle  (.0  la 
valeur  initiale  de  ■}',  on  peut  écrire 

/(/•)  =  ■2/n{ro—r)A:2{r), 
avec 


o{r)  =  ,^cosO  (  I  -T-  —  )  —  w2  sin2e(7--i-  l'o). 
'       .  \  '"ô  / 

Si  /'o^  o  et 

ff  cosO  —  uj-  sin^Oro  <  o, 

;•  variera  entre  /'o  et  /•,  >>  /-q. 

Si/'o>o, 

ff  cos  0  —  oj-  sin-  0  /'o  >  o  ; 

deux  cas  peuvent  se  présenter  :  Si   '-^(/')  a  ses  racines 

réelles,  elles  sont  comprises  entre  o  et  /q,  et  /•  variera 

entre  /'o  et  la  plus  grande  des  deux.  Si  les  racines  sont 

imaginaires,  /'variera  indéliniment  à  partir  de  /'q,  autant 

du  moins  que  le  lui  permettra  la  longueur  du  tube. 

Si  ;-o>  o, 

ff  cos  G  —  (o2  sin-O/'o  =  o, 

JNIo  est   une  position   d'équilibre  relatif,  r,  '-2' et 'V  sont 
constants. 

Si  rn<^o,  le  point  descend   à   partir  de  M,,  tant   que 
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le  lui  permet  la  longueur  du  tube.  Du  reste,  si  le  point 
quitte  Je  tube,  il  décrira  une  parabole  déterminée  par 
sa  vitesse  au  moment  de  la  soitie  et  le  toie  tournera  de 
façon  que  o'  et  'V  demeurent  constants. 

Dans  le  (as  général,  il  est  facile  de  montrer  que  les 
données  initiales  peuvent  être  clioisies  de  façon  que 
f{i')  aient  trois  racines  données  z'i ,  To,  z'^,  sous  les  con- 
ditions et  restrictions  suivantes  : 

On  devra  d'abord  avoir 

A 

ri  /-a  -\-  r-j  rs  -f-  /•,  /-g  =  —  • 
ni 

Si  elles  sont  toutes  les  trois  réelles,  une  seule  peut 
être  négative  et  elle  doit  être  inférieure  en  valeur  abso- 
lue aux  deux  autres.  Deux  neuvent  devenir  éirales  à  con- 
ditiond  être  plus  grandes  que  o  et  supérieures  en  valeur 
absolue  à  la  troisième  si  elle  est  négative.  Enlin  elles 
peuvent  devenir  égales  toutes  les  trois  à  condition 
d'être  positives. 

Si  une  seule  racine  est  réelle,  elle  [)eut  être;  positive 
ou  négative,  mais  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires 
doit  être  plus  grande  que  o.  La  discussion  du  mouve- 
ment se  ferait  du  reste  bien  simplemen  t  dans  clia([uc  cas. 

Enfin,  on  peut  remarquer  qu'il  eût  été  commode  de 
se  servir  des  équations  de  Lagrange  relatives  aux  va- 
riables o  et  <i>  et  de  l'étiuation  des  forces  vives. 

Ki'ui:tvK  pu.VTiQrK  luc  Mkcanique. 

Une  roue  en  fer  homogène  a  pour  méridien  un  tj-i- 
nngle  isoscè/e  OiV\^  surinonié  d'un  rectangle  ADCD,  et 
la  hauteur  O!'.  du  triangle  OAB  est  perpendiculaire  à 
l'axe  00'  de  la  roue.  On  a 

OE  —  i'",         Ai*.  =  o"',5o,         AD  —  ()"',7.o. 
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Le  poids  spécifique  du  fer  dont  est  Jaite  la.  roue  est 
y .  7 .  On  prendra  de  plus  g^  =  9'" ,  8  et  ~z=  3^  1 4 1  (î  • 


i"  On  demande  le  moment  d'inertie  de  la  roue  par 
rapport  à  son  axe. 

2°  L' axe  de  la  roue  étant  horizontal  et  fixe,  un 
cordon  qui  s'enroule  sur  la  roue  porte  à  son  extrémité 
un  poids  de  oo"^.  Le  cordon  est  vertical  et  la  roue  est 
animée  à  un  instant  donné  d 'une  vitesse  de  trente  tours 
à  la  minute  qui  tend  à  soulever  le  poids.  On  demande 
à  quelle  hauteur  il  s'élèvera  si  l'on  abandonne  le  sys- 
tème à  lui-même.  On  néglige  les  résistances  passives  et 
le  poids  du  cordon  que  Von  suppose  tendu  à  V instant 
considéré. 


AGRÉGATION'  DES  SCIENCES  HIATHÉMATIOUES. 
COXCOLRS  DE  1895  ('). 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  un  triani^Ie  T  et  l'on  considère  lij  triangle  T'  qui 
a  pour  sommets  les  projections  orthogonales  d'un  point  M  sur 
les  côté  du  triangle  T. 


(  '  )  Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  n'ont  pas  publié  les 
sujets  du  concours  d'Agrégation  en  1899.  Nous  crojons  répondre  au 
désir  d'un  grand  nombre  de  nos  lecteurs  en  comblant  cette  lacune. 

(Les  Rédacteurs.) 
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i"  Démontrer  que,  si  le  point  M  décrit  une  droite  A  dans  le 
plan  du  triangle  T,  les  côtés  du  triangle  T'  enveloppent  trois 
paraboles  P,  Pj,  P2. 

Ces  paraboles  sont  inscrites  dans  le  même  angle;  on  con- 
struira leurs  foyers  et  leurs  directrices. 

Quelle  position  doit  occuper  la  droite  A  pour  que  ces  trois 
paraboles  soient  tangentes  en  un  même  point? 

2"  Comment  faut-il  choisir  la  droite  A  pour  que  les  direc- 
trices des  trois  paraboles  P,  Pi,  P2  concourent  en  un  même 
point  H  à  distance  finie? 

La  droite  A  se  déplaçant  de  manière  à  satisfaire  à  cette  con- 
dition, trouver  le  lieu  du  point  H. 

3°  Démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  droite  A  autour 
d'un  point  fixe  K,  la  directrice  de  la  parabole  P  passe  elle- 
même  par  un  point  fixe  I. 

Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  Kl  lorsque  l'un  des  points  K 
ou  I  décrit  une  droite  donnée. 

4°  A  un  point  K  correspondent  trois  points  :  I,  Ii,  I2,  rela- 
tifs aux  directrices  des  paraboles  P,  Pi,  P2. 

On  demande  quelle  position  doit  occuper  le  point  K  pour 
que  les  trois  points  I,  Ji,  I2  soient  en  ligne  droite,  et  l'on  pro- 
pose de  démontrer  que,  si  le  point  K  se  déplace  de  manière  à 
satisfaire  à  cette  condition,  la  droite  I,  Ii,  U  tourne  autour 
d'un  point  fixe. 

MatJiéniatiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  E  qui,  rapporté  à  ses  plans  princi- 
paux, a  pour  équation 

^'       Z!  _!-  f!  _     - 
a-        b'-    '    c- 

et  une  sphère  de  rayon  /•  et  de  centre  Pi.{xo,  yo,  Zq)- 

On  considère  les  quadriques  S  qui  sont  tangentes  à  tous  les 
plans  tangents  communs  à  la  sphère  et  à  l'ellipsoïde  E  ;  du 
point  A  l'on  abaisse  une  normale  AP  sur  l'une  des  qua- 
driques S,  et  au  pied  P  de  cette  normale  on  mène  le  plan 
tangent  II  à  cette  quadrique. 

I"  Prouver  que  le  plan  li  est  le  plan  polaire  du  point  A  par 
rapport  à  une  surface  II,  liomoiucale  à  l'ellipsoïde  E,  rcpré- 
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sentcc  par  J'ôrjuation 

Ilp  =  — p ■-   ji !-  --,^ I  =  O. 

'^       a-  —  p        0-  —  p        c-  —  p 

■î°  Prouver  que  le  plan  Q  est  le  plan  polaire  du  point  A  par 
rapport  à  l'une  des  quadriques  S;  prouver  qu'il  est  aussi  un 
plan  principal  pour  une  autre  de  ces  quadriques. 

Les  réciproques  de  ces  propositions  sont-elles  vraies? 

3°  Par  tout  point  M  de  l'espace  il  passe  trois  plans  H  po- 
laiics  du  point  A  par  rapport  à  trois  quadriques  H),,  Hy.,  Hv  du 
système  homofocal.  Exprimer  les  coordonnées  du  point  M  en 
fonction  des  paramètres  À,  ;ji,  v. 

Déduire  des  expressions  ainsi  obtenues  le  lieu  des  points  ^I 
pour  lesquels  les  trois  plans  II  sont  rectangulaires. 

4°  Trouver  ce  que  deviennent  les  expressions  des  coordon- 
nées du  point  jM,  soit  quand  ce  point  est  sur  la  développable 
enveloppée  par  le  plan  H,  soit  quant  il  se  trouve  sur  l'arête  de 
rebroussement  de  cette  développable.  En  conclure  le  degré  de 
la  développable  et  la  nature  de  son  arête  de  rebroussement. 

5"  Tout  plan  n  coupe  la  développable  suivant  la  génératrice 
de  contact  et  suivant  une  conique.  De  quelle  espèce  est  cette 
conique?  En  connaît-on  des  tangentes  remarquables? 

G°  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  diverses  coniques. 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
f^éo  métriques. 

On   considère  la  courbe  C  représentée  par  l'équation 

(ar^-4-jK-)  (a;"-  -\-  o.axy  ^ y-)  -^  xy  —  o, 

oij  a  désigne  un  paramètre  arbitraire. 

Le  paramètre  a  ayant  une  valeur  quelconque  : 

i"  Déterminer  le  gcni-c  de  la  courbe  C. 

•2"  Former  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  rela- 
tives à  cette  courbe. 

3°  Former  une  intégrale  de  troisième  espèce  devenant  in- 
finie au  point  double  de  la  courbe  C. 

4"  Ecrire  à  l'aide  de  ces  intégrales,  par  l'application  du  tliéo- 
rème  d'Abel,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
quatre  points  de  la  courbe  C  soient  en  ligne  droite,  ainsi  que 


j 
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les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  huit  points 
de  cette  courbe  soient  sur  la  même  conique. 

Examiner  le  cas  particulier  où  la  droite  et  la  conique  pas- 
sent sur  le  point  double  de  la  courbe  C. 

5°  Trouver  combien  il  y  a  de  systèmes  de  coniques  touchant 
la  courbe  G  en  quatre  points  Mj,  M.^,  M^,  M4. 

6°  Déterminer  les  valeurs  du  paramètre  A  pour  lesquelles  le 
genre  de  la  courbe  G  s'abaisse. 

On  étudiera  en  particulier  l'hypothèse  a  =  o  et  l'on  résou- 
dra les  problèmes  suivants  pour  la  courbe  particulière  D  qui 
correspond  à  cette  hypothèse  : 

I.  Que  deviennent,  pour  la  courbe  D,  les  intégrales  de  pre- 
mière espèce  relatives  à  la  courbe  générale  C? 

II.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  quatre  points  de  la  courbe  D  soient  en  ligne  droite  et  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  huit  points  de 
cette  courbe  soient  sur  une  conique. 

III.  Trouver  combien  il  y  a  de  systèmes  de  coniques  tou- 
chant la  courbe  D  en  quatre  points  Mi,  Mo,  M3,  M^. 

IV.  Déterminer  les  points  d'inflexion  et  les  tangentes  dou- 
bles de  la  courbe  D. 

Composition  de  Mécanique  i-ationnelle. 

On  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme  d'un 
cône  droit  dont  le  raj'on  de  base  est  R.  Le  centre  de  gravité 
de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O  de  l'axe  de  révolution  du 
cône,  à  une  distance  R.  de  sa  base. 

L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  S  relatif  au  centre  de  gravité  0 
est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  O, 
supposé  fixe,  et  la  circonférence  de  sa  base  est  tangente  à  un 
plan  horizontal  fixe  D  situé  au-dessous  du  point  O  à  une  dis- 
tance K  de  ce  point. 

Etudier  le  mouvement  du  corps  S  en  supposant  que  la  cii- 
conféreuce  de  base  du  cône  glisse  avec  frottement  sur  le 
plan  11. 

Galculor  la  réaction  ihi  plan  II  et  colle  du  point  fixe  O. 

Conditions    initiiihs.  Soient    OO'     la    perpendiculaire 
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abaissée  tlii  point  O  sur  le  plan  II  et  OC  la  position  initiale  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  ])oint  O  sur  la  base  du  cône: 

A  l'époque  Z  =  o,  l'axe  instantané  de  rotation  est  situé  dans 
l'angle  COO'  et  le  sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de 
telle  sorte  que  le  corps  S  appuie  sur  le  plan  O. 


CO^COIIIS  D'AGRÉGATIO\  DE  1895. 
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Par  un  CORRESPONDANT  ('). 


Première  et  deuxième  Partie.  —  Je  rappelle  la 
proposition  bien  connue  suivante  : 

Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  à  toutes 
les  quadriques  d'un  faisceau  langentiel  est  une  droite  ; 
chaque  point  de  cette  droite  est  le  pôle  du  plan  par  rap- 
port à  une  surface  déterminée  du  faisceau.  En  particu- 
lier, le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux 
quadriques  lioinofocales  est  une  droite  perpendiculaire 
à  ce  plan. 

Cela  posé,  je  considère  le  faisceau  tangentiel  des 
quatiriques  S  inscrites  dans  la  développable  circonscrite 
à  un  ellipsoïde  £  et  à  une  sphère  i!  de  centre  A;  je  dis 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
plan  n  satisfasse  à  la  condition  indiquée  dans  l'énoncé, 
d'être  tangent  à  une  quadrique  S,  au  pied  P  d'une  nor- 
male issue  de  A,  est  que  ce  plan  soit  perpendicidaire  à 
la  droite  joignant  le  point  A  à  son  pôle  p  par  rapport  à 
l'ellipsoïde  E. 


(')    Voir  réiiniicc,  ci-dessus,  p.>51.   ^2/ 
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La  condition  est  nécessaire,  car  si  j'appelle  q  le  pôle 
du  plan  II  par  rapport  à  la  sphère,  ce  point  est  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  A  sur  le  plan;  cette 
perpendifuilairc;,  contenant  les  pôles  P  et  </  de  H  par 
rapport  à  S  et  S,  passera  par  le  pôle  p  du  même  plan  If 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  E,  et  kp  sera  bien  perpendi- 
culaire à  n. 

La  condition  est  suffisante,  car  si  la  droite  kp  est  per- 
pendiculaire à  n,  elle  passe  par  le  pôle  q  de  ce  plan  par 
rapport  à  1'-,  comme  elle  passe  par  p  et  </,  elle  est  le  lieu 
des  pôles  du  même  plan  par  rapport  à  toutes  les  qua- 
driques  S-,  le  point  P,  commun  à  la  droite  et  au  plan, 
est  alors  le  point  de  contact  de  celle  des  quadriques  S 
qui  est  tangente  au  plan,  et  la  noimale  à  cette  surface 
passe  bien  par  le  point  A. 

Les  plans  II  qui  satisfont  à  la  condition  précédente 
constituent  un  ensemble  bien  connu  de  plans  ;  les  points /^ 
sont  les  points  de  la  cubique  des  pieds  des  normales 
abaissées  de  A  sur  l'ellipsoïde  E,  et  les  plans  H  sont  les 
plans  de  la  développable  de  troisième  classe,  polaire 
réciproque  de  cette  cubique  par  rapporta  cet  ellipsoïde; 
cette  développal)le  est  inscrite  dans  le  tétraèdre  formé 
par  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  de  l'infini.  La 
cubique  et  la  développable  précédentes  jouent  dans 
l'espace  le  même  rôle  que  l'Iiyperbole  d'Apollonius  et 
la  parabole  de  Cbasles  dans  la  théorie  des  coniques. 

Etant  donné  un  plan  If,  le  lieu  de  ses  pôles  par  rap- 
port aux  quadriques  S  est  la  dioite  A/?;  c'est  aussi  b; 
lieu  des  pôles  du  même  jilaii  par  rapport  aux  (jua- 
driques  li,  homofocales  à  l'ellipsoïde,  d'après  la  pro- 
priété de  Kp  de  passer  par  p  et  d'être  normale  au  plan  il . 
Le  point  A  de  cette  droite  est  alors,  comme  on  le  sait, 
le  pôle  de  fl  par  rap[)ort  à  une  <|uadri(|ue  S  et  aussi  par 
lappurt  à  une  (|uadri(jue  11  ;  les  réci[>roques  sont  exactes. 
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Si  A  fsl,  en  ejl'cl.  le  pôle  de  II  par  rapport  à  une  (jua- 
drique  S,  A  y  est  le  lieu  des  pôles  de  II  par  rappoit  à  ees 
quadriques,  et  elle  est  perpendiculaire  à  ce  plan  H,  qui 
satisfait  dès  lors  aux  conditions  de  l'énoncé-,  si,  d'autre 
part,  A  est  le  pôle  de  n  par  rapport  à  une  quadrique  H, 
le  lieu  des  pôles  de  II  par  rapport  aux  hotnofocales  H 
est  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  le  plan  II,  et 
cette  droite  contient  le  pôle  p  par  rapport  à  l'ellip- 
soïde E;  A/7  est  donc  encore  perpendiculaire  au  plan  H. 
On  voit  ainsi  que  la  développable  constituée  par  les 
plans  n  est  identique  à  la  développable  formée  par  les 
plans  polaires  de  A  par  rapport  aux  quadriques  H  liomo- 
focales  à  E. 

En  considérant  maintenant  le  point  à  l'infini  sur  la 
droite  Apq  normale  au  plan  II,  ce  point  est  le  pôle  du 
plan  n  par  rapport  à  une  quadrique  S;  cette  quadri(|ue 
admet  alors  le  plan  II  comme  plan  principal.  Récipro- 
quement, si  un  plan  II  est  plan  principal  d'une  qua- 
drique du  faisceau  S,  le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  de  ce  faisceau  est  la  normale  au 
plan  jnenée  par  le  point  </,  qui  est  son  pôle  par  rapport 
à  la  sphère  S,  et  cette  normale  passe  par  A;  dès  lors  le 
])lan  n  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé. 

Troisième  cL  qualticinc  ParLie.  —  Par  un  point  M 
de  l'espace  passent  trois  plans  de  la  développable 5  cha- 
cun deux  est  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  une 
seule  surface  H;  on  peut  donc  considérer  comme  coor- 
données particulières  de  INI  les  paramètres  déterminant 
les  trois  quadriques  homofoeales  correspondant  aux 
irois  plaîîs  issus  de  ce  point. 

Pour  exprimei-  les  coordonnées  x,  y,  ^  du  point  JNI 
au  moyen  des  trois  paramètres  A,  a,  v  des  quadiiques 
précédenlcs  ,    nous    considérerons    le   plan    polaire    du 
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point  A  (.r„,  l'o,  z„)  par  rapport  à  la  surface 

.T-                 y-                 z- 
Hp  = h  —^ 1 ^ I  =  o, 

^        a-  —  p       •  6-  —  p         c-  —  p 

lioniolocale  à   l'ellipsoïde;   les  coordonnées  de  ce  ]:)lan 
sont 

a-  —  p^  6-  —  p  '  f-  —  p  ' 

ces  é(|ualions  définissent,  lorsque  p  vaiie,  les  plans  suc- 
cessifs de  la  développal)le. 

En  écrivant  (|ii'un  de  ces  plans  j)asse  par  le  point 
[x,y,z)  on  a  une  équation  en  p  qui  est  du  troisième 
degré;  en  désignant  par  À,  ijl,  v  ses  trois  racines,  on  a 
idenlitpictnenl 

■TTo    ^    .r.ro    ^     :;-::o    _    _  _(?  —  ^0( p  —  m-) ( ?  --  v) 


a-  —  p         ù-  —  p    '     c-  —  p  (a-  —  ?  )  (  ^'^  —  P )  ( c-  —  p  ) 

et  la  méthode  classi(jue  de  décomposition  du  second 
membre  en  fiactions  siiiiples  donne  les  valeurs  sui- 
vantes pt)iir  X,  j',  z  : 

_  fa'— X)(a2— [Ji)(a2  — v) 


('■*)  <  J- 


(Z>^—  X)(b-i—  ;jl)(62— y) 

-„(«2_c2)(62_c=i) 


Si  1  on  sn[)|)ose  dans  ces  Ibrmules  (jue  les  deux  nom- 
bres 'X  et  V  deviennent  éiiaux,  et  si  l'on  y  rcirarde  À  et  u. 
comme  j)ai'amèties  variables,  elles  définissent  la  sur- 
face déveloj)pal)le  du  quatrième  ordre,  envelop[)e  des 
|)Ians  II;  lorscpi'on  v  laisse  u  constant,  x,  -)',  z  sont  les 
coordonnées 'di?s  points  successifs  d'une  génératrice  de 
celle  surface-,  au  coniiaire,  lorsqu'on  y  laisscî  À  con- 
stant, ^•,    )  ,   3   sont   les  cooi'données   des   points  d  une 
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conique;  celte  conique  est  située  dans  le  plan  polaire 
de  A,  par  rapport  à  la  surfaee  H),  et  constitue  une  partie 
de  l'intersection  de  la  surface  développable  par  ce  plan; 
le  reste  de  l'intersection  est  consiilué  par  la  génératrice 
de  contact  de  ce  même  plan  et  de  la  surface,  cette  gé- 
nératrice étant  comptée  comme  droite  double. 

Si  l'on  suppose  que  À,  [j.  et  v  deviennent  égaux,  les 
formules  donnant  x,  y,  z  définissent  alors,  quand  \ 
varie,  les  points  successifs  de  la  cubique  gauche  arête  de 
rebroussement  de  la  développable;  cette  cubique  admet 
comme  plans  osculateurs  particuliers  les  trois  plans  de 
coordonnées  et  le  plan  de  l'infini. 

Je  vais  montrer  que  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels 
les  tiois  plans  II  qui  y  passent  sont  rectangulaires  est  la 
droite  OA;  cette  droite  joue  pour  la  développable  le 
même  rôle  que  la  directrice  pour  une  parabole.  Pour 
cela,  je  remarque  d'abord  que  les  plans  H  sont  en  môme 
temps  les  plans  principaux  des  quadriques  du  faisceau 
tangentiel  S;  les  centres  de  ces  quadriques  ont  précisé- 
ment pour  lieu  la  droite  OA,  et  de  chaque  point  de  cette 
droite  sont  issus  trois  plans  II  rectangulaires,  savoir  les 
plans  principaux  de  la  quadrique  S  ayant  son  centre  en 
ce  point. 

Il  reste  à  faire  voir  qu'il  ne  peut  exister  d'autres 
systèmes  de  plans  H  formant  un  trièdre  trirectangle  que 
ceux  que  nous  venons  de  mentionner;  supposons  en 
effet  qu'il  en  existe,  considérons  l'un  d'eux,  et  désignons 
par  Et,  l'un  des  trois  plans  qui  le  constituent,  par  ITo  et 
ris  1^'s  deux  autres  et  par  D,  l'intersection  de  ces  derniers. 
Le  plan  II,  est  plan  principal  pour  une  quadrique  que 
nous  appellerons  S»  et  dont  nous  désignerons  le  centre 
par  M,  -,  ce  point  M)  est  le  sommet  d'un  trièdre  trirec- 
tangle constitué  par  les  plans  principaux  de  S|,  et  dont 
les  laces  appartiennent  à  la  développable  des  plans  -; 
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l'une  fh;  ces  faces  est  le  plan  II,,  et  les  deux  autres  vont 
passer  par  le  point  d,  situé  à  l'infini  dans  la  direction  D, 
qui  est  normale  à  II,, 

Or  par  ce  point  c/,  ne  [)assent,  outie  le  plan  de  l'in- 
fini, que  deux  plans  de  la  développable  ;  on  en  conclut 
que  les  plans  ITo  et  Ilg  ne  peuvent  différer  des  deux  autres 
plans  principaux  de  Si,  et  que  le  sommet  du  trièdre  pri- 
mitif doit  se  confondre  avec  M). 

Nous  avons  ainsi  montré  que  les  systèmes  de  trièdres 
trirectangles  formés  de  plans  de  la  développable  sont 
identiques  aux  systèmes  de  plans  principaux  des  qua- 
driques  S  successives. 

Cinr/uièine  et  sixième  Partie.  —  La  section  de  la 
surface  enveloppe  des  plans  ïl  par  un  de  ces  plans  se  com- 
pose, avons-nous  dit,  de  la  génératrice  de  contact  comptée 
comme  droite  double,  et  d'une  conique  enveloppe  des 
traces  des  autres  plans  de  la  développable  sur  le  premier. 
Cette  conique  est  complètement  déterminée,  car  elle  est 
tangente  à  la  génératrice  de  contact  de  son  plan,  et  aussi 
aux  traces  de  ce  plan  sur  les  plans  de  coordonnées  et  sur 
le  plan  de  l'infini  :  elle  est  donc  une  parabole. 

Nous  déterminerons  par  le  calcul  le  lieu  des  foyers  de 
ces  paraboles,  en  cherchant  les  coordonnées  du  foyer  de 
celle  de  ces  courbes  qui  est  située  dans  un  plan  donné 
de  la  développable.  Si  nous  nous  reportons  aux  équa- 
tions (2)  et  si  nous  y  supposons  A  fixe,  a  et  v  variables, 
elles  fournissent  les  coordonnées  des  points  du  plan 
représenté  par  l'équation 


'-—l 


et  ce  plan,  que  nous  appellerons  0),,  appartient  à  la  dé- 
veloppable. A  chaque  système  de  valeurs  données  à  [j. 
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et  à  V  correspondeiiL  deux  autres  plans  U,j^  et  ïl^  repié- 
seutés  par  les  équations 

■■r-rn  yvo  --n 

'  '  I  =  o, 


a-  —  [Ji        b-  —  \t.        c-  —  y. 

TXg  yjo  ZZq 


[  =  o, 


et  les  traces  de  ces  deux  plans  sur  le  premier  sont  deux 
tangentes  à  la  ])arabole  qui  y  est  contenue;  enfin,  les 
valeurs  de  x,j'^  z  fournies  par  les  équations  (ci)  sont 
précisément  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de 
ces  deux  tangentes. 

Pour  que  ce  point  soit  le  loyer  de  la  parabole  du 
plan  ri).,  il  faut  et  il  suffit  que  les  droites  d'intersection 
de  ce  plan  avec  les  plans  0^.  et  11,;  soient  deux  droites  iso- 
trop(;s,  c'est-à-dire  rencontrent  le  cercle  imaginaire  de 
l'infini. 

Ces  conditions  sont  exprimées  par  la  relation  iacile  à 
obtenir 

<Ï>([X)  --=   V_^2  -2(i2_  c5)2(«2_  X)2(«2_   ,^)2=  o 

et  par  la  lelation  analogue  <î>(v)  ^=  o  obtenue  en  rem- 
plaçant u-par  V5  autrement  dit,  les  deux  paramètres  |ji.et  v 
doivent  être  les  deux  racines  de  l'équation  <ï)(tjL)  =  o, 
où  À  est  fixe,  et  où  a  est  l'inconnue. 

Il  suijit  de  transporter  les  valeurs  de  ces  racines  à  la 
place  de  [j.  et  v  dans  les  iornudes  (2)  pour  obtenir  les 
coordonnées  du  foyer;  la  valeur  de  x  est 

X-X,(^b  a){C  a)  v^«2_X^2^62_,2)2_^2^2  ' 

et  celles  de  }"  et  de  ~  sont  analogues. 

Ou  voit  que,  lorsque  ).  varie,  le  foyer  décrit  une 
cubique  gaucbe. 
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THEORIE    DES    REG!0\S; 

Par  m.  E.  CAHEN. 


1.  On  sait  que  ii  points  distiiuls  dëLenuiiieiit  sur 
une  droite  n  -\~  i  segments. 

Dans  un  plan,  n  droites,  dont  deux  quelconques  ne 
sont  pas  parallèles,  et  dont  trois  quelconques  ne  passent 
pas  par  un  même  point,  déterminent 

n  {  n  —  1  )        n 
•1  '     I     ' 

régions. 

Dans  l'espace,  «plans,  dont  trois  ({uelconcpies  ne  sont 
pas  parallèles  à  une  même  droite  -et  dont  quatie  f|uel- 
eonques  ne  passent  pas  par  un  même  point,  déter- 
minent 

n  {  n  —  nin  —  a)        n  {n  —  ti        n 


2.  Ces  formules  se  généralisent.  Considérons,  dans 
Tespace  à  p  dimensions,  //  variétés  ù  p —  r  dimensions. 

Supposons  que  p  +  i  quelconques  de  ces  variétés  ne 
passent  pas  par  un  même  point  et  (jue  p  quelconcpies  ne 
soient  pas  parallèles  à  une  même  variété  à  une  dimension. 
.Je  dis  que  le  nombre  de  régions  qu'elles  forment  est 

|,,,  _  n{ii  —  \).  ..{n  —p  -f-i) 


I  .  '2  .  .  ./> 
Il  {il  !)...(«  — p  -i-  9.) 


\  .-x.  .  .{p  —\)  '    '     '    '      1 

Ann.de  Ifu/liémat.,  3' série,   l.  \VI.   (  Déii-niliro  iSi);  )      34 
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Celte  formule  s'élablirait  d'uiK;  faron  analogue   aux 
précédentes.  On  établirait  d'abord  la  formule 

pP TtP         ,    rtP-i  . 

'    Il  ^H-1   "^    •    «-1  ' 

puis,  de  procbe  en   proclie,  on  en  déduirait  la  formule 
précédente. 

3.  L'énoncé  purenaent  algébrique  de  la  question  pré- 
cédente est  le  suivant  : 

Etant  données  n  fonctions  linéaires  de  p  variables, 
de  combien  de  combinaisons  de  signes  sont-elles  suscep- 
tibles ? 

On  suppose  que  les  déterminants  d'oidre  p -h  i , 
formés  avec  les  coejfficients  des  variables  et  les  termes 
indépendants  dans  p  -4-  i  fondions  quelconques,  ne 
soient  pas  nuls,  et  qu  il  en  soit  de  même  des  détermi- 
nants d  ordre  p  formés  ai'ec  les  coefficients  des  r>n- 
riables  dans  p  fonctions  quelconques. 

Dans  ces  conditions,  ce  nombre  est   P^'^. 
llemar(|uons  ([ue,  si  nSp, 

pp  —  .y, 

'ri  —    ■'■     ) 

ce  qui  veut  dire  que  les  /i  fonctions  peuvent  prendre  tous 
les  signes  possibles.  Autrement  dit  : 

Un  système  de  n  inégalités  du  premier  degré  à  p  in. 
connues,  dont  les  premiers  membres  satisfont  aux 
conditions  indiquées  plus  haut  est  toujours  compatible 
si  n  ^  p. 

A.    Théorème 

p/"  _u  V>n-p-\  —  ^n 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de  la  formule 
qui  donne  Pf^. 
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o.  Maintenant,  étant  données  n  fuuetiuns  linéaires 
X,,  Xo,  .  . ,  X„  à  p  variables  a  , ,  .r^,  .  •  . ,  Xp^  satisfai- 
sant aux  conditions  j)récédentes,  quelles  sont  les  combi- 
naisons de  signes,  au  nombre  de  P^^,  dont  elles  sont 
susceptibles? 

Supposons  que  nous  sachions  résoudre  ce  problème 
pour  la  valeur  ii  —  i  de  l'indice  //.  Soit  C  une  combi- 
naison de  signes  possibles  pour  les  fonctions  X|, 
Ao,  •  .  . ,  A«_) . 

Aous  allons  chercher  de  quel  signe  est  susceptible  X^, 
étant  donné  que  X|,  X2,  •  .  • ,  X«_,  ont  les  signes  de  la 
combinaison  C.  Nous  recommencerons  cette  détermina- 
tion pour  toutes  les  combinaisons  C  et  le  problème  sera 
résolu. 

D'abord,  la  fonction  X/,  est-elle  susceptible  des  deux 
signes  (')?  Si  oui,  elle  sera,  par  continuité,  susceptible 
de  s'annuler.   Posons  donc  X„  =  o. 

On  tire  de  cetle  équation  la  valeur  de  x p,  par 
exemple,  en  fonction  de  J"i,Xo,  ...,Xp_(.  On  porte 
cette  valeur  dans  les  fonctions  X,,  Xo,  .  .  .,Xrt_i.  Ces 
fonctions  deviennent  fonctions  de  p  —  1  variables,  et 
l'on  verra  si  ces  fonctions  sont  susceptibles  des  signes 
de  la  combinaison  C.  Si  oui,  c'est  que  cette  combinaison 
est  compatible  avec  les  deux  signes  de  X,^. 

Sinon,  elle  n'est  compatible  qu'avec  un  signe  de  X„ 
qu'il  reste  à  déterminer.  11  suffit  pour  cela  de  substituer 
dans  X„  un  système  de  valeurs  de  x^,x■i^  .  .  .  ,.rp  donnant 
à  X( ,  Xo,  .  .  . ,  X«_i  les  signes  de  la  combinaison  C  ;  ou 
encore  un  système  de  valeurs  annulant  p  de  ces  fonc- 
tions et  donnant  aux  n  — p  —  1  autres  les  signes  de  la 
combinaison  C  (-). 


(  '  )  En  langage    géométrique  :  la  variété    X„  =  0    Iraverse-l-clie  la 
région  C? 

(-)  En  langage  géumé'riifiie  :   un  soinmcl  tic  l:i  région  C. 
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Ce  système  de  valeurs  n'annule  pas  X«,  puisque,  par 
hypothèse,  p  -f-  i  fonctions  ne  s'annulent  pas  pour  une 
même  valeur  des  variables.  On  obtient  donc  pour  X„ 
un  certain  signe  qui  est  le  signe  cherché. 

Les  calculs  sont  très  simples  pour  p  z=  i .  Pour  p  =  2^ 
la  représentation  géométrique  est  très  facile  à  effectuer 
exactement,  et  remplace  avantageusement  le  calcul. 

6.  Nous  allons  montrer  que  le  cas  de  p-\-h  fonc- 
tions à  p  'variables  se  ramène  à  celui  de  p  -\-  h  fonc- 
tions à  h  —  I  variables. 

Le  problème  est  ainsi  simplifié  si 
h  — 1</>. 

Soient  X, ,  Xo,  .  .  . ,  X^,  X^^, ,  .  .  . ,  X^^/^  ces  p  +  h 
fonctions  linéaires  de  p  variables. 

Cherchons  à  déterminer  a, ,  a^,  .  .  . ,  a^,  7.^,^1 ,  .  .  • ,  '^p+h 
de  façon  que 

(i)     alXl^-  a2X2-!-. .  .-\-7.pXp-T-  ap+îX,,_H,-4-. .  .^'■j.,,^n'S.p+h- 
soit  identiquement  nulle. 

Nous  obtenons  p  -\-  \  équations  linéaires  entre  les 
p  H-  h  quantités  a  ;  nous  pourrons  exprimer  ces  p-\-  h 
quantités  en  fonctions  linéaiies  de  h — i  variables. 
Déterminons  les  P^^/^  combinaisons  de  signes  dont  elles 
sont  susceptibles.  Ces  combinaisons  sont  impossibles 
pour  les  fonctions  X,  j)uisque  l'expression  (i)  est  iden- 
tiquement nulle. 

Ce  sont  d'ailleurs  toutes  les  combinaisons  de  signes 

impossibles  pour  les  fonctions  X.  En  effet,  le  nombre 

de  ces  combinaisons  impossibles  est  2^+''' — •  P^^.^-  Or  ce 

nombre  égale  P^^^  d'après  le  théorème  du  n"  4. 

Exemple  : 

Xj  =  3a",^-a"2 — 3-3-1-  1, 
X,  =  .ri  -h  3-2  -f-  a"3  -M , 

X3  =  ^Xi  —  Xi~>r-  23-3-1-  3, 

X4  =  6a7i-i-  23-2  —  5.r3-i-  6, 
X5  =  2  ri  —  2  3-2  -1-  3:3  -!-  1 1 . 


Posons 


a,X 


d'où 


1 .  V  1  ■ 
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ajXî-l-  3^3X3+  «4X4-+-  3:3 X,5^ 


Oî 


d'où 


3  Xi  -t-  3(2-1-  4  «3 -4-  60:4-+-      27.3  =  0, 

a] -f- «2 —     «34-224 —    2aj  ==  o, 

—  «1-1-7.2-1-2  73 5^.44-  73  =  0, 

■23:1  -I-  «2+  3  73-1-  G 74-1-  I  I  23  =  O, 


«1 

= 

463  as  — 

19 

41 

0.2 

= 

—  i65ag 

H- .5 

41 

«3 

= 

—  94  «5 

—  22 

41 

—  i55a; 

—  4 

41 


Les  combinaisons  de  signes  possibles  pour  a,,  a2,  as, 
a/,,  y-s  et  par  suite  impossibles  pour  X|,  Xo,  X3,  X-,,  X5 
sont  contenues  dans  les  colonnes  du  Tableau  suivant, 
dont  la  construction  est  facile  à  comprendre. 


^5 

X     — 

I 

-4  - 

1 1 

'     '9 

33    403   +=" 

35    47 

«I 

- 

— 

— 

— 

— 

-i- 

a  2 

-1- 

-1- 

-+- 

-1- 

— 

— 

«3 

-1- 

-\- 

— 

— 

— 

— 

«4 

-h 

— 

— 

— 

— 

— 

«.5 

— 

— 

-H 

4- 

-1- 

7.  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  suppose  que/7  -\-  1 
quelcoiujues  diîs  variétés  ne  passaient  pas  par  un  même 
point.  Voyons  ce  qui  arrive  dans  ce  cas,  ou   plus  gêné- 
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I  alciiieiil  ce   qui    aiiive   lorsque  A    des  vai'iélés  a  p  —  i 
tliiiu'Jisions  |)assent  par  une  variété  de  dimension  li. 

Soit  P^(A',  h)  le  nombre  de  régions  formées.  On  peut 
calculer  ces  expressions  de  proche  en  proche  parla  for- 
mule 

p/j ( A-,  h  )  =  p/; _i  (  /.-,  h  )  -I-  p/;zî  (A-,  h  —  i), 

valable  pour  n  —  i^A',  et  cpii  ramène  le  calcul  île 
P^(A^,  h)  à  celui  de  Pf  (A,  //).  Ce  dernier  se  fera  au 
moyen  de  la  formule 

F'i (  A-.  h  )  =  p;;_ ,  (  A  - 1 .  //  .1  ^  p;;ii  (  a-  - 1 ,  a  ). 

Ou  arrive  ainsi  [)ar  un  calcul  de  récurrence  sans  dif- 
ficulté à  la  formule  générale 


+  Gn(i+Gi) 

C^  désignant  comme  à  l'ordinaire  l'expression 
;•(/•—  i). .  .(/•  —  s  -+- 1) 


Cette  formule  est  générale  en  faisant  les  conventions 
(jue 

lorsque  h^ — i  et  que 

PP{k,h)     ou     i>'> 

sont  égaux  à  un  quand  p  =  o  et  à  zéro  quand  />  est  né- 
gatif. 

8.   Une  autre  singulaiilé  que  peuvent   présenter   les 
Il  variétés  c'est  que  k  d'entre   elles  soient  parallèles  à 
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une   luèine    variélé    de    dimension    li.    Si    l'on   appelle 
n^(/r,  h)  le  nombre  de  régions  formé,  on  trouve 

\v>{k,  /o  =  (i - c;,  +  . . .+  cr") (•  - c,u-f-. . .+  c^,.) 


-+-  ^',U- 

9.  Maintenant  si  l'on  considérait  n  variétés  k  p  —  i 
dimensions  dont  k  passent  par  une  variété  de  dimen- 
sion /z,  k'  par  une  variété  de  dimension  h\  etc.,  /r,  sont 
parallèles  à  une  variété  de  dimension  /z,,  h\  à  une  va- 
riété de  dimension  //, ,  etc.  ;  sans  établir  de  formule  gé- 
nérale, on  pourra,  en  tout  cas,  calculer  le  nombre  de 
régions  formées. 

Par  exemple,  cherchons  le  nombr.e  de  régions  for- 
mées par  six  plans,  dont  tiois  passent  par  une  même 
droite  D  et  trois  par  une  autre  droite  D'  ne  rencontrant 
pas  D. 

Faisons  abstraction  d'un  plan,  les  cinq  autres  forment 
P|(  3,  i)  =  22  régions. 

Or  ie  sixième  plan  coupe  les  cinq  précédents  suivant 

cinq  droites,  dont  trois  passent  par  un  même   point  et 

deux   coïncident.   Le  nombre  des  régions  formées  par 

ces  droites  est 

Pf(3,  o)^io. 

Donc  le  nombre  cherché  égale  22  -f-  10  =  82. 
Si  les  deux  droites   D   et  D'  se  rencontraient,  il  fau- 
drait raisonner  autrement  et  l'on  trouverait 

28   régions. 

De  même  la  détermination  des  combinaisons  de  signes 
correspondant  à  chacune  de  ces  régions  se  fera  par  une 
méthode  analogue  à  celle  du  n"  o. 
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[A31]  [H12b7] 

RACI\ES  DE  Ql'ELQlIES  ÉQUATIONS  TRAXSCENDA\'TES. 
I\TÉGRATIO\  D'IiXE  ÉQIATION  AUX  DIFÉREXCES  MÊLÉES; 

Par   m.   E.-M.  LÉMERAY. 


On     pcul    facilement    ramener    quelques    équations 
transcendantes   aux  Ivpes 


X  =  a-^,         T-^=  a, 


que  j'ai  étudiés  dans  deux  Notes  précédentes  (décembre 
1896,  février  1897).  Soit  l'équation 


élevons  les  deux  membres  à  la  puissance  /n,  puis  posons 
x"'=y,  rt"' =  b,  elle  devient 

/'Jf/iiatioJi  xa^  =^  b.  —  Ele\  ons  a  à  la  puissance  expri- 
mée par  les  deux  membres,   on  a 

(a*)'«')=  af'=  c, 
d'où 

a-v  =  y/r         et         .r  =  0{^)'~  ■ 

L'équation  (ï'=  hx  se  ramène  à  la  précédente  en  l'écri- 
vant 


L  é(juation  a^=  x  -t-  /?  se  ramène  à  son  tour  à  la  pré- 
cédente eu  écrivant 

et  posant  x  -t-  b  =j'. 

On  peut  également  réduire  1(!S  é(|Uations  un  peu  plus 


"éiiérales 


(  54.  ) 


(ax)Pb'^'"'=  m,         (X  -+  k)"'aP^^l  =  b. 


Pour  la  première  posons  ax^y,  élevons  les  deux 
membres  à  la  puissance  b''^ca^\  posant  ensuite  r'^=  2, 
ffii'-'ca'-—-  „^  ^,\\Q  devient 


Pour  la  deuxième  posons  encore  ax  =J',  élevons  à  la 
puissance  yy~*  c,  on  est  ramené  à  la  forme  z^^=  B.  La 
troisième  se  ramène  au  môme  type  en  posant  x  -{-  k  =y. 
En  achevant  les  calculs,  on  remarquera  que  x  s'exprime 
sans  que  le  signe  logarithmique  v  figure. 

En  résolvant  ces  équations,  il  faut  d'une  part  élimi- 
ner les  racines  étrangères  introduites*,  de  l'autre,  con- 
stater que  l'on  a  obtenu  toutes  les  racines  de  la  propo- 
sée. Cherchons,  par  exemple,  les  intersections  réelles 
des  deux  courbes  j-  =  a^  et  )-  =  bx-  (a  >>  i  cl  ^  >•  o). 

La  Jïg.   I  nous  montre  qu'il  y  a  toujours  une  racine 

Fig.  I. 


réelle  négative  et  f|u'il  peut  exister  deux  racines  réelles 
égales  ou  inégales. 

Pour  résoudre  l'équation  rc^' =  bx-  qui  rentre  d'ail- 
leurs  dans   un   des   types  signalés  plus  haut,   on   peut 


écrire 


et  1  on  a 
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s/h 

Pour  que  Jes  deux  racines  positives  soient  égales  il  faut 
que  l'on  ait 


c'est-à-dire 


ou  encore 


e 


-L  i  2  y/fi 

t/a^^=  e  ou  a  =  e  "   . 

Si  a  est  plus  petit  que  cette  valeur,  on  aura  deux  racines 
réelles  inégales.  Il  est  clair  qu'il  faut  prendre  les  radi- 
caux \J a  et  yh  avec  le  seul  signe  -\-.  On  n'obtient  pas 
ainsi  la  racine  négative.  Pour  l'avoir  on  cliangera  x  en 

—  X  et  l'on  est  amené  à  résoudre  l'éciualion  hx^-=.  — 

qu'on  peut  écrire  x\a   =  -—  et  l'on  a 

\/b 

s/b 

qu'il  faudra  changer  de  signe;  ainsi  les  trois  racines 
réelles  seront  données  par  la  même  formule  où  \Ja  est 
pris  avec  le  signe  -h  ^  y/Z»  avec  le  signe  -f-  pour  avoir 
les  deux  i-acines  positives,  et  avec  le  signe  —  pour  avoir 
la  racine  négative. 

Le  symbole  de  la  surracine  deuxième  permet  encore 
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do  résoudre  quelques  questions.  Considérons  la  eourbe 
repi  ésentalive  de  la  fonelion 


y  =  \/  a-^ —  x"- 

[en  coordonnées  polaires  l'équalion  de  cette  courbe 
est  p  =  rtP'^"^'^  •  en  coordonnées  semi-polaires  (abscisse 
et  rayon   vecteur)  elle   est  o  =:  rt-^].   Pour  «^i,   elle 

peut  présenter  trois  formes,  suivant  que  a  est  plus  petit 

11  1 

que  e",  égal  à  e^  ou  pi  us  grand  que  e" .  On  trouve  facile- 
ment que  pour  x  infini  et  positif  elle  est  asymptote  aux 
courbes  y^±a^  {fig-  2),  qu'elle  est  tangente  à  ces 
courbes  pour  x  =  o  ;  qu'en  chacun  des  points  réels  où 
elle  coupe  l'axe  Ox,  elle  admet  une  tangente  paiallèle 

àOj. 

Fig.   2. 


Cherchons  les  abscisses  de  ces  points  d'intersection  5 
pour  j=  o   il  faut  avoir  a'' =^  x  ou  a~^'=zx'i  les  deux 

racines  réelles  positives  seront  les  deux  valeurs  de  ^—j 

y  a 

égales  si  a  =  <?",  inégale  si   a  est  plus  })elit  que  <"''.  La 
racmt;  necalive  sera  —  :; 
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Cherclioiis  aussi  les  abscisses  des  points  où  la  courbe 
admet  une  tangente  horizontale.  On  a 
dy  a-^La  —  x 


dx 


ij  a-^- —  .r- 


On   a   donc    à  résoudre  l'équation   a--^V.a  —  t=o; 

La     ., 
posons  0"=  -^;  il  vient 


.L.           , 

ou 

1 

on  a  donc 

et 

La 

z  =  ^a-2L" 

\/a-^" 

Les  deux  valeurs  seront  distinctes,  si  la  surracine  en 

a  deux,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

1 
I  <  a2L«  <  e^. 

Les  deux  valeurs  seront  égales  (point  stationnaire)  si 

l'on  a 

1 
«21-"  =  e*",         c  est-a-dire         La  = 

L'abscisse  est  alors 


v/re(y  jj     /^    V-'' 


cl  l'ordonnée  a  pour  valeur 

Elle  est  donc  égale  à  l'abscisse. 

(^uand  on  fait  a  égal  à  i,  la  courbe  se  réduit  à  un 
cercle  de  rajon  i,  décrit  autour  de  l'origine  pour  centre 
et  à  une  droite  parallèle  à  Oy  à   l'infini. 

Intégralion  de  l'é  quai  ion 

■y(m+i>)  —  ay'^'p  =  o. 
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dans  laquelle  a  et  i  sont  deux  constantes,  j^i  étant  la 
valeur  de  la  fonction  quand  la  variable  a  pour  valeur 
X  —  i. 

D'après  la  série  de  Tavlor,  on  a 

Ou  a  donc  à  résoudre  l'équaliou  linéaire  d'ordre  in- 
fini à  coefficients  constants 

O  =  y''in+p)  —  a  (jk''"' yim+l)  _|_ .  .  .   |  . 

L'équatiou  caractéristique  peut  s'écrire 

Elle  admet  d'abord  les  m  racines  /•  =  o  5  ce  qui  don- 
nera un  polynôme  de  degré  ni  représentant  l'ensemLle 
des  ni  intégrales  particulières  indépendantes  de  i  ;  il  reste 

rP  =  ae-''\ 

Pour  la    résoudre,    élevons    les   deux  membres   à  la 

I 
puissance  -  ? 
^  P 

{a-P'~')r  =  (e-'P~')'\ 

ce  qui  la   ramène   à  la  forme  Ax  =  B*^  vue  précédem- 
ment, et  les  racines  seront 

r  =  ±aP-'(l/eP-''"''"T'. 

Suivant  les  valeurs  attribuées  aux  quantités  «,  p,  i, 
il  pourra  ou  non  exister  des  racines  réelles;  il  y  en 
aura  trois  au  plus.  Eu  désignant  par  P,  R,  S  ces  trois  ra- 
cines, on  en  tire  les  intégrales  particulières 

V  =  C,„_mc'",        y  =  Cm  2e«^        y  =  C„,+3  e»-^"    (M. 
(')  Si  R  et  S  sont  égales,  on  ;iura  y  =  e^^\C„,_^^  +  C„,^2^)- 
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En  ce  qui  contenu;  les  laciiics  iuiagiuaires  (|iu  sont 
conjuguées  deux  à  deux,  cl  d'ordre  simple,  elles  ont 
pour  valeurs 

aP-'[u{—p-iiaP~')  ±  si—  I  p(— /j-iia/'"')], 

Il  et    V   étant  les  fonctions  considérées  dans  notre  Note 
du  numéro  de  février. 

En  ne  tenant  pas  com[)le  des  racines  étrangères,  que 
l'on  reconnaîtra  d'ailleuis  facilement,  il  rest(;ra  une  in- 
liniié  d'intégrales  particulières  de  la  forme 

y  =  e«/'~'"i;..-  j  A.  cosf  rt/'~'r(5)]  xH-  B  sni[rt/^"'p'(^)]^!, 

où  l'on  a  posé 

— />-'m/'-'  =  (^), 

et  A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 


[Î4] 

SUR  LE  CARACTÈRE  OWBRATIOIJE  DU  NOMRRE  3 
PAR  RAPPORT  A  U\  NOMBRE  PREMIER  011ELCO\QUE; 

Par  m.   Raoul  BRICARD. 


Euler,  L(?gendre  et  plus  récemment  Stieltjes  (')  ont 
donné  des  démonstrations  simples  des  tliéorèmes  rela- 
tifs aux  caractères  quadratiques  des  nombres  —  i  et  2 
par  rapport  à  uu  module  premier.  Je  me  propose  d'in- 
diquer dans  cette  Note  comment  ou  peut,  par  une  mé- 
thode élémentaire,  déterminer  les  nombres  premiers 
dont  le  nombre  3  est  ou  n'est  pas  résidu  quadratique. 


(')  V'oir  y  Introduction  à  V  Étude  de  la  Théorie  des  Nombres  et 
de  l'Algèbre  supérieure,  tic  ÎNI.M.  E.  Bore!  et  J.  Dracli. 
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Soit  p  un   uombi-e   premier  et  m,  un  nombre  quel- 
conque  (le  la   suite  2,  3,  .  .  . ,  /7  —  i .  On  peut  détermi- 
ner un  nombre  entier  7»o,  inférieur  à  p  et  tel  qael'on  ait 
niim^  ^s  mi — i  (mot!/?). 

Il  est  évident  que  l'on  n'a  ni 

m-i  ss  o         {modp), 
ni 

m-i  ss  I         (mod/>); 

//Zo  appartient  doue  à  la  même  suite  que  /?i,. 

Le  nombre  ni2  ainsi  obtenu  permet  de  déterminer  un 

nombre  77/3,   appartenant   à  la  suite  2,  3,  ...,   p  —  i, 

tel  que  l'on  ait  ' 

m-ims^  niz  —  i  (modp), 

et  ainsi  de  suite. 

La  suite  de  nombres  ainsi  obtenue,  777, ,  7770,  7773,  .  .  . 
donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

i"  Si  77X0  est  différent  de  777,,  il  en  est  de  même  de 
/773.   En  efîet,  on  aurait,  dans  le  cas  contraire, 

ninuix  ES  jm — I  ss  nii  —  (         {modp), 
d'où 

ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse. 
2"  On  a  toujours,  au  contraire, 

m  V  =  7?? , . 

Ecrivons,  en  elï'ct,  de  la  manière  suivante,  h\s  con- 
gruences   qui   déterminent   successivement  les  nombi'es 

77/0,    7773,    777/,    : 

ini(iiu — \)  ?^= — I  (iiiocl/?), 

iiu/n-i^^  in^— \  {modp), 

nu  ( 77?3  —  I )  s=  —  I  (  modp), 

m^  777  V  =  7773  —  r  (modp). 

La  seconde  congruence  est  écrite  de  deux  manières 
différentes. 
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IMultiplions    membre    à    membre  la    première,"   et  la 

deuxième  congruence.  Opérons  de  même  sur  la  troi- 
sième et  la  quatrième.  II  vient,  après  divisious  par  des 
facteurs  incongrus  à  zéro, 

«Il  «12 '"3==  —  I  (modp), 

m^m^nii,»^  —  i  (modjp), 


d'où  l'on  tire 
et,  par  suite, 


(/?ii — m,^)m^in^^  o         (moàp), 


3°  Enfin  il  peut  arriver  que  loti  ait  m^  ^  m^ .  Alors 
tous  les  termes  de  la  suite  z?/,.  /7/o,  ...  seront  iden- 
tiques,  itii    est  dans  ce  cas  une  racine  de  la  congruence 

.T-  —  ^  -;-  I  s=  o         (  modp  ), 

qui  admet  aussi  la  racine  />  +  i  —  ni^  et  celle-là  seule- 
ment, comme  on  le  voit  immédiatement.  Cette  nou- 
velle racine  est  nécessairement  distincte  de  la  première, 
si  l'on  suppose  p  ^  3.  En  ellet,  on  aurait,  dans  le  cas 
contraire, 

m  1  =  /)  -i-  1  —  m.  (1  o u  «i ,  =  i , 

et,  par  suite, 

ou 

/>--!-3=so         (modp), 

congruence  impossible. 

Ou  peut  résumer  ainsi  ce  qui  précède  :  si  la  con- 
gruence 

.r2  —  ,r  -r-  I  s=  o         (  mod  p  ) 

est  impossible,  les  nombres  de  la  suite  2,  3,  .  .  . ,  /7  — 1 
se  répartissent  en  un  certain  nombre  de  groupes  de  trois 
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termes,  et  l'on  a  néeessairemeiit 

p  —  2  ES  o         (mod  :J), 

et  le  iioinbre  p  est  de  la  forme  3^-1-2. 

Si  au  contraire  cette  coiigrueuee  est  possible,  la  même 

suite  comprend  deux  nombres  satisfaisant   à   cette  con- 

gruence,  plus  un  certain   nombre  de  groupes  de  trois 

termes. 

On  a  alors 

p  —  2  — :  '2  =  n         (  mofl  3  ). 

Le  nomljre  p  est  de  la  forme  o/y  H-  i . 
Les  réciproques  sont  évidemment  vrai(îs. 
Remarcpions  maintenant  que  la  congruenee 

X-—  X  -\-\^^  O  (  IHOil/,1) 

pi'ut  s'écrire 

{ix — i)--i-3î=o  (  inody^  ). 

Elle  est  donc  possible  ou  impossible,  snivant  (jue 
l'on  a 

(^^)  = (^)  — 

et  l'on  en  déduit  le  tbéoième  suivant  : 

Le  nombre  —  3  est  résidu  (HKuhdtKjue  des  iionihifs 
premiers  de  lajorine  3r/  -f-  i,  el.  non  résida  des  //o/n- 
hies  premiers  de  la  forme  Sq  -\-  i. 

En  combinant  ce  tbéorèmc  avec  les  lliéorèmes  rela- 
tifs au  caractère  (piadralicpie  du  nombre  —  i,  on  ob- 
tient facilement  la  valeur-  du  symbole  |  -I    |)our    toutes 

les  valeurs  du  nombre  premier  /;.  Je  ii'insisle  [)as  sur 
le  résultat  bien  coiniu  (pu;  l'on  obtient  ainsi  :  mon  bnt 
était  sim[)lement  de  m(Uilrer  comment  on  [)eut  y  |»ar- 
venir  par  les  procédés  les  plus  élémentaires. 

Ami.  de  Matkéniat.,  ?>'  série,  l.  \VI.-(I)ccemI)n-  1897.)        35 
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CERTIFICATS  D'ÉTIDES  SIPÉRIELRES 
DES  FACLLTÉS  DES  SCIEXCES. 


SESSION     DE    JUILLET    1897.    —    COMPOSITIONS. 


Lille. 


Certificat  de  Galcll  différentiel  et  intégral. 

1 .    Enoncer  et  détnontrer  les  propriétés  principales 
des  fonctions  définies  par  les  égalités  suivantes 


^(z)=  :zX\i  i  —  —  \e 


:>\v         2  IV- 


a.)=^>     Piz)^-i:iz). 

On  suppose  que  Von  donne  à  w  toutes  les  x^aleurs 
comprises  dans  la  formule 

iV  =  ■2/.CJJ  -f-  ik'oj  . 

(o,  to'  étant  deux  constantes  données  dont  le  rapport 
est  imaginaire,  k  et  k'  deux  entiers  susceptibles  de 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives 
ou  nulles  sans  pouvoir  toutefois  s'annuler  en  même 
temps . 

Montrer  comment  toute  fonction  doublement  pério- 
dir/ue  et  niéromorp/ie  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'une 
fonction  "CÇz)  et  de  ses  dérivées. 

2.   Intégrer  V équation  linéaire 

^d?Y  ,  cf-y       ,.       dy 

dx-^  dx-  dx 
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-A^  B.  —  L'cq  liai  ion  algébrique  qu'on  est  conduit  à 
résoudre  ci  ses  racines  cununensurahles. 

CkRTIKICAT    de    GkO.MÉTKIK    si  PÉRIEIRE. 

I.  Donner  les  différentes  définitions  des  lignes  de 
courbure  d  une  surface  ;  niojitrer  qu  elles  sont  équiva- 
lentes ;  établir  l' équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  :  application  aux  surfaces  du  second  ordre. 

Démontrer  les  propriétés  fondamentales  des  lignes 
de  courbure  en  général,  leur  conservation  dans  la 
transformation  par  inversion,  leur  rôle  dans  la  théorie 
des  systèmes  triples  orthogonaux. 

l2.  Lignes  as)  uiptotiques  d'une  surface  de  révolu- 
lion',  déterminer  le  méridien  de  telle  sorte  que  les 
lignes  asyniptotiques  se  projettent  sur  le  plan  des  pa- 
rallèles suivant  des  spirales  logarithmiques  a]  ant  le 
pied  de  l'axe  pour  pôle. 

CERTIFirVT    DE    MÉCAMQUE    RATIONNELLE. 

1.  i"  Etablir  les  équations  de  Lagrange  pour  un 
point  matériel  mobile,  sans  frottement ,  sur  une  surface 
fixe  ou  mobile. 

a"  En  supposant  que  cette  surface  soit  fixe,  et  que 
la  force  appliquée  au  mobile  dérive  d'un  potentiel,  ra- 
mener les  équations  du  mouvement  à  la  forme  cano- 
nique j  pais  montrer  (pie.  si  l  on  en  connaît  une  inté- 
grale première,  distincte  de  celle  des  forces  vives,  leur 
intégration  s  achève  à  l'aide  de  quadi  alit/  es. 

"2.  C n  tube  homogène  pesant  AI),  de  section  négli- 
geable, et  a}  ant  la  forme  d' une  demi-circonférence, 
est  suspendu  à  une  lige  rectilig/ie  horizontale  fi.re  xx' , 
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à  l  iiidc  de  deux  tri/iglcs  CD,  CD'  (émanées  par  des 
anneaux,  très  petits  D  et  D'.  Ces  tringles,  in^'ariable- 
nient  fixées  au  tube  en  C  et  C,  sont  égales  et    y  nié- 


l  vi<iuenient  placées,  de  manière  que,  dans  toutes  les  po- 
sitions du  tube,  le  dianictie  AB  reste  paiallèle  à  xx' . 

Quand  le  tube  AU  est  immobile  dans  sa  position  d'é- 
quilibre stable,  on  abandonne  à  elle-même  en  A,  sans 
intesse  initiale,  une  petite  sphère  pesante  S,  ayant  un 
diamètre  un  peu  inférieur  à  celui  du  tube,  de  ntarnère 
qu'  elle  puisse  y  pénétrer. 

On  demande  d'étudier  dans  ces  conditions,  et  sans 
tenir  compte  du  frottement,  les  mouvements  de  la 
sphère  S  et  du  tube  AB.  On  désignera  par  m  la  masse 
fie  eette  sphèie  et  par  m'  la  niasse  du  solide  formé  par 
le  tube  et  les  deux  trinsles. 


Certificat  d"Astr(jnomik. 

1.   Détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil  par  les 
passages  de  Vénus. 

N.  B.  —  On  suppose  connues  les  formules  de  la  pa- 

e,  savoir 

/\,  P  sinÀo 


rallaxe  en  longitude  et  en  latitude,  savoii 


0/ =  . ?in(/  — /o), 


-?in(A  — '^). 


/'o,    /(,,   A„    étant    les   coordonnées  éclipticjues    du   lieu 
d  observation,   /,  a,  P  la  longitude,  la  latitude   et   la 
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parai  Lue  hovlzonlale  de  l'aslre  observé,  'f  un  aiii^ie 

1  ■  r     ■  1      r  1  tatiirXo 

de  ini  par  la  formule  laoi;':;  =.  — ;— • 

■  '  -^  ^'  cos(/— /o) 

Certificat  dk  AIécvmole  appliulék. 

1.  Théorie  du  volant.  On  traitera  seidemeni  les 
questions  suivantes  : 

i"   Rôles  distincts  du  lujlant  et  du  régulateur; 

'?."  Formule  permettant  de  déterminer  le  moment 
d'inertie,  le  poids  et  les  dimensions  du  volant,  con- 
naissant la  puissance  ^  de  la  machine  en  chevaux,  le 
nomhre  de  tours  A  par  nnnute,  le  coejficient  de  régu- 
larité m.  le  rapport 

oii  T  désigne  le  travcdl  moteur  pour  un  tour  et  0  la 
plus  grande  xudear  de  la  dijjérence  entre  le  travail 
uioteur  et  le  travaii  résistant,  et  enfin  la  valeur  v> 
adoptée  pour  la  vitesse  moyenne  à  la  jante ^ 

3"  Méthode  employée  pour  déterminer  le  rapport  K 
dans  la  jnaticpie. 

2.  Une  machine  à  vapeur  pour  laquelle  on  ^i  <I>  =  3o, 
N  =  6o,  m  =  8o.  K  =  I  o,  r  =  r  ">,  fonctionne  en  régime 
normal,  (juand,  par  suite  d'un  accident,  les  résistances 
sont  brusijuement  réduites  aux  résistances  passives, 
propres  à  la  machine,  qui  représentent  un  travail  égal 
au  dixième  seulement  du  travail  moteur.  On  suppose 
en  outre  que  le  régulateur  soit,  par  suite  du  même 
accident,  empêché  de  fonctionner,  de  manière  que  le 
travail  moteur  par  tour  garde  sa  valeu}-  normale. 

Dans  ces  conditions  on  demande  de  déterminer  ap- 
proximativement les  nouvelles  valeurs  de  la  vitesse  v 
après  I,  "î,  ...,/?  tours,  de  manière  ii  voir  à  peu  près 
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le    teni/}s  doiif    dispose   le   niécanicien,    pour    arrêter 
r arrivée  de  la  vapeur  avant  que  la  machine  ait  pris 
une  vitesse  dangereuse. 

Marseille. 
Certificat  de  Mécanique. 

Sur  une  droite  horizontale  (dx  sont  mobiles,  sans 
frottement ,  trois  points  de  même  masse  A,  B,  (j. 

Le  point  A  est  relié  au  point  B  par  an  fil  élastique, 
et  le  point  B  est  relié  au  point  C  par  un  fil  élastique 


identique  au  premier  ;  ces  Jils  s  allongent  proportion- 
nellement  à  leur  tension. 

A  l'origine  du  ternies,  les  points  A,  B,  C  sont  sans 
vitesse  et  les  fils  sont  à  l'état  naturel. 

On  fait  alors  agir  sur  le  point  A  une  force  F  con- 
stante et  dirigée  suivant  Ox,  et  l'on  demande  de 
trouver  le  mouvement  du  .système  sachant  qu'on  né- 
glige la  masse  des  fils,  (jue  la  longueur  primitive  de 
chacun  d  eux  est  a,  et  iju  une  tension  égale  à  F  dou- 
blerait la  longueur  de  chacun  de  ces  fils. 

On  développera  les  xhi leurs  des  abscisses  des  inobiles 
en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  du  temps,  et 
Von  poussera  ce  développement  jusqu'à  la  sixième 
puissance  inclusivement . 

Solution. 
On  csl  coiiduiL  au  type  créqualiou 

— r ox  —  h  cos/iV  -î-  ar--i-  3. 

rit'-         '  ' 
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En  négligeant  t\  le  point  A  est  seul  déplacé. 
En   négligeant   ^",    les   points   A  et   B  sont   seuls  dé- 
pl acés . 

Certificat  d'Analyse  infinitésimale  (Calcul  différentiel 

ET    l^TÉGRAL). 

1°  Soient  O.r,  Oy\  Oz  trois  axes  rectangulaires, 
et  soit  z  ^=  fi^x,  j')  V équation  d'ujie  surjace  rapportée 
à  ces  axes. 

Définir  en  un  point  le  paraboloïde  osculateur  dont 
l'axe  est  la  normale  à  la  surface. 

En  considérant  Vindicatiice  comme  la  sectio/i  du 
paraboloïde  osculateur  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  au  sommet  et  situé  à  une  distance  de  ce  plan 
égale  à  V unité,  trouver  V équation  de  la  projection  de 
r indicatrice  sur  le  plan  xOj'. 

Rappeler  ,  sans  démonstration ,  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux . 

On  appellera  />,  y,  /•,  .v,  t  les  dérivées  partielles  des 
deux  prenùers  ordres  de  z  par  rapport  à  x  et  ci  y  . 

2°  Soit  posé  t  =  x  -{-y  \' —  i ,  /«  =  X  -h  Y  \/ —  i ,  on 
suppose  que  X  et  Y  soient  des  Jonctions  réelles  des  deux 
l'ariables  réelles  et  indépendantes  x  et  y.,  et  tellement 
choisies  que  u  puisse  être  considéré  comme  une  fonc- 
tion analytique  de  t.  On  peut  représenter  la  variable  t 
dans  le  plan  xOy.^  et  au  point  t  élever  une  perpendi- 
culaire au  plan  xOr,  sur  laquelle  on  prendra  des  lon- 
gueurs respectivement  égales  à  X  ef  àY .  On  aura  ainsi 
deux  surfaces,  dont  les  équations  peuvent  être  écrites 

^i=\i.r.   î')  et  Z2^\i.r.y). 

Démontre/-  : 

I"   Ouc  r  on  a  antre  les  dérivées  partielles  de  z^  et 
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de  z.,  le. s 

1  le  lai  ions 

Pi  =  —  qx: 

'Il  ^—P\ 

/•,  =—  ^1  =  «2, 

n  =  —  t,= 

2"  Que  les  projections  sur  le  plan  xOy  ries  indica- 
trices des  surfaces  X  eA  Y  aux  points  homologues  sont 
deux  hyperboles  équilatères  égales,  et  que  les  asym- 
ptotes de  l' une  coïncident  avec  les  axes  de  V autre  ; 

3"  Que  le  produit  des  ra'\  ans  de  courbure  princi- 
paux est  le  même  dans  les  deux  surfaces  aux  points 
homologues. 

Solution. 

Pour  la  [treiiiière  pailie,  on  développe  eu  séi'ie.  Soit, 
en  prenant  le  point  sur  l'axe  des  c^, 

■;  ~  z,i  =  />.r  H-  cjy  -^  rx-  ->r-  isxy  -~-  ty-  — .  .  . . 

Un  point  étant  à  une  distance  égale  à  l'unité  du  plan 
tangent  au  point  (  o,  o.  ^n  ).  on  aura 

z'  —  zç,  —  px'—qy^  ^  ^ 

et,  s'il  est  sur  la  surface,  on  aura 

V  I  -i-/>^-f-  ^-  =  rj-'2-f-  'isx' y' -^-  ty'-  H-..  . . 

On  tire  de  là  facilement  la  projection  de  l'indicatrice 
siu"  le  plan  des  xy. 

Pour  la  seconde  partie,  voir  le  Traité  des  Fondions 
elliptiques  ['a^  édit.,  p.  8)  de  Briot  et  Bouquet. 

Certificat  dAstiionomu:. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Définir  la  parallaxe  d'un 
astre  ; 

2"  Indiquer  la  relation  simple  qui  existe  entre  la 
jjarallaxe  horizontale  et  la  parallaxe  de  hauteur,  dans 
riiypothi'se  de  la.  sphéricité  de  la  Terre  ; 
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3"  Ad  me  Liant  que  la  surface  terrestre  est  un  ellip- 
soïde de  révolution  autour  de  l'axe  des  pôles,  établir 
les  formules  rii^oureuses  (jui  permettent  de  passer  de 
l'ascension  droite  (ai  et  de  la  déclinuison  (o)  géocen- 
tiKjues  il  V ascension  droite  (a')  et  la  déclinaison  (o  ) 
pour  un  point  de  la  surface  terrestre  ; 

4"  J)évelopper  en  séries  les  diljérences  y'  —  a  et  o' —  o; 

5"  Formules  pratiques  pour  les  astres  auti  es  que  la 
Lune. 

Nancy. 
Certificat  dk  Cai.cli.  iiiKi-ÉREXTiia.  i:t  intî^jual. 

Epuklve  kchite.  —  Pifiiiièn;  (jucslioii.  —  Jntég/er 
le  système  d  équations  di^érentielles  linéaires  simul- 
tanées du  pretniei-  ordre 


d.r 
dz 
dx 


—  8e—^ 


4j' 


on  exposera  sur  cet  exemple  une  méthode  d  intégra- 
tion d'un  tel  système. 

Deuxième  (jueslion.  —  Etant  donnés  trois  fixes  rec- 
tangulaires Ox,  Oy,  Or:,  on  considère  les  sphères  {)L) 
ayant  leur  centre  sur  O  z  et  dont  le  rayon  a  une  lon- 
gueur donnée  \\. 

i"  Démontrer  que  les  trajectoires  orthogonales  de 
ces  sphères  sont  des  combes  (C)  situées  dans  des  plans 
passant  par  Oc,  et  (jue  chacune  d'elles  est  une  trajec- 
toire orthogonale  d'une  fana  lie  de  cercles  de  ra)  on  W . 
Les  coordonnées  des  points  de  l'une  (pielconifue  de  ces 
courbes,  située  dans  le  plan 
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l)cuveiit.  01/ c  représentées  par  les  êqualions 

/  .r  =  R  sin  a  cost', 
/   ,  '  r  =  R  sin  ?<  sin  v, 

f   ;;  =  R  co?  »  -^  R  Log  (  tang  -  j  -i-  c, 

c  désignant  une  constante  et  a  l' an^le  de  la  tamrcnte 
à  la  courbe  avec  Oz. 

o."  Lorsrpi  on  remplace  c  par  une  fonction  de  k>  et 
qu  on  regarde  a  et  u  ccjunie  iHiriables,  les  écpintioiis 
jjj-êcèdentes  définissent  une  surface  (S)  engendrée  par 
des  courbes  (C)  ;  démontrer  quelle  coupe  orthogona- 
lement  chacune  des  sphères  (2),  et  que  ses  lignes  de 
courbure  sont  d'une  part  ses  courbes  d'intersection 
avec  les  sphères  (S),  d'autre  peut  les  positions  succes- 
sives de  la  généralr'ce  (C). 

3"  Lorsqn' on  suppose  c  =  o,  les  formules  (i)  défi- 
nissent une  surface  (So^  qui  est  de  révolution  autour 
de  Oz  \  déterminer  le  produit  de  ses  rayons  de  cour- 
bure principaux. 

Epreuve  puatiqle.  —  O/i  considère  la  portion  de  la 
courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par 
y  =:  sin^  et  comprise  entre  les  points  d'abscisse  x  ^  o 
et  X  =  71  ;  o«  demande  de  déterminer  : 

i"  L  aire  comprise  entre  la  courbe  et  V axe  des  x  ; 

2"  Le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant 
autour  de  Ox  \ 

3"  L'aire  de  la  surface  de  révolution  limitant  ce 
volume. 

Solutions. 
i""''  question. 
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"?'■  question.  —  Les  irajecîoïrcs  orthogonales  des 
splières  de  ravon  R  dont  le  centre  se  déplace  surO^ 
sont  des  courbes  dont  la  laugeiue  en  chaque  point  ren- 
contre O2:  et  a  une  longueur  constante  égale  à  R;  ce 
sont  des  liaclrices  dans  des  plans  |)assant  par  0^  ;  ces 
courbes  C  sont  toutes  égah^s  entre  elles  et  se  déduisent 
de  l'une  d'elles  par  translation  parallèle  à  Oz  et  par 
rotation  autour  de  cet  axe. 

Si  l'on  considère  une  surface  S  engendrée  par  le  dé- 
placeuKMit  d'une  couibe  C,  la  tangente  à  la  génératrice 
en  un  jioint  est  le  rayon  de  la  sphère  S  (jui  passe  par 
ce  point  -,  par  suite  S  est  orthogonale  à  chacune  des 
sphères  S,  et  les  courbes  d'intersection  de  S  et  de  ces 
sphères  -  sont  lignes  de  courbures  de  S  ;  connue  ces 
lignes  coupent  à  angle  droit  chacune  des  génératrices  C, 
celles-ci  sont  les  deuxièmes  lignes  de  courl)ure  de  la 
surface. 

Lors(jU(;  c  =  o,  on  a  une  surface  de  révolution  (jui 
n'est  autre  c|ue  la  pseudo-sphèie  ;  le  produit  des  rayons 
de  courbure  principaux  est  constamment  égal  à  — R-. 

Ephkl've  piiATiQiE.  —  Lcs  résultats  sont  lespeclive- 
nient 

2,        ^,        ■2-[v/2H-Log(l-h  v/2;]. 
GeRTIKICAT   de    ÎMÉCAMQrE    RATION.NELI.K. 

Epreuve  échite.  —  U/i  i^y/oscope  formé  d' u/i  /o/c, 
d'un  disque  at  d  un  anneau  extérieur  à  la  jacon  ordi- 
naire, est  fixé  par  son  centre  O  ;  son  anneau  extérieur 
tour  ne  d'un  mouvement  uniforr/w  de  rotation  de  in- 
tesse  angulaire  co  autour  de  ta  reiticale  passant  par  U. 

On  désigne  par  A  le  moment  d'inertie  é(/uatoria/ 
du  tore,  par  C  son  moment  d'inertie  axial,  par  A'  le 
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moment  cV inertie  équntorial  du  disque,  par  C  son  mo- 
ment d  inertie  axial,  et  l'on  suppose  que  l'on  dit 

C    =  a  A    =  2  x\  = 

OJ 

On  demande  : 

i"  Quelle  vitesse  ani^ulaire  initiale  de  rotation  il 
faut  imprimer  au  tore  autour  de  son  axe  pour  que  cet 
axe  f>lacé  horizontalement  et  abandonné  sans  vitesse 
initiale  tende  indéjiniment  vers  la  nadirale  sans  ja- 
mais r atteindre  ? 

2"  D' établir  la  loi  du  mouvement  du  tore  autour  de 
son  axe. 

Ei'RKuvE  PKATiotK.  —  Oii  e/içisage  un  arc  de  chaî- 
nette homogène  dont  les  ext rémités,  situées  du  même 
côté  du  sommet,  sont  les  points  où.  la  normale  à  la 
courbe  fait  a^wc  son  axe  des  angles  respectivement 
égaux  à  3o"  et  yo"  ;  la  dislance  du  sommet  à  la  direc- 
trice est  égale  à  .U)"'". 

On  demande  de  déterminer  le  centre  de  masse  de 
cet  arc  et  celui  de  la  masse  homogène  comprise  entre 
cet  arc,  les  parallèles  a  Va.xe  de  la  chnînetle  menées 
par  ses  extrémités,  et  la  directrice  de  la  courbe. 

SoLL  riON. 

La  ihéorie  du  gvioscopt;  de  l'énoïKîé  se  ramène, 
d'après  les  formules  de  Bour  et  de  Gilbert,  à  celle  du 
pendule  à  plan  tournant. 

Si  0  est  l'angle  formé  à  l'instant  t  par  l'axe  du  tore 
avec  la  verticale  vers  le  bas,  Go  l'angle  formé  à  l'instant 
initial,  cp  l'angle  définissant  à  chacpie  instant  la  position 
du  tore  dans  sa  lotatiou  anloui-  de  son  axe,  et  n  la  vi- 
tesse initiale  de  celte  rotation,  on  sait  (pie  Ton  a 

(i)  ~ff   ~  '^  ^  io(cosO  —  r.osO,,); 
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di'  plus,  ]<>  mouvement  de  Taxe  du  tore  est  le  même  que 
eelui  d'un  pendule  simple  de  longueur  o,   dont  le  plan 
tovirne  autour  de  la  vertieale  avec  la  vitesse  constante  to,, 
0,  et  iO|  étant  donnés  par 


.    _  A-f-A'  _         /A-^C— A' 

'■  -^C^rn  +  cocos6o]'  '"'  -  '"V        A  +  A'      * 

J^e  mouvementde  ce  pendule  est  donné  par  I  é<piali()n 

1-J-)     =   W  1  (  COS  0  COS  0(1  j  (  <7  COS  0  ), 


l(»i-.s(pron  pose 


a  =  .^ —  costjo^ 


pour  <|ue  H  tende  vers  zéio  lorscpie  le  lenips  augmente 
indéfiniment,  il  laut  et  il  snflit  <|iie  a  soil  égal  à  lunilé  ; 
cette  condition  conduit,  avec  les  données  du  pioblème, 
à  //  =  I  . 

L'énuation  (iiii  lonrnit  0  devient  alors 

—  w  dt  =  -—===:  ; 
v/cosO(i  —  cosO  ) 

la  substitution  cosf)(«- —  0^  '  ''"^  ramène  à  la  (.»rme 

,  ■'.  du 

—  iM  dl  =^ 


a-  —  .1 


et  l'on  obtient  de  cette  façon,  en  tenant  compte  des  cou 
ditions  initiales., 


iO  = 


Quanta  'o\\\  l'st  (ourni  pai  récjnation  (  i),  (pii  de\  ienr 

i 

d'i  =  dt  -h  cosOw  df. 
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d  où 

'^  —  'io  =  /  —    /     cos  0  to  (It  ; 

«-  0 

en  introduisant  la  vaiiaMc  a  dans  la   dernière  iiili'gialo 


'      (  u- 


idu 

=   t 


1  M  II- —  I) 


ou 

o  —  0(i  =  ^  (  I  -^  oj  )  —  Lo 


(v/2-i-i)ew'/2f_4_^/2  _  I 


(/•i  —  Oé-wVï/ -1-/2-^1 


Lorsf|ue  t  augmente  indéfiniment,  le  mouvement  du 
toi'e  autour  de  son  axe  tend  à  devenir  un  mouvement  de 
rotation  uniforme  avee  la  vitesse  i  -h  10. 

Certificat  d  Astronomik. 

Epiîeuve  ÉcRiTK.  —  Piemièi'e  question.  —  Coiinais- 
sani  les  six  cléments  d' une  plduète,  calculer  pour  une 
époque  donnée  les  coordonnées  géocentriques  de  lu 
planète. 

Deuxième  question.  —  Démontrer  qu  une  fonction 
quelconque  de  deux  cingles,  donnée  cir  hit  mi  rement 
entre  les  limites  o  et  ir,  de  V un  des  angles,  o  et  7:,  de 
l'autre,  et  restant  finie  entre  ces  limites,  peut  être  dé- 
veloppée en  série  convergente  de  fonctions  de  Laplace. 

Epreuve  pratique.  — ■  A  Nancy,  dont  la  laliturle  est 

'f  =  48''4''  ^'  ': 
o/i  a  observé  îi  un  certain  instant  V  azimut  a  et  la  dis- 
tance zénithale  z  d\ine  étoile 

a  =  •2'2  5"4  j '•'.()".         z  =  i^j"  \y  3o" : 
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calculer  l'heure  sidérale  de   cet  instant.   On    connaît 
l'ascennon  droite  A  de  l'étoile 

A  —  9" 17  12' 25. 

Certificat  de  Géométrie  supérieure. 

Epreuve  écrite.  — ■  Etant  donnés  trois  axes  j  ectan- 
gulaires  Oo:,  Oy,  Oz,  on  considère  la  surface  (S)  dé- 
finie par  r équation 

(x--T-  y-  ){x-  -¥-  y- —  laz)  ^-  ia-{T-  —  y-}  =  o. 

u4  tout  point  jNI  de  la  surjace  (S)  on  fait  coi  rcs- 
pondre  un  point  Q  du  plan  xOy  obtenu  de  la  façon 
suivante  :  on  projette  le  point  M  sur  le  plan  x(J  1  ,  et, 
sur  la  d'oite  joignant  le  point  O  à  la  projection  P  du 
point  M.  o?i  prend  un  point  (^  tel  que 

OP.OQ  =  /.^ 

li  désignant  une  longueur  constante  : 

i"  Lorsque  le  point  Al  de  la  surface  (S)  reste  dans 
un  plan  (II),  le  point  correspondant  Q  décrit  une 
conique  [il),  et,  quand  le  plan  (II)  se  déplace,  la  co- 
nique (C)  reste  harnioniquenient  circonscrite  à  toutes 
les  coniques  (F)  d'un  faisceau  langea  tiel  : 

2"  Quand  le  plan  (II  )  est  tangent  à  la  surface  (S), 
la  conique  {(1)  se  décompose  en  deux  droites  ;  ces  deux 
droites  sont  respectivement  tangentes  aux  deux  co- 
niques (F)  qui  passent  peu-  leur  point  d' intersection  l 

3"  Trouver  la  condition  poui'  (pie  le  plan  (  II)  (n  mit 

pour  équation 

z.  =:  fil  x  -^-  ny  -+-  p 

soit  tangent  à  la  surface  (S); 

4"  Le  point  Al  décrivant  une  ligne  nsyntptofiquc  de 
la  surjace  (S),  le  point  i)  décrit  l'une  des  coniques  (F) 
du  faisceau  tangentiel  considéré . 
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Épreuve  piîvtioui;.  —  On  donne  une  parabole  (II) 
dans  le  filan  horizontal  de  projection.  Par  une  tan- 
gente variable  à  la  parabole  (II)  on  mène  un  plan  (P) 
faisant  ai'ec  le  plan  horizontal  un  an^le  constant  et 
donné  a,  puis  on  considère  la  surface  (S)  enveloppe  du 
plan  (P). 

i"  Dénionlrer  que  la  droite  A,  suivant  laquelle  le 
plan  (V)  touche  son  enveloppe,  est  normale  à  la  para- 
bole (n)  et  fait  ai'ec  le  plan  horizontal  un  angle  égal 
à  7.\ 

2"  La  droite  A  leste  tangente  à  une  courbe  H  du 
genre  hélice  ;  construire  la  projection  horizontale  du 
point  oii  la  droite  A  touche  la  courbe  (H)  ; 

3"  Déterminer  la  trace  de  la  surface  (S)  sur  le  plan 
vertical  mené  par  l' axe  de  la  parabole  (^W)  et  vérifier 
que  cette  trace  est  une  parabole. 

Solution. 

La  surface  considérée  est  une  surface  de  Steiner,  ayant 
comme  point  triple  le  point  à  l'infini  sur  l'axe  des  z  et 
comme  droites  doubles  cet  axe  des  z  et  les  droites  joi- 
i^nant  le  point  triple  aux-  points  cycliques  du  plan 
des  xj.  Toute  section  plane  est  une  quaitique  à  trois 
points  doubles,  unicursale  ;  sa  projection,  faite  du  point 
triple  sur  le  plan  des  X}  .,  est  une  quarti(|ue  bicirculaire 
ayant  un  point  double  à  l'origine;,  et  sou  inverse  est  une 
conique. 

Ix's  cooi'données  ^,  y,  du  point  (^,  inverse  de  P,  peu- 
vent servir  de  parauiètres  pour  exprimer  les  coordonnées 
du  point  M  de  la  surface;  ces  dernières  ont  pour  valeur 

La  section  de  la  surface  parle  plan  z  =.  nix-\-  n  r-^  p  a 


(  565  ) 
pour  conique  représenlalive 


ia 


m  k- ;  —  n  h- r,  —  />(;'+  '",- )  =  o  ; 


elle  est,  lorsc^ue  le  plan  varie,  liarnioniquement  circon- 
scrite aux  coniques  du  faisceau  tangentiel  F,  représenté 
par  l'équation 

k* {u-  —  i-'^)  —  4  ^^^  "'"  -+-  2  [J.  uv  =  o. 

Pour  qn'un  plan  II  soit  tangent  à  la  surface,  il  faut  et 
il  suflit  (|u  il  la  coupe  suivant  une  quartique  à  quatre 
points  doubles,  décomposable  en  deux  coniques,  par 
consé(juent  que  la  conique  C  soit  réductible,  ce  qui 
donne  la  condition 

ain'-(  Il  -^  p)  —  an-{a  —  p)  —  i(a-  —  />-)  =  o. 

Les  tangentes  communes  aux  coniques  F  sont  les 
quatre  droites  doubles  du  système  des  coniques  C;  ce 
sont  les  images  des  quatre  coniques  situées  sur  la  sur- 
face et  dont  les  plans  sont  tangents  respectivement  en 
tous  les  points  de  chacune  d'elles. 

Une  asymptotique  de  la  surface  S  est  tangente  en  cha- 
cun de  ses  points  à  l'une  des  deux  coniques  de  section 
par  le  plan  tangent  en  ce  point;  son' image  doit  être  tan- 
gente eu  chaque  point  à  l'une  des  droites  formant  une 
conique  C  décomposable  et  ayant  ce  point  pour  centre; 
les  coniques  du  faisceau  F  jouissent  précisément  de  cette 
propriété.  Les  lignes  asymptotiques  de  S  sont  dès  lors 
des  courbes  unicursales,  tangentes  aux  quatre  coniques 
doubles. 

CEitTU'"ic.vT  i)'Ai,(;ih!!'.i:  suriiRiiaiii:. 

ÉvKEUVES  ÉCRITES.  —  Première  question.  —  Elani 
donnée  une  forme  binaire  cahujue  f^  sans  j  acteur  niul- 
lifde,  quels  sont  son  iiwariant  et  ses  deux  covariants 

Ann.  de  Malkéniat.,  o'  série,  l.  \yi.  (Dccamlirc  i^^g-.)       36 


(  rm  ) 

principaux?  Comment  réduil-on  j  à  la  forme  cano- 
nique. 

Deuxième  queslion.  —  On  considère  Le  faisceau  tan- 
gentiel  des  coniques  homofocales  S  représentées  en  coor- 
données rectangulaires  par  l'équation 

(  1  H-  jji)  ii-  -f-  y.  V'  —  w^  =  o, 

oii  'X  est  un  paramètre  variable  : 

1°  Déternùner  toutes  les  coniques  S  (pu  sont  liarmo- 
niquement  circonscrites  à  la  fois  à  toutes  les  coniques  S  ; 
elles  forment  un  système  triplement  infini  de  la  forme 

ÀiSi-r-  ÀaS,,-^  ^383-^  XiSi  =  o. 

Déterminer  les  couples  de  points  qui  sont  conjugués  à 
la  fois  par  rapport  à  toutes  les  coniques  S  et  celles  de 
ces  coniques  qui  se  réduisent  à  une  droite  double  ; 

2°  Chaque  point  du  plan  est  le  centre  d'une  co- 
nique S  réductible  à  deux  droites  ;  former  l'équation 
de  cette  cojiique; 

3"  Par  un  point  du  plan  passent  une  infinité  de  co- 
niques S  formant  un  réseau;  déterminer  la  jacobiennc 
et  la  courbe  de  Hermite  de  ce  réseau. 

EpiŒLVE  PRATIQUE.  —  Oïl  considérc  la  cubique  re- 
présentée par  l'équation 

x'^  -^j-  —  2  =  0 

et  le  point  de  coordonnées  a'  =;  i ,  j  =  i  situé  sur  cette 
courbe. 

Former  V équation  aux  coejficients  angulaires  des 
tangentes  à  la  courbe  issues  de  ce  point,  autres  que 
celle  qui  y  a  son  point  de  contact,  ulppliquer  la  théorie 
des  invariants  à  la  réduction  du  premier  membre  de 
cette  équation  à  la  forme  bicarrée  et  à  In  recherclie 


à 
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(les   racines.    Quel  est  le   rapport  aaharinoiiicpie  des 


tangentes  considérées? 


Solution  (Algèbre  supkriiclrk  ). 

Les  coniques  liatiuoiuquoineiit  circonscrites  à  toutes 
les  coniques  i!  ont  pour  é(juation 

Xi(  j-2  —  y--^  z-)-r-  ■i.X-iyz  -f-  ■>.\-^zT  -{-  xXî^xy  =  o; 

<>i]es  sont  conjuguées  par  rappoiL  aux  trois  couples  d'om- 
bilics du  faisceau  tangentiel,  et  les  droites  doubles  du 
système  sont  les  quatre  tangentes  conununes  aux  qua- 
driques  S. 

Par  chaque  point  du  plan  passent  deux  droites  consti- 
tuant une  conique  S;  ce  sont  les  tangentes  aux  deux 
coniques  2]  qui  passent  par  ce  point. 

Si  les  coniques  S  passent  par  un  point  M,  la  courbe 
de  Herniite  du  réseau  se  décompose  dans  ce  point  et 
dans  la  parabole  bien  connue  enveloppe  des  polaires  de 
ce  point  par  rapport  aux  coniquc-s  -;  la  jacobienne  est 
la  stropboïde  podaire  de  cette  parabole  par  rapport  au 
point  M  :  c'est  la  focale  à  nœud. 

En  général,  si  l'on  considère  le;  système  des  coniques 

À,  S,  -4-  X2S2  -—  À3S;,  ^-  À.,Si  =  o, 

et  si  J|2:t  t^st  la  jacobienne  de  S),  Sj,  S:j  l'éfjualion 

SiCa-.y.  z)i2vJx'-y-  -s')—  82(5-0''  ^)hvAx\y\z') 

-h  S3(:f,  y.  z)  Ji2v(-r',  y,  ^')—  SiCr,  y,  z)  J,î.-i(.r',  y  .  z' )  ^-  o 

leprésente.  lorsque  x\  y\  z'  sont  les  coordoiinées  d'un 
point  fixe,  la  conique  S  réductible  ayant  son  centre  en 
ce  point;  si  au  contraire;  .r,  j  ,  "  sont  les  cooidonnées 
d'un  point  fixe,  et  si  .r',  1 ',  z'  sont  variables,  elle  rcjiré- 
sente  la  jacobienne  du  réseau  des  coni(|ues  8  passant  p.ii- 
le  point  fixe. 
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Poitiers. 

Certificat  de  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Co.MrosiTio:\.  —  Soient  M  unpoint  qiielcoinjued' une 
surface  S,  jN  le  point  oii  la  normale  ÎM^l  rencontre  le 
plan  xOy^  trouver  les  surfaces  S  telles  que  Mi\  =:^  OJN. 
—  Lignes  de  courbure  de  ces  surfaces.  —  Lignes 
asyniptotiques  de  la  surface  S  qui  contient  la  droite 
/■  =  o,  x  =  2  rt. 

Certificat  de  AIécaniqie. 

CoAIPOSlTIO^'.  —  Un  tore  ou  anneau  honioi^ene, 
pesant,  préalahleinent  animé  d' une  très  grande  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure  est  posé  sur 
un  l'ian  horizontal,  son  axe  faisant  un  angle  0,j  avec 
la.  verticale  et  son  centre  rie  gravité  ayant  une  vitesse 
initiale  nulle.  On  demanrie  d'étudier  son  mouvement 
en  négligeant  tout  flottement.  —  Lieu  du  point  de 
contact  sur  le  plan  horizontal .  —  Données  :  «,  distance 
du  cercle  méridien  à  l'axe  ;  b,  le  rayon  de  ce  cercle. 

Oo=  7'  fj;,  =  r..  .y,  =o. 

4 

Epreuve  puatioue.  —  Ij n  cône  de  révolution  homo- 
gène dont  la  hauteur  est  de  i™  et  dont  le  denn-angle 
au  sommet  est  de  So*^  est  suspendu  par  une  de  ses  arêtes 
supposée  horizontale.  Trouver  la  longueur  du  pen- 
dule simple  synchrone  de  ce  pendule  composé. 

Certificat  dAstronomie. 

Composition'.  —  Exposer  la  méthode  pour  déter- 
miner  la  longueur  du   méridien  terrestre,   en  suppo- 
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saut   connues  les  colalitudes  extrêmes  d'un   arc,    la 
longueur  de  cet  arc  et  une  valeur  approchée  de  V apla- 
tissement. 

Montpellier. 

(^'/iiHTiFicAT  Di:  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  — •  Une  surface  rapportée  à.  trois 
axes  rectangulaires  est  représentée  par  l'équation 

On  demande  :  i'^  de  trouver  les  deux  systè^mes  de 
lignes  de  courbure  ;  2"  /)ou7-  un  point  arbitraire  de  la 
surface,  calculer  les  coordonnées  des  centres  et  les 
rayons  de  courbure  principaux  qui  correspondent  à 
chacune  des  deux  lignes  de  courbure  passant  par  ce 
point;  3"  si  le  point  donné  décrit  une  ligne  de  cour- 
bure, démoîitrer  que  le  centre  de  courbure  correspon- 
dant est  fixe;  4"  déterminer  le  lieu  de  tous  ces  centres 
de  courbure  principaux. 

Solution. 

La  soluliou  est  immédiate  si  l'on  remarque  que  la 
surface  est  l'enveloppe  des  deux  .systèmes  de  sphères 

rt.rX--!-  (.r--l-  _y2_(_  -2_  ^2^X  +  lay  —  o, 
J---I-  j^--i-  ^--+-  a-  =  lai^x  ■+■  y)  cos;j.  -f-  aa-s  sin  \x. 

Certificat  d'Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Problème  de  Kepler.  —  En  par- 
tant des  lois  de  Kepler,  trouver  en  fonction  du  temps 
C anomalie  excentrique,  le  rajon  vecteur,  l'anomalie 
vraie  et  la  longitude  d'une  planète.  Développements 
en  série. 
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On  demande  de  calculer  V ohluiuilè  de  l'écliplique 
et  V ascension  droite  du  point  verna/,  comptée  à  partir 
du  méi  idien  IM. 

CKiiriFicAT  ni;  ÏMkcamq!  r:  itATiONMiLu:. 

Epreuve  écrite.  —  Un  solide  homogène  est  limité 
par  la  surface  d'un  parnholoïde  de  révolution  et  le 
plan  d' un  parallèle]  a  étant  le  paramètre  de  la  méri- 
dienne, la  distance  du  parallèle  au  sommet  est  ~a. 

i"  Détermine!-  la  position  du  centre  de  gravité  du 
solide. 

2"  Le  solide  étant  en  contact,  par  un  point  de  la 
surface  du  paraholoïde,  avec  un  plan  liorizontal  fixe 
sur  lequel  on  peut  glisser  sans  frottement^  on  lui  im- 
prime la  rotai  ion  (o  autour  de  son  axe  et  on  l'aban- 
donne à  l'action  des  forces  qui  le  sollicitent.  Etudier 
son  mouvement.  Indiquer  d'une  manière  générale  les 
formes  des  courbes  décrites  par  le  point  de  contact 
sur  le  plan  fixe  et  suf  le  paiaboloïde.  Considérer  en 
particulier  le  cas  oit  w  =  o. 

Epreuve  iMiVTiOTE.  —  Dans  le  tétraèdre  OAllC,  les 
arêtes  OA,  OB,  OC  ont  respectivement  pour  lon- 
gueurs rt,  ^,  c,  et  sont  rectangulaires  deux  à  deux.  On 
suppose  le  tétraèdre  rempli  d' une  matière  homogène 
de  densité  égale  à  V unité.  Quelles  relations  doivent 
exister  entre  rt,  b,  c  pour  que  l  ellipsoïde  d'inertie  re- 
lui if  à  O  soit  de  révolution?  Ces  relations  étant  satis- 
faites, déterminer  l'axe  et  la  méridie/i/ie  de  cet  ellip- 
soïde. 
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Toulouse. 

Ci:uriFi(.AT   d'A.nalvsk. 

I.  On  considcreld  surface  afgéhri(/ue  du  quntiicme 
ordre  définie  par  les  formules^ 

ar-=  U-. 
jr=  av. 

Z   =  V-  -h  '2  II 

qui  déterminent  les  coordonnées  cartésiennes  rectair- 
gulaires  x^  y,  z  d'un  de  ses  points  en  fonction  de 
deux  paramètres  u  et  v. 

i"  Démontrer  que  la  section  de  cette  surface  par  un 
quelconque  de  ses  plans  tangents  se  compose  de  deux 
coniques  ; 

2°  Déterminer  ses  lignes  asymptotiques  et  démon- 
trer que  ce  sont  des  courbes  algébriques  unicursales j 

3"  Calculer  en  chacun  de  ses  points  ses  rayons  de 
courbure  ])rincipaux. 

JI.  Calculer,  en  se  servant  du  théorème  de  Cauchy ,. 
la  valeur  de  chacune  des  intégrales  définies 


\         ,  dx     ot       / 

,  /  \-T-X-rX-  I 


CerTIIMCAT    I)K     -MliCAMOlK. 

].  Démonlier  le  théorème  de  Coriolis  sur  le  mouve- 
ment relatif  d  un  point  matériel. 

]J.  On  donne  un  fil  homogène  parfaitement  flexible 
qui  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  to  au- 
tour d'un  axeOx  auquel  il  est  attaché  par  ses  extré- 
mités  en  deux  points  fixes  A  et  V>.  On  négligera 
l'action    de    la    pesanteur.     On    demande    la  figure 
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d' équilibre    de,  ce  fil  cl.  la  tension   en  chacun  de  ses 
points. 

Ckutikicat   de   Calcul  dikfkhentii;l    i;t  intkgpal. 

Epuelve  écrite.  —  I.  On  désigne  par  R,  11,,  Pio 
trois  fonctions  dépendant  respectivement,  la  première 
de  la  seule  variable  o,  la  deuxième  de  la  xtariable  o,, 
la  troisième  de  la  variable  02,  et  par  IV,  R, ,  R',  les 
dérivées  de  ces  trois  fonctions. 

i"  Démontrer  que  les  trois  familles  de  surfaces  que 
V on  obtient  en  donnant  successivement  à  z,  c,,  c^  des 
valeurs  constantes  dans  les  formules 

H  -  p  R'  -^  R,  —  pi  R',  -4-  R,—  p.,  r; 

■^  =  2 p   ■ .,       J.,    ,    ^., ' — — =  —  R  , 

R_oR'^  R,  — p,R',  -4- R.,— o,R; 

.r  =  2p, ' ,    ,  ,  ^, — -- — '—^  —  Kl, 

/  —  p,  —  |V, 

R  —  0  \r  +  R,  —  p,  R',  -r-  R.  —  0.,  R.; 

Z    =  2  p, 4 ^ ' — -*-  fi  ■) , 

?"  -+-  ?1  "i"  ?2 

où  oCyVt  z  désignent  les  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires d' un  point  de  l'espace,  constituent  un  sys- 
tème triple  orthogonal. 

2°  Etablir  que  ces  trois  familles  sont  formées  de 
surfaces  ayant  toutes  leurs  lignes  de  coui  bure  planes. 

IL  Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  x  -\-  y 
qui  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

,r-z   _      -îz 

dx  dy        (x  -I- )  )2 

Ilî.  On  co/isidère  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
irrationnelle  suivante 

1  f   •  1         1  ,    .     ,       dz         àz 

ou  p  et  q  désignent  les  dérivées  j-  ^?  ^'  P^''  ''apport 
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aux  variables  indépendantes  x  ety^  de  la  fonction  in- 
connue z. 

i"  Trouver  l'intégrale  générale  de  cette  équation  ; 
2°  Déternnner  une  surface  intégrale  passant  par  la 
parabole  dont  les  équations  sont 


y'  '■ 


Certificat  de  Mécamoue  rationnelle. 
Epreuve  ÉcraxE.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  so- 
lide de  révolution  homogène  suspendu  par  un  point  de 
son  axe  et  soumis  uniquement  ii  des  forces  telles  que  la 
fonction  potentielle  coj'respondante  est  représentée  par 
l'expression  Htos-B:H  désignant  une  constante,  0 
V angle  formé  par  l'axe  du  solide  avec  une  droite  de 
direction  constante  passant  par  le  point  fixe. 

Epreuve  pratique.  —  Déterudner  le  moment  d' iner- 
tie cVune  sphère  homogène  de  rayon  R,  de  densité  o 
relativement  à  un  axe  tangent  à  sa  surface. 

Certikicat  d'Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Exposer  et  justifier  la  méthode 
de  Gauss  pour  la  détermination  de  V orbite  elliptique 
d'une  planète  d'après  trois  observations  équatoriales 
complète  en  s' en  tenant  à  la  première  approximation. 

On  désignera  par  /',  /•',  /"  les  rayons  vecteurs  menés 
du  Soleil  à  la  planète  aux  moments  des  trois  observa  - 
tions  ;  par  0,  f)',  h''  les  produits  de  la  constante  de  Gauss 
parles  intervalles  de  temps  écoulés  respectivement  entre 
la  seconde  et  la  tioisième,  entre  la  preniière'et  la  troi- 
sième, entre  la  première  et  la  seconde;  par  [//']  le 
double  de  l'aire  du  triangle  compris  entre  r,  r'  et  la 
droite  qui  joint  leurs  extrémités^  par  [/'/■']  et  pai- 
[/•  /'"]  des  quantités  analogues.   On  regardera   comme 
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et  ah  lies  les  formules 

O-'CO'O"  — 02,  dr 
l?"*  'di)' 

OrOO'  — 0"2)  dr' 
\  /''■'  M' 

Certificat  uk  Géométrie  sipérievre. 


Eprelve  écrite.  —  Soient  J",j  fn,  f.i,  f\  des  formes 
quadratiques  de  trois  paramètres  'c\i  H^.  H.!  dont  les 
coefficients  sont  donnes ,  on  considère  la  surface  S  défi- 
nie par  les  formules 

?^l=/l,  ?J^l=fl.  2.r:i=/.,  ,'.ri=/4, 

où  Xi,  x-ii  -3^3)  "3^5  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  de  l'espace. 

1°  Déterminer  la  ligne  double  de  cette  surface. 

1°  Donner  une  classification  des  surfaces  telles  que 
S  selon  la  nature  de  cette  ligne  double. 

3"  Démontrer  que  la  surface  S  est,  en  général,  le 
lieu  d^ un  point  dont  les  racines  carrées  des  distajices 
à    quatre  plans   fixes    sont    liées    par   une    relation 

linéaire  et  liomosène. 

o 

4°  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face S. 

5°  Tromper  le  lieu  des  centres  des  coniques  tracées 
sur  cette  surface. 

Epreuve  pratioue.  —  O/i  donne  un  cône  C  dont  le 
sommet  est  dans  le  plan  'vertical  de  projection  et  dont 
la  base,  située  dans  le  plan  horizontaf  est  une  ellipse  E 
ayant  son  grand  axe  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
Construire  les  projections  de  la  courbe  double  de  la 
surface  réglée  engendrée  par  les  normales  au  cône  C 
en  tous  les  points  de  l'ellipse  E. 
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ÉCOLE  CE.\TftALE  DES  ARTS  ET  MANUFACTURES. 
CONCOURS  DE  1897  (DEUXIÈME  SESSION)  ('). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  quelconques  Ox  et  Oy,  un  point 
A(^  =  a)  sur  l'axe  des  x,  un  point  B(^  =  b)  sur  Taxe  des^ 
et  une  droite  (D),  ^  —  mx  =  o  : 

i"  Former  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  AOB  et  telles  que  le  pôle  de  la  droite  AB  soit  sur  (D); 

2"  Démontrer  que  toutes  les  coniques  ont  une  tangente 
commune,  qui,  avec  l'axe  des  x,  l'axe  des^  et  la  droite  (D), 
détermine  sur  AB  une  division  harmonique;  et  que  la  droite  (D) 
a  un  pôle  fixe  par  rapport  à  toutes  les  coniques; 

3°  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques  est  tan- 
gent à  la  droite  (D)  et  que,  si  l'on  fait  varier  m,  il  passe  par 
quatre  points  fixes; 

4°  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  (a,  p)  donné,  prise 
par  rapport  aux  coniques  du  faisceau,  passe  par  un  point  fixe. 
Construire  ce  point  et  voir  comment  il  se  déplace  si  l'on  fait 
varier  m  ; 

5°  Démontrer  que  le  faisceau  de  coniques  correspondant  à 
une  valeur  donnée  de  m  admet  deux  paraboles  réelles  ou  ima- 
ginaires et  chercher  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tan- 
gentes à  ces  paraboles  aux  points  A  et  B  quand  m  varie. 

Epure. 

Intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  de  révolution.  — 
Le  tore  a  son  axe  zz'  vertical  et  placé  au  milieu  de  la  feuille  de 
l'épure.  Le  rayon  du  cercle  générateur  (c,  c')  est  de  40""".  Le 
centre  de  ce  cercle  décrit  une  circonférence  de  centre  00'  et 
de  rayon  o'c'— 60'"'".  Le  point  {00')  est  à  58"""  au-dessus  du 

C)  Par  suite  d'une  erreur,  la  question  de  Géomclrie  analytique 
et  l'épure  donncps  à  la  prcniière  session  n'ont  pas  été  insérées; 
elles  parailroni  dans  un  de  nos  prochains  numéros. 
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pian   horizontal   et   à    i  jo™"  en  avant  du   plan   vertical  xy  tic 
projection. 

Le  cylindre  de  révolution  est  défini  de  la  manière  suivante  : 
Son  axe  est  contenu  dans  le  plan  méridien  Xyji  du  tore  qui 
fait  45°  avec  le  plan  de  front.  Cet  axe  rencontre  en  a  l'axe 
vertical  z  du  tore  (cote  du  point  a,  i4o'"™)  et  il  passe  par  le 
point  (cic\),  centre  du  cercle  générateur  du  tore.  La  généra- 


trice est  la  tangente  ff\b\  à  la  deuxième  position  c^c^  du 
cercle  générateur  dans  le  plan  méridien  arj^i. 

On  demande  de  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces 
en  avant  soin  d'indiquer  la  construction  de  la  tangente  en  un 
point  de  la  courbe.  Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des 
points  et  tangentes  remarquables. 

On  figurera  le  tore  en  supprimant  de  ce  corps  la  portion 
contenue  dans  le  cylindre. 

Nota.  —  Les  projections  auxiliaires  seront  tracées  à  l'encre 
bleue. 

Cadre  de  o^.aj  sur  o™,  45.  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits 
côtés  du  cadre  et  à  o",i8o  du  côté  supérieur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Tore  et  c^]indre. 
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AVIS. 


Conservatoire  national  des  Arts  et  Métiers. 

Nous  recevons  l'affiche  des  Cours  pour  l'année  1897- 
i8g8.  L'avis  que  nous  avons  publié  dans  le  présent 
Volume  (p.  4^^)  s'applique  sans  aucune  modification. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Ch.  MÉRAY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Dijon.  —  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infinité- 
simale ET  ses  applications  GÉOMÉTRIQUES.  3"  Paitie  : 
Questions  analytiques  class[Quies.  Un  voL  grand  in-8 
de  VI-206  pages.  Pii>:  G'"".  —  Paris,  Gaulllier-^  illars 
et  fils;  1897. 

Dans  ce  nouveau  Volume,  l'auteur  applique  aux  questions 
usuelles  les  principes  et  les  méthodes  qui  font  l'objet  des  deux 
précédents.  Grâce  à  la  netteté  et  à  la  précision  de  tous  ces 
aperçus,  on  aborde  sans  peine  l'étude  des  questions  les  plus 
ardues  et,  quand  l'artifice  intervient,  il  devient  logique,  tant  il 
est  bien  amené  par  la  succession  des  idées. 

Ce  qui  prouve,  du  reste,  l'importance  de  l'œuvre  de  IM.  Mé- 
ray,  c'est  qu'elle  a  des  partisans  et  des  adversaires  passionnés. 
A  une  époque  où  l'Analyse  a  pris  un  développement  si  extraor- 
dinaire, il  n'y  a  pourtant  pas  à  s'étonner  autant  de  voir  des 
esprits  élevés  s'inquiéter  enfin  de  la  solidité  de  la  base  sur 
laquelle  repose  un  édifice  comprenant  tant  de  pièces  si  labo- 
rieusement assemblées. 

En  regardant  de  prés  certaines  démonstrations  longtem|)s 
admises  sans"  conteste,  en  discutant  les  principes  décorés  du 
nom  de  notions  primordiales,  on  aliorcé  de  reconnaître  que 
ceux-ci  sont  contestables  et  celles-là  peu  claires-,  peu  couvain- 
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cantes,  quelqueluis  même  erronées.  De  là  des  obsrtiritcs  et  des 
doutes,  bien  faits  pour  fatiguer  et  inquiéter  au  début  ceux  qui 
abordent  l'étude  des  hautes  Mathématiques. 

En  adoptant,  au  contraire,  le  point  de  départ  de  ^I.  Méray, 
on  comprend  immédiatement  ce  que  c'est  qu'une  fonction; 
chaque  nouveau  fait  apporte  ensuite  avec  lui  sa  raison  d'être 
en  même  temps  qu'une  démonstration  simple,  gardant  toute  la 
rigueur  réalisable  dans  les  éléments. 

Les  adversaires  de  cette  méthode  lui  font  le  reproche  de 
tout  ramener  à  un  type  unique,  par  le  moyen  du  développe- 
ment en  séries  entières;  il  n'est  certes  pas  difficile  d'imaginer 
des  fonctions  pour  l'étude  desquelles  ce  procédé  serait  pénible 
ou  même  impraticable  ;  mais,  sans  compter  que  ces  fonctions 
n'ont  existé  jusqu'à  présent,  et  n'existeront  probablement 
jamais,  qu'à  l'état  de  pures  et  bien  arides  spéculations,  une 
objection,  même  moins  fantaisiste,  ne  saurait  diminuer  la  va- 
leur d'un  concept  embrassant  les  faits  les  plus  variés,  avec  une 
facilité  et  une  sûreté  inconnues  jusqu'ici.  Pour  lui  donner 
créance,  que  ses  auteurs  commencent  par  fournir  un  point  de 
départ  aussi  bien  défini! 

La  rectitude  invariable  de  la  voie  suivie  n'empêche  pas, 
d'ailleurs,  qu'elle  jette  des  embranchements  au  fur  et  à  mesure 
des  besoins  de  la  Science.  Bien  loin  d'affaiblir  l'esprit  de 
recherche,  de  restreindre  son  initiative,  d'émousser  ce  qu'il 
doit  avoir  d'incisif,  cet  enseignement  à  la  fois  clair  et  précis, 
dans  lequel  toutes  les  démonstrations  atteignent  sans  effort  la 
rigueur  absolue,  ajoute,  à  la  satisfaction  de  l'intelligence,  la 
sûreté  nécessaire  pour  faire  de  nouveaux  pas  en  avant. 

Aussi,  après  d'autres  et  en  pleine  conviction,  émettrai-je  le 
vœu  que  la  méthode  de  M.  Méray  ne  tarde  pas  à  pénétrer  dans 
l'enseignement. 

Bien  que  ce  troisième  V^olume  ne  renferme  que  des  applica- 
tions, son  intérêt  n'est  pas  diminué  pour  cela. 

L'espace  me  manque  pour  détailler  toutes  les  jolies  questions 
que  le  lecteur  y  trouvera.  Je  signalerai  seulement  une  nouvelle 

/dx 
r-,  >   II    étant 
cos  X  —  H 

une  constante  réelle  quelconque  ;  une  démonstration  inat- 
tendue des  formules  de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires  à  coefficients  constants.  A   remarquer  aussi,  au 
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point  de  vue  docliinal,  la  rigueur  absolue  rendue  à  la  théorie 
des  intégrales  multiples  par  la  prise  en  considération  de  l'olo- 

tropie  de  la  fonction  placée  sous  le  signe   /  ;  quelques  points 

du  calcul  des  variations  traités  d'une  matière  précise  et  claire; 
l'exposé  d'une  proposition  à  substituer  au  lemme  de  Cauchy 
dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  observation  qui  affermit 
encore  la  base  choisie  par  M.  Méray,  en  justifiant  l'introduc- 
tion généralisée  des  séries  entières  dans  l'Analyse. 

L'addition  V  «  Sur  un  cas  étendu  dans  lequel  l'interpolation 
permet  de  représenter  une  fonction  avec  une  approximation 
indéfinie  »  montre,  une  fois  de  plus,  combien  est  insuffisante 
la  considération  exclusive  de  la  continuité  des  fonctions. 

Dans  son  ensemble,  l'œuvre  a  une  portée  bien  plus  grande 
que  les  questions  de  détail  rassemblées  dans  le  Volume  dont 
j'avais  à  parler,  et  je  ne  pouvais  me  dispenser  de  l'apprécier  à 
cette  occasion.  En  cela,  je  me  suis  placé  surtout  au  point  de 
vue  doctrinal,  et  j'ai  souvent  prononcé  le  mot  enseignement  ; 
c'est  que,  en  effet,  j'ai  pu  constater,  en  utilisant  les  méthodes 
de  M.  Méray,  avec  quelle  facilité  de  jeunes  esprits  s'ouvraient 
ainsi  à  létude  des  Mathématiques,  réputée  j)Ourtant  si  ardue. 

Il  est  bien  remarquable  que,  malgré  le  caractère  élevé  des 
questions  auxquelles  ces  méthodes  s'appliquent,  il  n'e^st  besoin, 
pour  se  les  approprier,  que  d'une  connaissance  un  peu  appro- 
fondie de  l'Algèbre  élémentaire.  F,  Pernot. 


QUESTIONS. 


1784.  Si,  à  deux  tétraèdres,  dont  les  sommets  sont  les  huit 
points  communs  à  trois  quadriques,  on  circonscrit  deux  qua- 
driques  bitangentes,  dont  une  des  coniques  communes  est 
dans  un  pian  fixe,  le  plan  de  l'autre  passe  par  un  point  fixe. 

(E.   DUPORCQ.) 

178o.  Etant  (h)nné  un  arc  de  courbe  plane,  on  con'^idère  la 
perpendiculaire  abaissée  du  barycenlre  du  périmètre  de  cet 
arc  sur  la  corde  qui  en  joint  les  extrémités  :  enveloppe  dos 
droites  qui  correspondent  ainsi  à  des  arcs  de  courbe  parallèles 
à  un  arc  de  courbe  donné.  (!"].  Hti-OKOO.) 
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1896,  page  4iO)  ligne  17,  au  lieu  de  ol,^  cl  3,,,  lisez  aj.  et  |î;. 

1897,  page  02^,  dernière  ligne  (Note),  au  lieu  de  aSi,  lisez  3?.i. 
1897,  page  53i,  ligne  3,  au  lieu  de  Malliemalischen,  lisez  Mallie- 

matische. 


('  )  Les  lecteurs  sont  invités  à  signaler  les  erreurs  qui  auraient  pu 
se  glisser  clans  ce  relevé,  malgré  l'attention  avec  laquelle  on  Fa 
établi.  La  Rédaction  les  remercie  à  l'avance  des  Couimunicalions 
qu'ils  voudront  bien  lui  faire  à  ce  sujet. 
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